]

“Sobre a generalizacao de Elie Cartan das geometrias
de Klein”

J.N. Tavares
Dept. Matemaética Pura, Faculdade de Ciéncias, Univ. Porto, 4050 Porto, Portugal®

Resumo... Comegarei por relembrar o que é uma geometria (ou um espago) de Klein (Felix Klein:
“Programa de Erlangen”, 1872), e em que consiste o “método do referencial mével” de Elie Cartan para
o estudo das subvariedades de um espaco de Klein. De seguida, tentarei explicar o que sao os chamados
“espagos generalizados de Cartan”, de acordo com as ideias de Elie Cartan sobre a generalizacao do
programa de Erlangen. A exposigao serd ilustrada com alguns exemplos (familiares) e tentarei usar uma
linguagem tanto quanto possivel nao técnica.
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0.1 Geometrias de Klein
& Definicao 0.1.1 ... Uma Geometria de Klein consiste de um grupo de Lie G, uma variedade

M e de uma acc¢ao transitiva e efectiva de G em M.

O estudo de uma tal geometria consiste entdao no estudo das propriedades das figuras em M, que
permanecem invariantes sob a acgao do grupo G. Como é sabido, se 0 € M é um ponto fixo, e se
H=G,={9€G: g-o=0} éosubgrupo de isotropia de o, entao a aplicacio:

G/H = M
gH — g-o0

é um difeomorfismo.



0.1. Geometrias de Klein

’Exemplo 1 ... Geometria Euclideana plana‘

Grupo: G:SE(?,]R):{g:{all R(()G)}: R(G):(COSG _Sing)7a:(§)em2}

sinf  cosf
Espago: M =1R?.

1 0

xT

R(()G) } : Ge]R}.

Acgao: g-x= {

—_

Isotropia de 0 =0€ R*: H=S0O(2,R)= {h = {

o)

’ Exemplo 2 ... Geometria Hiperbdlica plana‘

Grupo: G =SL(2,R) = {g: { Z Z

Espago: M =H"={z=x+iycC:y>0}.

a b Ly = az+b
c d ~ cz+d

Isotropia de o =i c H': H = SO(2,R).

} e Ma(IR) : detg:ad—bczl}

Acgao: g-z= {

’Exemplo 3 ... Geometria Eliptica plana‘

Grupo: G =SO(3,R)={ge Ms(R): gg"'=1d, detg=1}
Espago: M =TRIP(2) = R*/IR — {0}.
Acgdo: g-[v] = [gV]

-1
Isotropia de o = [e;] €e RIP(2): H=0(2,R) = { { (detOA) Z } } — SO(3).
’Exemplo 4 ... Geometria plana de semelhanga‘

. 11 0|, _ cos —sind 2
Grupo: G—{g—{a A}’ A_)\<sin9 cos 0 ),)\>0,061R,aEIR}

Espago: M =R%

1 0
a A

Isotropia de o = 0 € R*: H =R 1 SO(2) (produto semi-directo).

Acgao: g-x:{ ]-x:a—i—Ax, x € R?

’Exemplo 5 ... Geometria de Minkowski plana‘

1 0 cosh@ sinh6
. _ m2 + — = : =
Grupo: G=R">=<O],(R)= {9— [ a A } poA= ( sinh® cosh

)70€]R,a€]R2}

Espago: M = IR?.

1 0

_ 2
a A] X = a+ Ax, x € R

Acgao: g-x= {

Isotropia de 0 =0 € R*: H =0{,(R) ={A€ SL(2): A'QA=Q}, onde Q = ( (1) 701 )
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’Exemplo 6 ... Geometria Afim plana‘

1 0

e Grupo: G = SA(2,R) =R?>=xGLT(2)(R) = {g: [ a A } €GLT3,R): AeGLT(2,R), aelR2}

e Espago: M =R

1 0
a A

e Isotropia de o=0c R?*: H=GL"(2,R)

e Accao: g-x:{ ]-x:a—l—Ax, x € R?

’Exemplo 7 ... Geometria Projectiva plana

e Grupo: G = PGL(2) = SL(3,R)
e Espago: M =RIP(2) =R?*/R - {0}.
e Acgao: g-[v]=[gv]

-1
e Isotropia de o = [e1] € RIP(2): H = { { (detgl) Z ] : AeGL(2,R), a € IRz*}.
’ Exemplo 8 ... Geometria de Moebius plana‘

Num sistema de coordenadas cartesianas ', z? no plano IR?, a equacio de um circulo S é da forma:
s° [(x1)2 + (x2)2] +2 [slxl + stQ] +25° =0 (0.1.1)

Os ntmeros s* = (s°,s',5%,s%) dizem-se as coordenadas circulares do circulo S C IR? (coordenadas
poliesféricas, na generalizagdo multidimensional para hiperesferas em IR™). O circulo S diz-se préprio, se
s" #£ 0, e impréprio, se s° = 0. As rectas afins de IR? serdo vistas como circulos impréprios, e os pontos de IR?
serdo vistos como circulos de raio 0.

A equagdo usual de um circulo S de raio 7 e centro a = (a',a?), é da forma:

(ZL'I _ a1)2 + (Z‘Q _ CL2)2 — 7"2
Comparando com (0.1.1), vemos que:

, i 50,3 1y2 2y2
ad=-2i=12 e = 2675+ (s )"+ ()
(s)?

(X, X) = 228"+ (s")?+(s°)° X =(s") R (0.1.2)
cuja matriz é:
0 o0 -1
Q= 0o 1d o
-1 0 0

Temos entao que:

> 0 se X = (s*) é um circulo real de raio positivo
(X, X) = 0 se X = (s*) éum ponto de IR? (cfrculo de raio 0)
> 0 se X = (s%) é um circulo imagindrio de raio negativo

A acgao linear usual do grupo de Lorentz, G = SO;l(]R) = {g € SL(4) : A'QA = A}, em IR*, preserva
os conjuntos de nivel da forma quadritica Q. Em particular o cone de luz C = Q'(0) = {X = (s%) :
—25%53 4 (s')2 4 (5%)? = 0} é preservado. Este cone de luz é reunio de rectas vectoriais de IR*, e a acgio linear de
G = SO;1 (IR) em TR*, restringe-se a uma accio no conjunto destas rectas. Mas cada uma destas rectas intersecta

num tnico ponto o hiperplano H : s° 4 s* = 1/2, e portanto o conjunto das rectas (raios de luz) no cone de luz
C, identifica-se com a intersecgao:

M = CNH
(X=(5":5"4=0 e —25°"+(s")>+(s°)> =0} (0.1.3)
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A mudancga de varidveis:

o_1+9° 1 1 2 _ 2 s 1—9°
s = s s = s E s s =
V2 / g
permite identificar M = C N H com a esfera S = {y ¢ IR* : (y')? + (v*)? + (¥*)* = 1}. Concluindo:

S

e Grupo: G =S80} (R)={g€ SL(4): A'QA = A}
e Espaco: M =S2.

e Acgao: a acgdo acima descrita.

’Exemplo 8 ... Geometria Euclideana regrada

e Grupo: G =SE(3,R)
e Espaco:

M = {rectas afins orientadas £ em IR®}
{(wp) ER}x R®: Ju =1 ¢ p-u=0}

e Acgao: (a,R)-£=(a,R)(u,p)=(Ru,a+ Rp — (a- Ru)Ru)
e Isotropia da recta ¢, = {te;, t € R} = (e1,0):

H ={(pe1,R), p€R,Re S0 R)}
onde SO(2,R) é o subgrupo de SO(3,1R), constituido pelas rotagoes que deixam a recta £, fixa.
0.2 Forma de Maurer-Cartan. Equacoes de estrutura de E.Cartan

Seja G um grupo de Lie de dimensao r = dim G, e g =2 T.G = X,(G) a respectiva dlgebra de Lie. A forma
de Maurer-Cartan é, por definigao, a 1-forma w = wg : TG — g, invariante a esquerda, definida por:

wy(v) =Ly—1,(v), veTl,G

Quando H é um subgrupo de G, entdo wy = wgly.

Se {Xy,:-+,X,} é uma base para a algebra de Lie g = T.G, e se {w!, -+ ,w"} é a respectiva base
dual para g*, entao podemos escrever:

we=)» w'aX, (0.2.1)
a
onde as formas w® sdo invariantes a esquerda (f;w® = w*, Vg € (). Suponhamos ainda que:
X, Xp] = > C5 X (0.2.2)

onde C¢, sao as constantes de estrutura de g. Utilizemos a férmula d6(X,Y) = X0(Y)+Y6(X)—-6([X,Y])),
valida para qualquer 1-forma 6, quando X = X,,Y = X, s@o campos invariantes & esquerda e quando
0 = w®. Neste caso w’(X,) e w’(X;) sdo constantes e, por outro lado, w®([X,, Xp]) = w¢(C%X,4) = CS,.
Portanto:

dw(Xq, Xp) = —w([Xa, Xp)) = —=C5, (0.2.3)

Pondo por defini¢ao, para cada a =1,2,--- ,r = dim G:

dw'®X,) = dw'®X,
(W@ X, 0’ ®@Xy] = w' AW ®[X,, X)) (0.2.4)

deduzimos as chamadas equagoes de estrutura de Maurer-Cartan do grupo de Lie G:

dwg + % [wg,wg] =0 (025)
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Estas equagdes de estrutura podem ser escritas na forma de um sistema de r = dim G equagdes:

dw®+ 33, Cow Aw? =0, ¢=1,2,---,r (0.2.6)

A integrabilidade deste sistema é de facto equivalente as identidades de Jacobi da dlgebra de Lie g.

’Exemplo... Grupo afim GA(n) ‘

Consideremos de novo o grupo afim:

GA(n) = {g def (y Ay = { v ] com A€GL(n,R), ac IR”} (0.2.7)

A 3lgebra de Lie ga(n) pode ser identificada com a subélgebra de Lie de gl(n + 1,1R) constituida pelas matrizes
da forma:

&= { 2 )0( ] def rdX com ze€R" X €gl(n) (0.2.8)
O paréntisis de Lie em ga(n) é dado por:

@ X,y0Y]=(Xy—Yz)®[X,Y] (0.2.9)
e a representacao adjunta de GA(n) em ga(n), por:

Adgay(z® X) = (~AXA 'a + Az) @ (AXATY) (0.2.10)

Portanto:
ga(n) = R" & gl(n)
Esta soma directa é reductiva:
AdGA(n)IR" C R" (0.2.11)
De facto:
Ad(g,a)(x @ 0) = Az S0, V(a,A) € GA(n), Vo € R" (0.2.12)

Calculemos agora a forma de Maurer-Cartan do grupo afim G = GA(n). Pondo g = (a, A) vem que:
we = g 'dg=(a,A)""d(a, A)
1 0]'[o0o o
a A da dA
= Al'da®A'dA

def  ig w! (0.2.13)

que é uma 1-forma diferencial em GA(n), invariante a esquerda, com valores na dlgebra de Lie ga(n) = R"©gl(n).
Com A = (Aj) € GL(n,IR) e a = (a") € R", temos explicitamente que as componentes da forma de Maurer-
Cartan sao:

i —1yi g5 n_
{ w' = (A77)jda para a R" —componente (0.2.14)

who= (ATh)idAY para a gl(n)—componente

As equacoes de estrutura de G = GA(n) séo:

0 dwag +wa Nwa

EREEEINER)
w W w W w LAJj

J

0 0
{dwww;wk dw} + wi Awh | (0-2.15)

isto é:

dw' +wi AWt = 0
- (0.2.16)
dwj + wj, A w? = 0
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Significado geométrico (cinemadtico) destas equagdes...

Como jé vimos, o conjunto de todos os referenciais afins em IR"™ estd em correspondéncia bijectiva com o
grupo afim GA(n), e é um aberto de IR +™ que notamos por RA(IR™):

o

v GA(n) - — RA(IR™)
g=(a,A) — Rg:(CL;e:E-A) (0.2.17)

Em RA(IR™) estao definidas naturalmente fungdes (equivariantes) de classe C*°, com valores em IR", que sao
as projecgdes em cada um dos (n + 1) factores de R"+tD" notadas tradicionalmente (de forma abusival) por:
a:R={aser, - ,en} € RAR") — a(R)=a
er:R={a;e1, - ,en} ERAR") — ei1(R)=e1

e,:R={aser, - ,e,} € RAR") +—— en(R)=e, (0.2.18)
Podemos por isso considerar as respectivas diferenciais:
da;des,- - ,de, € Q" (RA(R");R")

Se £ € TRRA(IR™) é um “deslocamento infinitesimal” do referencial R, entdo da|r(§),dei|r (), - ,den|r(£)
s@o vectores de R™ que podemos escrever como combinagao linear dos elementos da base {e1 = e1(R), -+ ,e, =
e,(R)} de R™:

dalr(§) = ., w'lr(§)ei(R)

de1|r(§) Pimg wilr(§) ei(R)

denlr(®) = Y, wilr(€)ei(R)

ou mais sucintamente:

{ da = wre (0.2.19)

dej = w;.ei .j:L"',n

onde {w'}1<i<n € {w!} 1< j<n 530 1—formas diferenciais usuais (escalares) em RA(IR") (ao todo n +n? formas),
cujo significado é claro - se £ € TR RA(IR™) é um “deslocamento infinitesimal” do referencial R, entao (wi|7z(§))
s@o as componentes relativas (ao referencial R) do “deslocamento infinitesimal” da|z (§) da origem do referen-
cial R, enquanto que, para cada j = 1,--- ,n fixo, (w;|7z(§)) sao as componentes relativas (ao referencial R)
do “deslocamento infinitesimal” de;|r(§) do vector e; do referencial R, isto é, w}|r(§) é a componente relativa
(a R) do “deslocamento infinitesimal” do vector e; na direc¢ao do vector e;.

As equacdes de estrutura, neste contexto, ndo sio mais do que consequéncia de que d2a = d?e; = 0. De facto,
derivando ambos os membros da primeira equagao em (?7?) obtemos:

Il

s
Il
-

0 = dda (eidwi +de; A\ wi)

Il

1
=

<eidwi + (E wl ej> A wi> atendendo a (0.2.19)

j=1

n
(dwj + Z wl /\wi> ej
1 i=1

e como os e; sao linearmente independentes, deduzimos que:

k3

ke

J

dw' +> " wiAw! =0, Vi=1,---,n (0.2.20)

=1
Analogamente, derivando ambos os membros da segunda equagado em (?7?), deduzimos que:

n
dwj + Y wi Aws =0, Vi,j=1,-,n (0.2.21)

k=1

As equagoes (0.2.20) e (0.2.21) sado exactamente as equagoes de estrutura obtidas em (0.2.16).

Nota...
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e Do ponto de vista da teoria de fibrados principais, a aplicagao:
a:RAMR") =2 GA(n) — R"

da origem ao fibrado principal GA(n) — R"™ = GA(n)/GL(n), com grupo de estrutura GL(n). Neste
contexto, a 1-forma w = (w"), definida em RA(IR™) e com valores em IR, é a chamada forma canénica
(ou forma de soldagem) do fibrado de referenciais RA(IR™), enquanto que a 1-forma w = (w’), definida
em RA(IR") e com valores em gl(n) é a chamada forma de conexdo. A equagao de estrutura (0.2.20)
diz que esta conexao tem torc¢ao nula, enquanto que a segunda equagao de estrutura (0.2.21) diz que esta
conexao tem curvatura nula.

’Exemplo... Grupo Euclideano especial SE(n) ‘

Os movimentos rigidos de IE™ constituem um grupo SE(n), chamado o grupo Euclideano especial de IE",
que pode ser identificado com o subgrupo de SL(n + 1,IR) constituido pelas matrizes da forma:

g def (a, R) = |: (11 ; :| com Re€ SO(n),aecR" (0.2.22)

As equagoes de estrutura de SE(n) sdo:

dw'+wiAw® = 0
dw; +wh A w? = 0 (0.2.23)
wé- + w{ = 0

Exemplo... Grupo Projectivo PGL(n) ‘

Seja V' um espago vectorial real de dimensao n (com a sua estrutura afim candnica), e V o seu fecho projectivo,
ie.:
V=VF=PRxV)
Existe uma injeccao canonica:

t: V. — V=PRxYV)
v — [(Lv)]

Note que a imagem (V) C V é o complementar do hiperplano IP({0} x V) em V. Este hiperplano diz-se o
hiperplano no infinito e nota-se por V.. Neste sentido, o fecho projectivo de V é obtido “juntando” a V'
o hiperplano no infinito Vs, isto é, adicionamos a V os pontos de Vo (0s pontos no infinito de V). Como
Voo = IP({0} x V), vemos que Vi é o conjunto das rectas vectoriais de V, isto é, o conjunto das direcgoes das

rectas afins de V. Portanto a cada recta afim ¢ de V, juntamos um “ponto no infinito” - a sua direcgao (vista
como um elemento de V).

Se fixamos uma base para RxV ese v°, v, -+, v™ representam as coordenadas homogéneas em V = IP(IRx V),
. ~ 1 n . .
relativamente a essa base, entdo y! = 5, ,Y" = 75, define um sistema de coordenadas locais em torno do

ponto [(1,0)] € V, a que chamamos a “origem” de V.

Uma aplicagao projectiva (ou homografia) de V, é, por definigdo, uma homografia do fecho projectivo V=
VTP = IP(IR x V). Portanto o grupo projectivo de V, é:

GP(V) = PGL(R x V) = GL(R x V)/IR — {0}

Fixemos uma base para IR X V. Entdo um elemento de GL(IR x V') serd representado por uma matriz nao singular:

g:{f\’ Z}, onde A=[A;]€GL(V),v=Dh"1eV,a=[a] eV, AeR
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- a Al . . .
Se A # 0, entdo Y = 5, V' = 52, Y, = 5§, a,b = 1,---,n, constituem um sistema de coordenadas locais

numa vizinhanga da Id em GP(V) = PGL(R x V) = GL(IR x V)/IR — {0}, definida pela condigdo A # 0. A
ac¢ao de GP(V) = PGL(IR x V) em V ¢ dada, em termos das coordenadas atrds indicadas, por:

a a a a a a Ya + Ybayb
Y, V', Y ) Y, V', V) - =" 2.24
(5757 )(y)'—>(b7ba )(y) 1+Ybyb (0 )
Vejamos uma observacdo tutil para futuro. Se definimos:
entdo a acgdo (0.10.1) pode ser escrita na forma:
( a) ye + Y'bayb
Y 1+ Yoy?
= vtz (1 Yy + ay?) )
= Y "4+ z8y - % (Z8Ye + Z2Y3) y"y° + termos de ordem mais elevada (0.2.25)
A acgdo (0.10.1) é transitiva e o subgrupo de isotropia Go da origem [(1,0)] € V, é:
A«
a=lo=[ 3 3]} carm 020
Em termos das coordenadas (Y*,Y},V:), acima referidas, Go é definido por Y* = 0.
Seja:
G = PGL(n)=SL(n+ 1)/Centro
= Go= {{ 3 Z ] : AeGL(n), aeR"™ } /Centro (0.2.27)

A 3algebra de Lie g = sl(n + 1) é graduada:
g=slln+1)=g-19g D n
———
b

(28] e {l $ermen i) {35} e

comv € Va € V*,X € gl(n) e z € R. Alternativamente, podemos descrever a dlgebra de Lie graduada
g =sl(n + 1), da seguinte forma:

onde:

g=sln+1)=Vagh eV (0.2.29)

adoptando as identificagoes seguintes:

0

0 } €g1 — vev

z 0

{ X } €go +— X -—zld, €gi(n) (0.2.30)
8‘ } €@ — acV*

O paréntisis de Lie é entdo dado por:

[v,w]=[a,0] =0, [o,X]=0aX, [X,v]=Xv, [X,Y]=XY-YX, [v,a]=va+avld, (0.2.31)

onde v,w € V; X, Y € gl(n) e a, B € V*. Relativamente a bases {e,}, para V, {e*}, para V*, e {e} }, para gi(n),
a forma de Maurer-Cartan w = wpgr(n) ¢ a 1-forma invariante & esquerda, com valores em g =V @ gl(V) @ V™:

b b
w=w'e, +wqep +wpe

cujas componentes sdo 1-formas usuais, invariantes a esquerda. As equagdes de estrutura de Maurer-Cartan sao:

dw® = —wiAwb
dwpy = —wiAw;—w'Awp+ ) weAw (0.2.32)
dw, = —wcAw
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0.3 Referenciais para uma geometria de Klein

Comecemos com um exemplo bem familiar:

Exemplo ... Geometria Afim. Referenciais afins

Consideremos o espaco IR™ com a sua estrutura afim canénica. Uma bijecgdo afim g : R" — IR" é uma
aplicagao que é da forma:
g:P—a+ A(P), PeR" (0.3.1)
onde A € GL(n,IR) ea € R". As bijecgoes afins de IR" constituem um grupo GA(n), que é o produto semi-directo
de IR"™ por GL(n), e para o qual utilizamos a representacdo homogénea GA(n) — GL(n + 1,IR) seguinte:

g def (a, A) = { 111 1(4)1 } com A€GL(n,R),aceR" (0.3.2)

Uma bijecgdo afim g : IR™ — IR"™ fica completamente determinada pelo ponto a = ¢g(0) € IR" no qual
ela transforma a origem 0 € IR", e pelos vectores e1 = A(E1), -+ ,en = A(E,) nos quais a aplicacdo linear
homogénea A, associada a g, transforma os vectores Fi,--- , FE, da base canénica de IR". Usdmos a notagao
matricial e = F - A.

Um referencial afim em IR" é uma sequéncia da forma:

R = (a;e) =(a;er, - ,en) € R"xR" x--- xR" (0.3.3)
—_———
nfactores

O conjunto de todos os referenciais afins em IR™ estd em correspondéncia bijectiva com o grupo afim GA(n), e é
um aberto de R™+Y™ que notamos por RA(IR™):

]

L GA(n) = RAR™)
9= (a7 A) — Rg = (a;e =F. A) (034)

De acordo com E. Cartan (ver [4] , pag.16), um sistema de referenciais para uma geometria de Klein
M = G/H, é um conjunto Rg(M) = {R, : g € G}, de “figuras” em M, que estd em correspondéncia
bijectiva com os elementos do grupo G:

R (M) — G
Rg — g

Se pudermos encontrar uma figura particular Ry, tal que toda a transformacao ®, (# Id) transforme R
numa figura distinta Ry = ¢ - Ro, entao a familia:

Ra(M)={Ry=9-Ro: g€ G}

constitui um sistema de referenciais, a que chamamos um sistema de G-referenciais do espaco
de Klein M = G/H (deduzido do referencial fixo (absoluto) Rg). Por exemplo, quando G actua
simplesmente transitivamente em M, entao os pontos de M constituem um sistema de G-referenciais de
M (considere por exemplo a acgdo de G em si préprio por multiplicages & esquerda ;).

Munimos R¢(M) de estrutura de variedade diferencidvel de tal forma que a correspondéncia Ry, «—

g, seja um difeomorfismo. A accao de G em M, induz entao uma acgao de G no conjunto dos referenciais
R(M):

G — Diff(R(M)), g+ (Ly: Ry > Ryy) (0.3.5)
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E claro que, do ponto de vista formal, podemos identificar o conjunto R (M), com o conjunto dos
elementos do grupo G, obtendo desta forma uma descricao abstracta de um sistema de G-referenciais do
espago M = G/H. Usaremos por isso sistematicamente a identificago:

G — Ra(M)

. — R (0.3.6)

Veja o exemplo familiar da geometria afim em IR", nomeadamente a identificagdo (ver (0.3.4)):

L: GA(n) = RA(R")
g=(a,4) «— Ry=(a;e=FE-A)

Note que a correpondéncia (0.3.6) permite identificar a ac¢ao (0.3.5), de G no sistema de G-referenciais,

com a accao de G em si préprio por multiplicagoes a esquerda £,:

(ly:G—G) — (Lg:Rg(M)— Rg(M)) (0.3.7)

Em geometria afim, um referencial afim R, 4y = (a;e = E - A), fornece também um sistema de
coordenadas (global) para IR". Na situacdo geral de uma geometria de Klein M = G/H, podemos
associar, de forma puramente convencional, ao referencial absoluto R, inicialmente dado, um sistema de
coordenadas locais dado por uma parametrizagao local:

p:UCR"— M

definida num aberto U de IR}: ... ., que contem 0 € IR", e tal que p(0) =0 € M. A estas coordenadas
locais vamos chamar coordenadas absolutas, relativas ao referencial absoluto Ry, de “origem”
0.

Se g € G, ao referencial R, = g - Ro associaremos entdo a parametrizagao local dada, por definigao,
por:
pg: UCRR" — M
x — (gop)(x) =g-p(z)
que transforma difeomorficamente U sobre o aberto g - ¢(U) € M. R, é um referencial de “origem”
g-0€ M, e paracadag€e Gepe€g-p(U)C M, os nimeros:

(2, (p)) = (go ) "(p)

dizem-se as coordenadas relativas de p no referencial R,. Portanto as coordenadas relativas de p
no referencial R, sdo, por definigao, as coordenadas absolutas de g~! - p (relativas ao referencial absoluto
Ro). Por exemplo, as coordenadas relativas de p = g - 0, no referencial R, sao (0,0,--- ,0).

(0.3.8)

Fixemos um sistema de coordenadas absolutas # = (z°), relativas ao referencial absoluto Rg, de
“origem” o. Suponhamos que uma transformagao (local) T : M — M, p — T(p) é dada em coordenadas
absolutas por ' = T'(z). Qual a sua expressdo em coordenadas relativas a um referencial R,7? As
coordenadas relativas de um ponto T'(p) relativamente a R4, sdo as coordenadas absolutas de g T(p) =
(g7t-T-g) (g7 p). Mas as coordenadas de g~ - p sdo precisamente as coordenadas relativas de p em
Rgy. Logo, em coordenadas relativas a um referencial R, a transformacao 7' : M — M ¢ representada
por g1 -T - g, onde T é a sua expressdo em coordenadas absolutas.

Analisemos agora a transformacao que permite passar de R, para um referencial “préximo” R,
onde g(0) =g e ¢'(0) = § € TyG. Temos que Ry = ;- Ro = Ry = ;-1 - Ry isto é:

Rg(t) = (I)g(t)sf1 Ry

e portanto a transformagao que permite passar de Ry para Ry, € @yp)g-1 = Ly)g-1. Mas, em coorde-
nadas relativas a R, esta transformagao é representada por g~ ! - Dy1)g-1 -9 = Lg-1401), cuja derivada dd
a componente relativa (a R4) do deslocamento infinitesimal de R4 na direcgéo do vector ¢'(0) = £ € T,G.
Essa derivada é igual a:

g =g""dg(&) =we(§) €92 T.G



0.3. Referenciais para uma geometria de Klein 12

onde wg € a chamada forma de Maurer-Cartan de G.

Consideremos de novo a aplicagao ® : G x U — M, dada por:
y = @(z;a) ou y' =@ (27;a") (0.3.9)

em coordenadas locais a = (a®), para G, e x = (2°), para U C M. Mais uma vez, (0.3.9) ¢ interpretado
como a relagdo entre as coordenadas x = (a7), relativas ao referencial correspondente aos pardmetros
a = (a%), e as coordenadas absolutas de um mesmo ponto p de M.

Fixemos um ponto p € M, cujas coordenadas absolutas sao y = (y*), e consideremos o subconjunto
®~1({p}) € G x U. Em coordenadas (z;a) este subconjunto é dado pelas solugoes da equagao (0.3.9),
onde y esta fixo. Se (z;a) € ®~1({p}), isto significa que p tem coordenadas relativas (x%), no referencial
R.. Quando a varia, x variara também, como fungdo de a. No entanto existe uma invaridncia que é
essencial:

& Teorema 0.3.1 ... d~1({p}) € uma subvariedade de codimensdon = dimM em GxU C GxIR",
cujo espago tangente num ponto de coordenadas (x,a) = (z7,a®) € dado pelo sistema de n equacoes
lineares:

det + 30 | Xo(z)w™ =0, i=1,---,n, com r=dimG (0.3.10)

que se dizem as equagoes de invariancia do espago homogéneo M. Nesta equacdo X, sao os geradores
infinitesimais da G-ac¢ao, e w® = w*(a;da) sao as formas de Maurer-Cartan de G.

e Dem.: E claro que p é valor regular de ®, porque, para cada g € G fixo, a aplicacdo parcial:

b, U — M
r — ®(g,z) =g p(2)

¢ um difeomorfismo de U C IR" sobre g - o(U) C M, e portanto ®., .y é sobrejectiva V(g,x) € o ({p}).
Logo ® ' ({p}) é uma subvariedade de codimensdo n = dim M em G x U C G x IR".

Como {w®;dz'} é um co-referencial (global) para G x U, certamente que T(y ) ® ' ({p}) C T(y.0)(Gx U) =
TyG @ IR™, sendo igual a ker ®.(, ,), é dado por um sistema de n equagdes lineares do tipo:

dxi—ZAg(g,m)wa(g):O, i=1,---,nya=1,---,r=dimG (0.3.11)
a=1

(ndo ha relagdes lineares entre os dx' pelo que se viu acima). A questdo agora reduz-se a provar que as
fungdes Ay, de facto dependem apenas de x e nao de g, o que se demonstra invocando a invariancia a
esquerda das formas de Maurer-Cartan w® de G. De facto, para cada ¢’ € G defina-se:

ly :GxU—GxT, Ly (g,2) = (g'g, )
Entao:

Tigmy® {®(g,2)} édadopor dz'(z) = Z Al(g, ) w®(g) (0.3.12)
a=1
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enquanto que:
Tiyg)® {®(g'g,2)} édadopor da'(x) =) AL(g'g,2)w"(g'g)
a=1

Mas @(£y(g,2)) = ®(g'g,2) = (9'9) - ¢(z) = ¢' - (9 () = ¢’ - ®(g, z), implica que £y (™' {D(g,2)}) =
d~'{g - ®(g,x)}. Portanto o espaco tangente a ' {®(g,x)} em g,z) é dado por:

Cy (dwi(w) => Auld'y w)wa(g'9)> (0.3.13)

Mas E;,dxi(a:) = dzi(z) e lyw(g'g) = w(g), e comparando (0.3.12) com (0.3.13), concluimos que
Ai(g'g,x) = AL(g,2), V¢’ € G, e portanto A%, dependem apenas de z,

&

Suponhamos agora que, além de p € M, tambem (2%) € U estd fixo. Quais os referenciais ¢ € G
relativamente aos quais p tem uma posicao fixa dada pelas suas componentes relativas x'? Neste caso,
dzr® =0 e as 1-formas:

a=1

onde r = dim G, definem uma distribuicao integravel em G, cuja variedade integral que passa em e € G
é exactamente a componente conexa que contem e do subgrupo de isotropia do ponto p.

Vejamos como sao as equagoes de invariancia (0.3.10) do espago afim. A ac¢do é dada por:
y' = (a’sa" AL = o' + A
ou em notagao vectorial:
y=a+ Az
Portanto:
0=dy = Adr+da+dAz+ Adx
= dov+A 'da+ AT Az =0
i —1y¢ j -1\t 4k _j
= dzx +(A )j da”—&—(A )kijJZO

(0.3.15)
donde se deduz que as formas de Maurer-Cartan sao:
i —1\?% j
{ w. = (A 1)j dtz
i —1\?
w; = (A )k Aj
e os geradores infinitesimais sao:
Portanto as equagdes de invaridncia (0.3.10) do espago afim sao:
da' +w' + ) wia? =0 i=1,---,n (0.3.16)
As 1-formas: _ _ o
0 =—w' =) whad, i=1,---,n (0.3.17)
J

definem uma distribui¢ao integrdavel em GA(n), cuja variedade integral que passa em e € G é exactamente a
componente conexa que contem e do subgrupo de isotropia do ponto p = (xl)
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’Exemplo... Accao linear de GL(n) em V‘

Seja A = (A}) € GL(n,IR). Podemos encarar A de vérias formas:

’ Av) = (Aly) e

= v ()| = [v 8 =AW

A activa] (v —aiy?) A passiva] (ei—fj=e;A})

-

Chamemos a e = Ry o referencial absoluto, e as componentes de um vector relativamente a Ry, com-
ponentes absolutas. O quadro acima, mostra entao que as componentes relativas de A(v), no referencial
f = e- A= Rj,, sio iguais as componentes absolutas de v. Em particular, pondo v = A~ w, vemos que as
componentes relativas de w, no referencial f = e - A, sdo iguais s componentes absolutas de A~ w.

Por outro lado, como:

’ v = yiei = Z'jfj =7 (eiAé-) = (Ang) e;

I P

e recordando que:

y? = componentes absolutas de v
2 = componentes relativas de v, no referencial f =e- A =R,

podemos dar uma terceira interpretagio “relativista” para A € GL(n) - a equagéo:

y' = Al def ®(27; Aj) (0.3.18)

representa a mudanca das coordenadas relativas (z’) de v, no referencial R4 = e- A, para as coorde-
nadas absolutas (y°) desse mesmo v (relativas ao referencial absoluto e).

Suponhamos agora que os referenciais dependem de parametros a = (a®) = (a',--- ,a") de tal forma que o

referencial absoluto e é igual a Ro, e f = e- A = R,.

Exemplo... Accao de um grupo de Lie G numa variedade M ‘

Suponhamos agora que os referenciais dependem de parametros a = (a®) = (a*,--- ,a"), de tal forma que o
referencial absoluto R, corresponde a a = 0. A ac¢@o de um grupo de Lie G numa variedade M:

yt = ®*(27;a%) (0.3.19)

pode novamente ser interpretada como a mudanca das coordenadas 27 de um ponto p € M, relativas ao
referencial R, = Ro - S, para as coordenadas absolutas y* desse mesmo ponto (relativas ao referencial
absoluto Ro).

Seja IR a recta afim. A ac¢do de GA(IR) em IR é dada por:
y = ®(z;a,b) = ax + b, a#0
onde (a,b) sdo coordenadas para GA(IR). Se y estd fixo, vem entao que:

0=dy=adzx+db+ zda = dx—!—%—l—x%:O
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donde se deduz que as formas de Maurer-Cartan sao:

W= @, W’ = da (0.3.20)
a a

enquanto que os geradores infinitesimais da acgdo sao:

9 Xo—a (0.3.21)

X, =2
R o Oz

Seja R = IP(IR x IR) a recta projectiva, e  uma coordenada local em torno da “origem” o = [(1,0)]. A accdo
de GP(IR) em IR ¢ dada por:
ax +b
1+cz
onde (a, b, c) sdo coordenadas locais para GP(IR) = PGL(IR x R), na vizinhanca da Id (ver (0.10.1)). Se y esta
fixo, vem entao que:

y = ®(z;a,b,¢c) =

ax+b
O=dy = d(l—i—c:v)
= ﬁ[(a—bc)dm+x(1+cx)da+(1+cx)db—x(a:c+b)dc}
o & db da — bdc + cdb da—ad
do + ygplozodeted | a2cdazade (0.3.22)
a—bc a—bc a—be

donde se deduz que as formas de Maurer-Cartan sao:

w! — db 7 w? = da—bdc—i—cdb7 W — cda — adc (0.3.23)
a—bc a—bc a—bc
enquanto que os geradores infinitesimais da acc¢éo sdo:
0 0 5 0
X, = — Xo=a — X3 =" — .3.24
YT o 2= % B 3T% Bz (0:324)

0.4 Geometrias de Klein em termos de gauges locais

Genericamente o H-fibrado principal 7 : G — M = G/H, pode ser visto como um fibrado de “referenciais”
sobre M. Uma seccao local 0 : U C M — G é entéo um referencial mével (ou um gauge local) em
U, que define portanto uma trivializagao H-equivariante:

Yve: UxH — 7 YU)CG

@ h) o) h (0.4.1)

Se tivermos duas seccoes g,0 : U C M — (G, entdo existe uma transformacgao local de gauge
h:U — H tal que:
o(x) =o(z) - h(x), Ve e U (0.4.2)

Dado um gauge local ¢ : U C M — G, podemos considerar o pull-back da forma de Maurer-Cartan
wg, obtendo uma 1-forma em U C M, com valores na algebra de Lie g:

w, ¥ o(wa) (0.4.3)

a que chamamos conexao (ou potencial) (local) de Klein. O pull-back da equagio de estrutura para
wa é:

dw, + 3w, w,] =0 (0.4.4)
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Portanto ¢ associa um referencial o(z) € G, a cada ponto x € U C M, e simultdneamente fornece
uma conexao (ou potencial) local de Klein, w, = 0*(wg), que é uma 1-forma em U C M, com valores
na algebra de Lie g. Se {X,} é uma base para g, podemos escrever:

w, =w; ®X, (0.4.5)

e as componentes {w%(x)}, de w,, representam as componentes relativas da variagao infinitesimal
do referencial o(z).

Notas...

e E importante notar que, pelos teoremas 0.5.1 e 0.5.2, ndao apenas o gauge local o determina a
conexao local w,, mas o reciproco é quase verdadeiro! De facto, atendendo & equagio de estrutura

(0.4.4), esses teoremas afirmam que w_ determina o, a menos de uma multiplicagdo por um elemento
fixo de G.

o E possivel mostrar que:
_ w,
é um isomorfismo, Vx € U.
e Se 0,0 : U C M — G sao duas secgdes locais, com &¢(z) = o(z) - h(x), YV € U, para uma

transformacao local de gauge h : U — H, e se w, e w,;, sao os correspondentes potenciais de
Klein, entao:

wop = Adyiw, + hwp | (0.4.6)

onde wg é a forma de Maurer-Cartan de H.

Diremos que dois potenciais locais de gauge w,w € Q!(U;g) sao gauge-equivalentes, se existir
uma transformacao local de gauge h : U — H, tal que a férmula (0.4.6) seja vélida. Escrevemos
entao:

Il

1€

hw = @=Adw + hwy | (0.4.7)

0.5 Teoria de Darboux-Cartan

Os teoremas seguintes sao fundamentais para a justificagao tedrica do método do referencial mével de E.
Cartan (demonstragoes em [7], por exemplo).

& Teorema 0.5.1 ... Seja S uma variedade conexa, G um grupo de Lie e 0,0 : S — G duas
aplicagoes C'*°. Entao existe um elemento g € G tal que:

’ ou)y=g-o(u),Vvue S seesése " (wg)=0"(wg) ‘ (0.5.1)

(g ndo depende de u, nesta férmula).

Notas...

e Se 0 : S — (G é uma aplicaggo C'*°, a 1-forma diferencial:
w, =0"(wg) =wgoo,: TS —g (0.5.2)

chama-se a diferencial de Darboux de 0. O teorema afirma portanto que a diferencial de
Darboux de ¢ : S — G, determina ¢ a menos de multiplicacao & esquerda por um elemento fixo
g€aq.
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e Formulacao de Cartan ([4], pag. 32, ou [3], pag. 88): Teorema fundamental de igualdade...
“Suponhamos que temos duas familias continuas de referencais {R,} e {ﬁu}, que dependem do
mesmo niimero de parametros u = (ul,--- uP). Entdo ewiste um deslocamento que faz coincidir
simultaneamente todos os referenciais da primeira familia com os referenciais correspondentes da
sequnda familia, se e s6 se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os refer-
enciais das duas familias, tal que as componentes relativas w'(u;du) do deslocamento infinitesimal
de um referencial da primeira familia se torne igual as componentes andlogas Qi(u; du) relativas a
sequnda familia”.

e Tomando S = G e ¢ = F, podemos deduzir o corolario seguinte:

& Coroldrio 0.5.1 ... Seja G um grupo de Lie conexo e F' : G — G um difeomorfismo. Entdo
F =1, para algum g € G, se e s6 se I' preserva a forma de Maurer-Cartan:

F=/{, seesbése Flrwg=wg (0.5.3)

Como poderemos caracterizar as 1-formas diferenciais com valores em g:
w:TS — g
que sao derivadas de Darboux de alguma aplicacao o : S — G 7 Se isso acontece, isto é, se:
w=w,=0"(wg)

entao w devera satisfazer a equagao de estrutura seguinte:
1
dw + 5 [w,w] =0

uma vez que wg satisfaz a equagdo de Maurer-Cartan e o*d = do*. Esta condicao necessaria é de
facto também suficiente, pelo menos localmente. Portanto é sempre possivel construir (localmente) uma
aplicagdo o : S — G da qual se conhece a respectiva diferencial de Darboux:

& Teorema 0.5.2 ... Seja G um grupo de Lie e g a respectiva dlgebra de Lie. Seja S uma variedade
ew: TS — g umal-forma em S, com valores em g. Entdo, para cada pontou € S, existe uma vizinhanga
U de u e uma aplicagio C*°, 0 : U C S — G tal que:

wly =w, =" (wq)

se e s6 se w satisfaz a equagao de estrutura sequinte:

dw + % [w,w] =0 (0.5.4)

Nota...

e Formulacio de Cartan ([4], pag. 37, ou [3], pag. 191) ... “Sejam w'(ujdu),i = 1,---7r, 1-
formas diferenciais construidas com um nimero qualquer de varidveis u',--- ,uP e suas diferenciais
dul,---  duP, e suponhamos que essas formas satisfazem as equagdes de estrutura (0.5.4). Entdo
¢ possivel construir, para cada uw = (u',---  uP), um referencial R, cujas componentes relativas do

respectivo deslocamento infinitesimal sdo precisamente as formas w* dadas”.
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0.6 Os espacos generalizados de E. Cartan

Citacao: “.. as equacoes de estrutura de G, contém em si toda a geometria diferencial do espago de

Klein associado ao grupo G, desde que sejam conhecidas as relagdes lineares com coeficientes constantes
entre os w®, que definem os “pontos” do espago ...”E(Cartan, [4], pag.48).

Por exemplo, em geometria Euclideana tridimensional, podemos tomar como elementos geradores
(i.e., 0s “pontos” da geometria), as rectas do espago. Para isso basta escolher em cada referencial {a;e;},
uma recta que desempenha o papel de recta-origem; por exemplo, a recta te;. Quando o referencial
se move, de tal forma que a sua recta-origem permanece sempre fixa, sabemos que existem 4 relagoes
lineares com coeficientes constantes entre as componentes relativas w?, w?-, do deslocamento infinitesimal
do referencial. Essas relagoes sao claramente:

w=wl=w=w!=0

que formam um sistema completamente integravel e podem ser consideradas como as “equacgoes difer-
enciais das rectas orientadas de IR®” (%), ou, mais exactamente, as equacoes diferenciais que definem as
familias de referenciais que tém a mesma recta-origem.

“... se num espaco tridimensional forem dadas seis 1-formas diferenciais w?

Citagao: , W,
que satisfacam as equagdes de estrutura do grupo Euclideano G = SE(3), e tais que w', w?, w? sejam lin-
earmente independentes em cada ponto, entdo € possivel integrar essas equacgoes de tal forma a organizar

Buclideanamente esse espaco ... "E(Cartan, [4], pag.50).

Podemos ver nesta citagao exactamente o ponto de vista das geometrias de Klein, definidas através
de gauges locais (ver [7], pag 166-...).

De um outro ponto de vista, as seis 1-formas atras referidas, permitem associar um deslocamento
Euclideano infinitesimal, a cada par de pontos “infinitesimalmente préximos” do espago tridimensional
- o deslocamento cujas componentes sio exactamente as formas dadas w', w? w? wl wi w3. Neste
sentido:

“Um continuo organizado Euclideanamente
é um suporte de deslocamentos Euclideanos infinitesimais”.

Mas nao é demais insistir que esses deslocamentos, associados a cada par de pontos infinitesimalmente
préximos, nao sao arbitrarios - as respectivas componentes deverao satisfazer as equacoes de estrutura
do grupo Euclideano G = SE(3).

Consideremos um aberto U do plano, munido de coordenadas locais (u,v), e seja o : a € U — {a;e1,e2}
um referencial mével ortonormado positivo em U. As componentes relativas do deslocamento infinitesimal desse
referencial s@o as trés 1-formas:

w' = Adu+ Bdv, w? =Cdu+ Ddv, gézfdqundv

dadas por:
da = wler + wles
de; = g? es (0.6.1)
des = *£§ e

com as quais se constréi uma “conexao (ou potencial) de Klein”, em U:

1 0
w=wy : TU — 5¢(2), wy = w? 0 w; (0.6.2)
w? —wjy 0
2este sistema desempenha exactamente o mesmo papel que o desempenhado pelo sistema w! = w? = w3 = 0, em

geometria afim. Neste caso, estas sio as equacgdes diferenciais dos pontos de IR3.

2 3 1 1
w 3Q27Q3ag3;
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2

onde w! e w? sdo linearmente independentes em cada ponto de U (3), e que satisfazem as equacoes de estrutura:

dw+wAw=0 (0.6.3)
isto é:
dw' +wi Aw? = 0 %i—g% = nC—£D
dw’ +w? Aw' = 0 isto & 8¢ _5b _ _jai¢B (0.6.4)

Uma mudanga de gauge, dada por:

A _( cosb(a) —sinf(a)
h:U — SO(2) h(a) = ( sinf(a) cosf(a) )

traduz-se num novo potencial de Klein (ver (0.4.6)):
@ = Adp-1w + h"wso(e)

(onde wgp(2) é a forma de Maurer-Cartan de SO(2)), que alids pode ser calculado directamente. De facto, temos
sucessivamente:

5(a) = ola) - h(a) = [él,ég]z[el,eg]((;?jz *Cilsr;g)
isto é:
{El = cos.0e1+sin9e2
e; = —sinfle; +cosbes
Portanto:
&' = da-&
= da-(cosfer +sinfes)
= cosfw" + sinh w?
&2 = da-@
= da-(—sinfe; + cosbes)
= —sinfw' + cosfw?
Gy = déi e

= d(cosfei +sinfes) - (—sinfe; + cosbesz)
= wl+do (0.6.5)

Em particular:

w

~1 1
«w _ -1 | @
|: ~2 :| = h(a) |: QQ :| (0.6.6)
o que permite definir formas w?, w? no espaco ROT(U), de todos os referenciais ortonormados positivos sobre U,
munido de coordenadas locais (u,v,6), da seguinte forma - usando a trivializacdo determinada pelo gauge local

o, com z = (a, R), pomos 1 1
(2] (2]

formas que séo semi-bdsicas, e que ndo dependem da escolha do referencial inicial w!, w?, ou mais exactamente
da trivializacdo determinada pelo referencial mével (gauge local) o.

De facto, o gauge local o : a € U — {a;e;, ez} trivializa 7 : ROT(U) — U:

UxS0(Q2) — x YU)
WR) | — o) R (0.6.8)
Dado um outro gauge local 3 : b € V — {b;€1,€2}, em U NV, existird uma transformagio de gauge h : UNV —

S0O(2), tal que:
o(a) =o(a) - h(a), aeUNV (0.6.9)

A trivializagdo associada a o serd:
Vx802) — x YV)

(5  — oS (0.6.10)

3{w!, w?} constituem o co-referencial dual ao referencial mével {e1, ez}.
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Um dado elemento z € 7~ (U NV), com n(z) = a € U, terd, relativamente & primeira trivializacdo, uma
representagao do tipo (a, R) € (UNV)xSO(2), onde R € SO(2) é o unico elemento de SO(2), tal que o(a)-R = z.
Analogamente, esse mesmo elemento z, terd, relativamente & segunda trivializagdo, uma representacdo do tipo
(a,5) € (UNV) x SO(2), onde S € SO(2) é o tnico elemento de SO(2), tal que &(a) - S = z. Mas, como
o(a) = o(a) - h(a), vird que:

z =0(a)-S

I
2
S

byl
=
S
n
|
=

S =h(a)"'R (0.6.11)
Concluindo, U x SO(2) sera “colado” a V x SO(2), através da identificacao:
(a,R) € (UNV)x SO(2) < (a,h(a)"'R) e (UNV)xSO(2) (0.6.12)

Usando a primeira trivializagdo, com z = (a, R), entéo:

{ w'(z) } _ gt { g; } (0.6.13)

w?(2) w
Usando a segunda trivializagdo, com z = (a, S = h(a) "' R), entdo:
wl(z) -1 [ @
{ w2 (2) ] = (h(a) R) { &2 }
1
{ “, } (0.6.14)

o que mostra que de facto as formas w',w? ndo dependem da escolha do referencial inicial w!,w?, ou mais
exactamente da trivializagdo determinada pelo referencial mével (gauge local) o.

Derivemos agora (0.6.13):

] =[] [
— —R4RAR { Zi; } + R { Zi;
— _R4RA| i; + R { ;%;AAwng
= —RYdRA :’; + R { _;fAA;lQ
- —R’ldR/\:i; +R71{£0§ _Ogé ]A[il]
el # )2

Podemos aplicar entdo o método do referencial mével. Por exemplo, as rectas ¢, sdo caracterizadas pela
propriedade de que a elas podemos associar um referencial, em que o primeiro eixo estd sempre fixo, isto é:

@) =0 @,(¢) =0
donde se deduz:
g1 de _QQ dwl

tgh = ——= o que implica que: wly = = =
g wl(c) q p q 2 (@!)? + (w?)2

(4) Analogamente, uma circunferéncia de raio a serd caracterizada pelas equagdes:

w’(¢) _0

@) =0,  @y()=-&'()

SR

w () (W () —w? () [w ()]

W) 2T (@2 ()2 =0

4esta tltima equacio significa, mais exactamente, que g% () +
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Consideremos agora uma curva suave ¢ : I C IR — U C IR?, e fixemos um referencial de ordem 0 ao longo de
¢, isto é, uma aplicagao:
c: I — ROT(U)
t o o(t) ={c(t);er(t), e2(t)}
Qualquer outro referencial de ordem 0 ao longo de ¢, digamos o (t) = {c(t);€1(t),€2(t)}, relaciona-se com este
através de:

S cosf —sinf [ cosO(t) —sinb(t)
[e1, 8] = [e1, e2] ( sinf  cosé ) »onde tih(t) = ( sinf(t)  cos6(t)

o que significa que o conjunto Rﬁo) — RO (U), dos referenciais de ordem 0 ao longo de ¢, depende de 2 parametros
- um principal ¢ e outro secundario 6.

1
As formas { :2 }, definidas em (0.6.13), sendo semi-bésicas (ndo contém a diferencial df - apenas contém

as diferenciais du e dv), quando restritas a ”Rﬁo) — RO1(U), tém de satisfazer uma relacio linear, j4 que ambas
ficam multiplos da forma dt. Como nao sdo ambas nulas, podemos supér por exemplo que:

W?(c)dt = A(t,0)w (¢)dt, em R (0.6.16)

Derivemos agora (0.6.16) e apliquemos a equagio de estrutura de SE(2). Vem sucessivamente que:

2 1
wi N\Nw =
dw? = dAAw'+ Adw'
dAN W' + A (w3 Aw?)
dANw' + A? (Wi Awh) (0.6.17)
donde:
[dA+ (A’ + Dws] Aw' =0 = dA+ (A’ +1)w; = Bw' (0.6.18)

onde aplicamos o Lema de Cartan. Consideremos agora a componente vertical desta equacao, restrita a uma fibra
de R — I. Se designarmos por w3 = wé’{wl , entao (0.6.18) da que:

=w?=0}
A+ (A* + 1)y =0 (0.6.19)
o que implica que o gerador infinitesimal é:
X7 =(A*+ 1)i (0.6.20)
1 8A . .
Podemos ver isto de outra forma. De facto, o elemento de contacto de ordem 1, tangente a ¢ em ¢, é dado pela
2.1
coordenada local A, onde A = %1752,;, relativamente ao refencial (de ordem 1) e = {e1,e2}. Sob a acgéo de SO(2)

(acgéo prolongada aos elementos de contacto de ordem 1), esse elemento de contacto roda de um angulo igual a
0, o que em termos da coordenada A, significa que:

A — B(A;0)
tg [0 + arctg A]
= A+sec® [arctg A] 0 + o(6?)
= A+ (A +1)0+0(6%) (0.6.21)

1)

donde se deduz novamente que o gerador infinitesimal é (A% + a7

Daqui se conclui que podemos tomar A(t,6) = 0, isto é, w?(c')dt = 0, em R, 0 que geometricamente sigifica
que podemos escolher sempre um referencial de ordem 0, ao longo de ¢, digamos o(t) = {c(t);e1(t), e2(t)}, tal
que e (t) = ﬁ, Vt. Os referenciais de ordem 0 que satisfazem esta condigao dizem-se referenciais de ordem 1,
ao longo de ¢, e o conjunto por eles formado nota-se por Rgl). Por (0.6.18), vemos que é uma variedade integral
de R (que tem dimenséao 2), do sistema de Pffaf:

w?=0 e wé —Bw'=0
As equagdes de estrutura restritas a ”Rg), dizem que:

dw'(d)=0 e dwy = (0.6.22)
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Portanto w' é forma fechada e invariante, que se diz a forma eleneto de arco (Euclideano) de ¢. De facto:

_(4)1 e :wl C,(t) wl C, = Cl = as
1=t =u! (o) > @Oa=1dla=d

Por outro lado, a equagdo de estrutura dws = 0, e (0.6.18), da:
0=dws =dBw' = dB=0
Portanto dB é forma fechada e invariante, e:

wh
1

B=k=_" (0.6.23)

que identificamos com a curvatura de c. Finalmente, as equagGes de Frenet do referencial de ordem 1 assim
obtido, a que chamamos referencial de Frenet, sio:

da = dsep
der = kdses (0.6.24)
des = —kdse;

0.7 Geometrias (espagos generalizados) de Cartan

Passemos agora a generalizagao das geometrias de Klein, proposta por Elie Cartan.
0000

Consideremos um “potencial de Cartan” wy; : TU — se(2), num aberto U do plano, como em (0.6.2),
com formas associadas:

w! = Adu+ Bdv, w? = Cdu+ Ddv, ws = Edu+ndv

tais que w! e w? sejam linearmente independentes em cada ponto de U, mas que agora nio satisfazem
necessariamente as equagoes de estrutura (0.6.3). Isto é:

dw+whw=0Q ndo necessariamente igual a 0 (0.7.1)
ou ainda:
dw' +wirw? = O
dw? + Wi rnw' = @F (0.7.2)
dws = Q

A 2-forma em U, com valores em R? = se(2)/s0(2):

e < 3; ) (0.7.3)

é a chamada torgao, e a 2-forma u2} = dw} é a chamada curvatura da conexdo (local) de Cartan wy;.

Generalizando:

& Definicdo 0.7.1 ... Seja M uma variedade de dimensio n e G/H um espago homoéneo tal que
dimG/H = dimM =n. Um atlas de Cartan em M ¢é uma colec¢io A= {(U,wy)} onde:

o {U} é uma cobertura aberta de M.

e w;; : TU — g é uma conexao (ou potencial) local de Cartan, isto é, w; € uma 1-forma em
U, com valores na dlgebra de Lie g, de G, que satisfaz as sequintes condigoes:

— regularidade:
oy ToU —g—g/bh (0.7.4)

€ um isomorfismo linear, Yo € U.
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— compatibilidade: Se (U,wy), (V,wy ) € A, entdo existe uma transformagdo local de gauge
h:UNV — H, tal que:

wy = Adp—wy + ' (wh) (0.7.5)

Uma estrutura de Cartan em M, consiste de uma classe de equivaléncia de atlas de Cartan em M.
Uma geometria de Cartan (ou espago generalizado de Cartan), é uma variedade munida de uma
estrutura de Cartan.

& Definicdo 0.7.2 ... Dada uma conexao (ou potencial) local de Cartan (U,wy;), & 2-forma Qy,
em U, com valores na dlgebra de Lie g, definida por:

1
Qy & dwy + 3 [wyr, wy] (0.7.6)

chama-se a curvatura (local) da conexdo (ou potencial) local de Cartan (U,wy). Sep:g — g/b é a
projec¢do candnica, entio d 2-forma T = p(yy), em U, com valores na dlgebra de Lie g, chama-se a
torcao (local) da conexdo (ou potencial) local de Cartan (U,wy).

Se (U,wy), (V,wy ) € A, sdo compativeis, segundo (0.7.5), entéo:
Q, = Ad, 19y (0.7.7)

Em particular o anulamento da curvatura é um conceito intrinsico. Um espago de Cartan de curvatura
nula diz-se plano (flat).

0.8 Espacos com conexao afim

Seja M uma variedade de dimensdo n. Para cada p € M designamos por A, M o espaco afim tangente,
i.e., o espaco tangente T, M com a sua estrutura afim canénica. Pontos em A, M serao designados por
P,Q, ..., e vectores em T, M por v,w,....

Vamos dar uma definicao formal de paralelismo afim e conexao afim em M:

& Definicao 0.8.1 ... Seja M uma variedade orientada de dimensdo n. “Uma estrutura de
paralelismo afim” em M, é uma familia de aplica¢oes afins = {Aqpq}:

Anpg: ApM — A M

definidas para todos os pontos p,q € M e curvas C* por pedagos a: I = [0,1] — M tais que a(0) =p e
a(l) = q, e que satisfazem as condi¢ies sequintes:

o A, q nao depende da parametrizagdo de c.

Agpg: ApM — A M € um isomorfismo afim positivo.

Agigr © Aaipqg = Aagip,r-

Agpp=1d se aft)=p, Vt.

Seja U C M é um aberto onde esta definido um gauge afim local e, isto é, para cada ponto p € U C M,
e, ={0p;e1(p), - ,en(p)} é um referencial afim positivo de A, M, de classe C*>°. Cada ponto P € A, M
terd coordenadas afins (y®(P)), dadas por:

P=0,+ ) y*(P)es(p)
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Fixemos de uma vez por todas o referencial canénico usual, {0; Ey,--- , E,}, para R" (munido da sua
estrutura afim candnica). Cada referencial afim e, pode também ser visto como o isomorfismo afim:

e, R" — A,M

que envia 0 € R™ em O ¢ E, em e,(p) (a=1,--- ,n).

Portanto o paralelismo afim ¢ descrito, relativamente ao gauge local e em U, através de uma familia
{A((f;zy’q}, de isomorfismos afins positivos de IR™, definidas através do diagrama seguinte:

AL
R —m— R
epJ/ I/eq
A,M o AM
isto é:
Al o =e " Aupge, €GAT(n) (0.8.1)

Consideremos agora um ponto p € U e uma curva «, de classe C™, tal que «(0) =p e a/(0) =v € T, M.
Designemos por:
def
AL
onde GA™(n) representa a componente da Id do grupo afim de IR". A curva:
t— AL

¢ uma curva em GA™(n), que vamos supdr ser de classe C°, e que no instante ¢ = 0 passa na Id. Vamos
supor que a respectiva derivada:

d

_ A(e) t

|, A0
em t = 0, existe e depende linearmente apenas do vector tangente v € T, M (e ndo da curva «). Fica

entdo definida uma 1-forma diferencial w(®), em U, com valores na algebra de Lie ga(n) do grupo afim
GA(n) de R"

d_ef d

Q;S,e) rvel,M — g,()e) (v) dtlt=0 Agf%)(t) € ga(n) (0.8.2)

chamada a forma local de conexao afim, relativamente ao gauge local e, associada ao paralelismo
afim .

Consideremos de novo um ponto p € U e uma curva «, de classe O, tal que a(0) = p. De seguida
identificaremos um ponto p € M com o vector nulo 0, € T,M. Partindo de p = a(0), o ponto Py =

_ . . . . - e
e, 1(Op) estard em IR", e se consideramos as suas sucessivas imagens pelas transformacoes afins Ag;%,(t),
obtemos uma curva em IR™:

def

t—s a© (1) AL ) (P) eR” (0.8.3)

que se diz o desenvolvimento de M, ao longo de «, partindo de p, e relativamente ao gauge local e. «
diz-se uma geodésica do paralelismo afim , se o respectivo desenvolvimento &(® for uma recta afim em
IR". Como veremos adiante, este conceito nao depende do gauge afim e.

Consideremos novamente o espaco IR"™ com a sua estrutura afim candnica, munido do referencial
canénico usual, {0; By, -, E,}. Uma bijecgao afim A : R" — IR" é uma aplica¢ao que é da forma:

A:P—a+ A(P), PeR" (0.8.4)

onde A € GL(n,IR) e a € R".
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As bijecgoes afins de IR™ constituem um grupo GA(n), que é o produto semi-directo de IR" por GL(n),
e para o qual utilizamos a representagao homogénea GA(n) — GL(n + 1,1R) seguinte:

A def (a, A) = { i 21 } com Ae€eGL(n,R),acR" (0.8.5)

A &lgebra de Lie ga(n) pode ser identificada com a subdlgebra de Lie de gl(n+1,IR) constituida pelas
matrizes da forma:

£ = [2 g{} def x®X com x€R" X €gl(n) (0.8.6)

O paréntisis de Lie em ga(n) é dado por:
xeX,yoY]=(Xy—-Yx)D[X,Y] (0.8.7)

e a representacao adjunta de GA(n) em ga(n), por:

Adaiy(x® X) = (—AXA 'a + Ax) & (AXA™) (0.8.8)
Portanto:
ga(n) =R" @ gl(n) (0.8.9)
Esta soma directa é reductiva:
AdGA(n)IR" C R" (0.8.10)
De facto:
Ada,2)(x®0) = Ax &0, V(a, A) € GA(n), Vx € R" (0.8.11)

Portanto, relativamente & soma directa reductiva (0.8.9), a forma local de conexio afim w = w(® ters
uma decomposicao em duas componentes - a IR" e a gl(n)-componente:

w = w'oOwy
= wldd'®widi’ € Q'(U)® (R" @ gl(n)) (0.8.12)
(onde omitimos o prefixo (e), para aliviar as notagdes).

Calculemos agora a forma de curvatura da conexfo afim w:

QO = dw® — w© A w©

P P
w" Wy W Wy wo Wy

- { 0 0 } (0.8.13)

dw? + wi Aw®  dwf +w? A wf

isto é, relativamente & soma directa reductiva (0.8.9), a forma de curvatura local 2 = Q©) | da conexao
afim w = w(®, terd uma decomposicdo em duas componentes - a IR™ e a gl(n)-componente:

Q=1"0Q (0.8.14)
onde:
T = dw'+wj AW’
Q = dwp+wiAwy (0.8.15)

(onde mais uma vez omitimos o prefixo (e), para aliviar as notacdes). A l-forma 7 = 7(®), com valores
em IR", diz-se a forma de torcao da conexio afim w = w(®), relativamente ao gauge local e.

Se Agf;g,(t) =a® 4+ A{(t), e se P = y“e,, entdo o paralelismo Py — P(t), é dado por:

[yzt)]:{a(lt) A?t)Hylo} = ! 0 1

[ ylo } B { —A(t) ta(t) A®t)7! ] [ v(#) } (0.8.16)
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e derivando em ordem a t, vem que:

3]~ (2 43

[0 1 0

- a A —A"la A1
1
y

~

[ 0 0
- I a/ _A/A—la A/A—1 :| |: :| (0817)
isto é: p A J A
ay _ |84 4 daa _jad
dt—[th ]y+(dt [th ]a) (0.8.18)
Portanto a curva ¢ — y(t) = a(t) + A(t)yo ¢ solugdo da ODE (0.8.19):
dy
2 = SOy +x(2) (0.8.19)
onde pusemos:
dA
() = AT egln) (0.8.20)
da dA da "
x(t) = T [th ]a_dt_ (ha €R

Note que curva t — (x(t),£(t)) é uma curva na algebra de Lie ga(n) = R™ @ gl(n) do grupo afim GA(n)
de R".

Consideremos sobre M = S% um paralelismo Riemanniano definido pela condicéo de que: vy € paralelo a v, se
e 80 se vp e V4 tém a mesma norma e formam um mesmo angulo com os meridianos que passam respectivamente
em p e q. E claro que um tal paralelismo é absoluto (por definigdo), uma vez que nao faz intervir qualquer curva

que una p a q. Logo a sua curvatura é nula.
19

4 _ _ 2 _ : .
Em coordenadas geograficas {0, ¢}, se escolhemos o gauge local e = {el = 55:€2 = 7.5 %}, o paralelismo é

dado pela aplicacao identidade, e a conexao, neste gauge é nula: w® =0.

As formas duais sio w! = df e w? =sinfdy, e a torcio é:

_ w (e) @
z - |2 ]reon] L]
de

a sin 0 dp

(0.8.21)

|
—
Q
S ?
0o o
D
I
IS
N

onde dA = sinfdf A dp é o elemento de drea da esfera. A esfera, com esta conexdo FEuclideana, ndo tem pois
curvatura, mas tem uma torgao cuja densidade, em cada ponto p € M, é representada por um vector tangente ao
paralelo que passa em p, de intensidade igual a cotg# (por unidade de 4rea). Ela anula-se no equador, muda de
sentido quando se passa de um hemisfério para o outro, e ¢ infinita nos pdlos.

E claro que neste exemplo, os paralelos e os meridianos desenvolvem-se em rectas, e sao por isso geodésicas
desta conexao. Também o sdo as loxodrémicas.
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Consideremos em M = IR® um paralelismo Riemanniano definido pela condicdo de que: v, € paralelo a vq
se e s0 se vp € V4 tém a mesma norma e vy deduz-se de v, por uma rotagdo positiva em torno da recta pg, de
angulo igual a w, onde k é uma constante dada. Este espaco diz-se de polarizagao rotatéria. Os calculos
mostram que este espaco tem curvatura constante e igual a k%, e tem torcao também constante e igual a %, em
cada ponto, normal ao elemento de superficie considerado. As geodésicas sdo as rectas usuais.

9z’ dy’ Bz
é facil ver que a forma de conexdo, nesse gauge, é dada por:

De facto, escolhendo o gauge usual e = { 0 0 0 }, com co-referencial dual w = {gl =dr,w? =dy,w® = dz},

1 0 —dz dy
—dy dz 0
donde:
o= dw' tw AW
dx 0 —dz dy dx
= d| dy | + dz 0 —dz | AN | dy
dz —dy dzx 0 dz
dy N\ dz
= — | drAdz (0.8.22)
dx N dy
enquanto que a forma de curvatura é:
1 0 —dz dy 0 —dz dy
= 2 dz 0 —dx | A dz 0 —dx
—dy dx 0 —dy dx 0
1 0 —dr ANdy dzANdx
= 2 dx A dy 0 dy Ndz (0.8.23)

—dz ANdx —dyANdz 0

0.9 Conexoes de Cartan

Idewy
Wi TawUxH)2TUSTH — s TUo) — 0 )
(V,E) — (V,U-’H(f)) — Adh_1wU(V) + wH(f)

(0.9.1)
Seja:
- M uma variedade de dimensao n,
- G um grupo de Lie,
- H um subgrupo de Lie de G, tal que dim G/H = dim M = n,
- m: P — M um H-fibrado principal sobre M.

Eis alguns exemplos:

& Exemplo 0.9.1 ... Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie fechado em G. Consideremos entéo
o espago de Klein (espago homogéneo) M = G/H, e o H-fibrado principal 7 : P =G — M = G/H, sobre M.

& Exemplo 0.9.2 ... Seja G = GA(n) o grupo afim actuando em IR" (com a sua estrutura afim canénica) e
H = GL(n), de tal forma que G/H = GA(n)/GL(n) = IR". Consideremos entdo uma variedade M de dimensao
n e o GL(n)-fibrado principal 7 : P = R(M) — M, isto é, o fibrado de referenciais (lineares) de M.
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& Exemplo 0.9.3 ... Seja G = SE(n) o grupo especial Euclideano actuando em IR™ (com a sua estrutura
Euclideana usual) e H = SO(n), de tal forma que G/H = IR". Consideremos entdo uma variedade Riemanniana
orientada M de dimenséo n e o SO(n)-fibrado principal 7 : P = FO(M) — M, isto é, o fibrado de referenciais
ortonormados positivos (lineares) de M.

& Exemplo 0.9.4 ... Seja G = PGL(n) o grupo projectivo actuando em IRIP(n) e H um subgrupo de
isotropia de PGL(n), de tal forma que PGL(n)/H = RIP(n). Consideremos entdo uma variedade M de dimensao
n. Em breve construiremos um H-fibrado principal 7 : P — M, sobre M, a que chamamos uma estrutura
projectiva sobre M.

& Exemplo 0.9.5 ... Seja G = O(n+1,1) o grupo de Mobius actuando na esfera S™ de dimensdo n e H um
subgrupo de isotropia de O(n + 1,1), de tal forma que O(n + 1,1)/H = S™. Consideremos entao uma variedade
M de dimensao n com uma estrutura conforme. Em breve construiremos um H-fibrado principal 7 : P — M,
sobre M, a que chamamos o primeiro prolongamento da estrutura conforme sobre M.

Regressemos & teoria geral, dando a definigdo de geometria de Cartan (ou espago generalizado de
Cartan).

& Definicdo 0.9.1 ... Uma geometria de Cartan (P,w) em M, modelada no espago ho-
mogéneo G/H, consiste dos dados seguintes:
- M - uma variedade de dimensao n,
- G - um grupo de Lie,
- H - um subgrupo de Lie de G, tal que dimG/H = dim M = n,
- w: P — M - um H-fibrado principal sobre M.
- Uma conexao de Cartan w em P, isto é, uma 1-forma w em P, com valores na algebra de Lie
g, de G, que satisfaz as condigbes seguintes:
(a). wp:T,P — g é um isomorfismo linear, Vp € P, isto é, w define um paralelismo absoluto
em P.
(b). w(g) =¢, V€ € b, onde {AE X(P) é o campo fundamental associado a & € §.
(c). *w=Ady-1w,Vh € H.
A 2-forma © em P, com valores na algebra de Lie g, definida pela “equacgao de estrutura”:
1
Q=dw+ 3 [w, w] (0.9.2)
diz-se a curvatura da geometria de Cartan (P,w) em M. Se p : g — g/h é a projeccdo candnica, a
2-forma 7 = p(2) em P, com valores em g/h, chama-se a tor¢ao da geometria de Cartan (P,w) em M.

Quando Q toma valores em b, de tal forma que 7 = 0, diz-se que a geometria de Cartan (P,w) é livre
de torcao.

Os exemplos “triviais” sao os das geometrias de Klein:

& Exemplo 0.9.6 ... Geometrias de Klein Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie fechado
em G. Consideremos entdo o espago de Klein (espago homogéneo) M = G/H, o H-fibrado principal 7 : P =G —
M = G/H, sobre M, e w = wg a forma de Maurer-Cartan de G. Neste caso:

ﬂ:dw—l—%[w,w]zo

que é a chamada equagao de estrutura de Cartan, do grupo G. Portanto uma geometria de Klein é uma geometria
de Cartan de curvatura nula.
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Uma situagdo particularmente importante é o caso graduado. Assim, suponhamos que a algebra de
Lie g é graduada:

g=0- 1000 Da B gk (0.9.3)
b
com:
0i,9;]Cgiv; e  h=go®a® o (0.9.4)
Seja:
W=WwW_ 1 PwgDw1 D Dwy (0.9.5)
Wy

a correspondente decomposicao da conexao de Cartan. Note que a curvatura €2 nao envolve as formas
wo, W1, , Wk-

& Exemplo 0.9.7 ... Seja:

G = PGL(n)= SL(n+ 1)/Centro
H = H 40 } . AcGL(n), a GIR"*}/Centro (0.9.6)

A 3lgebra de Lie g = sl(n + 1) é graduada:

g=sln+1)=g19g M
N —
b

o {[3)) we [ 2 era) w{[22]] e

comv € Va € V*,X € gl(n) e x € R. Alternativamente, podemos descrever a dlgebra de Lie graduada
g =sl(n+ 1), da seguinte forma:

onde:

g=sln+1)=Vaogln)eV" (0.9.8)
adoptando as identificagoes seguintes:
0 v
[ 0 0 } €g1 — vev
[ )g 2 } cgo — X —azld, € gl(n) (0.9.9)
0 0 *
[ a 0 } € g1 — a€eV

O paréntisis de Lie é entdo dado por:
v,w]=[o,0] =0, [a,X]=0aX, [X,v]=Xv, [X,Y]=XY-YX, [v,a]=va+avld, (0.9.10)

onde v,w € V; XY € gl(n) e a, B € V*. Relativamente a bases {e.}, para V, {e*}, para V", e {e} }, para gl(n),
a forma de Maurer-Cartan w = wpgr(n) ¢ a 1-forma invariante a esquerda, com valores em g =V @ gl(V) @ V™:

b b
w=w"e, +w.ep +wre

cujas componentes sdo 1-formas usuais, invariantes a esquerda. As equagdes de estrutura de Maurer-Cartan sdo:

dw® = —wiAwb
dwpy = —wiAw;—w'Awp+ ) weAw (0.9.11)
dw, = —wcAw
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0.10 Conexoes Projectivas

Seja V' um espago vectorial real de dimensdo n (com a sua estrutura afim candnica), e V o seu fecho
projectivo, i.e.: _
V=VP =PV xR)
Existe uma injecgao canodnica:
t: V. — V=PV xR)

v o— [(v,1)]

Note que a imagem (V') C Véo complementar do hiperplano IP(V x {0}) em V. Este hiperplano diz-se
o hiperplano no infinito e nota-se por V. Neste sentido, o fecho projectivo de V' é obtido “juntando”
a V o hiperplano no infinito V., isto é, adicionamos a V os pontos de V,, (os pontos no infinito de V).
Como V,, = IP(V x {0}), vemos que V,, é o conjunto das rectas vectoriais de V, isto é, o conjunto das
direcgoes das rectas afins de V. Portanto a cada recta afim ¢ de V, juntamos um “ponto no infinito” - a
sua direc¢do (vista como um elemento de V).

Se fixamos uma base para V x IR e se v!,--- 0™, 0" representam as coordenadas homogéneas em
1

V= IP(V xIR), relativamente a essa base, entdao y! = Tyt = ’:}—Z, define um sistema de coordenadas
locais em torno do ponto [(0,1)] € V, a que chamamos a “origem” de V.

Dada uma variedade afim A em V < V, a Ay = A — t(A) diz-se a parte no infinito de A. Note que
dimV = dimV = 1+ dimV,. Portanto cada recta afim de V' tem em V um ponto no infinito, cada
plano afim de V tem em V uma recta no infinito, etc....

Uma aplicagdo projectiva (ou homografia) de V', é, por defini¢ao, uma homografia do fecho projectivo
V =VP =P(V x R). Portanto o grupo projectivo de V, é:

GP(V)=PGL(V x R) = GL(V x R)/R — {0}

Fixemos uma base para V x IR. Entao um elemento de GL(V X IR) serd representado por uma matriz
nao singular:

g:{)fo §§]={))§'§ f{%} onde X = [Xg] € GL(V), Ay = [AZ] € V, A° = [AY] € V*, A € R

Se AJ # 0, entdo A = f(—éﬁ, Ap = );—%, Ay = ﬁ—’g, a,b=1,---,n, constituem um sistema de coordenadas
0 0 0

locais numa vizinhanga da Id em GP(V) = PGL(V x R) = GL(V x R)/IR — {0}, definida pela condi¢ao

X9 #0. A acgao de GP(V) = PGL(V x R) em V é dada, em termos das coordenadas atras indicadas,

por:

_ AT+ ARy

Ay, AL AY) - (y° Ay, AL AY) - (YY) = —2— .10.1
(b7 b )(y)’_)<b’ b )(y) 1+Abyb (OO)

Vejamos uma observagao util para futuro. Se definimos:

Br e o gay,

entao a acc¢ao (0.10.1) pode ser escrita na forma:
A%+ Agyb
1+ Apyb
= A"+ By (1- Ay + (Agy®)? —--+)

(y*)

1
A% + By — 5 (BfA. + B2Ay) 4"y + termos de ordem mais elevada  (0.10.2)

A accio (0.10.1) é transitiva e o subgrupo de isotropia Gy da origem [(0,1)] € ‘7, é:

Go = {g _ [ F ] } c GP(V) (0.10.3)



0.10. Conexoes Projectivas 31

Em termos das coordenadas (A%, A}, Ay), acima referidas, Gy é definido por A* = 0.
A lgebra de Lie de GP(V) = PGL(V x IR) é a soma directa gp(V) = V @ gl(V) & V*, munida do
paréntisis de Lie seguinte:

[V’ W] = [CY, ﬁ] = 07 [OZ, 6] = Oéf, [57 V] = €V7 [5; 77] = €n - 775, [V, Oé] =va+ avld (0104)

A forma de Maurer-Cartan w = wgp(y) ¢ a 1-forma invariante a esquerda, com valores em gp(V') =
Vagl(V)eV*:
w = (W, wi,wy)
cujas componentes sdo 1-formas usuais invariantes a esquerda, que na Id € GP(V), coincidem com
dA®,dA}, dAy. As equagoes de estrutura de Cartan sao:

dw® = —wiAw’
dwi = —wWIANW;—w*Awp+0fweNAw (0.10.5)
dw, = —w:NAw
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