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Capitulo 1

Elementos de calculo de variacoes

1.1 O problema classico do calculo de variacgoes

Comecemos por discutir o seguinte problema classico do calculo de variacoes:

e & Problema 1.1 ... Entre as curvas x(-) € C'([to, t1],IR"), que satisfazem as
condicoes de fronteira:

x(to) = Xo, x(t1) = x1 (1.1.1)
onde Xg,x1 sao dois pontos firos em IR", calcular a curva para a qual o valor do
funcional:

Ix()] = [i* Lt x(t),%(t)) dt (1.1.2)
¢ minimo .

&.
Figure 1.1:

!Mais geralmente, IR™ pode ser substituido por uma variedade suave M de dimensao n.
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1.1. O problema classico do calculo de variagoes 2

Em (1.1.2) a funcdo L : RxTIR" = IR***! — IR, chamada Lagrangeano, supoe-se de
classe C?%, e o minimo é entendido como minimo fraco, no sentido seguinte - o funcional
I atinge um minimo fraco numa curva X(-) € C!([to,t1],IR") se existir § > 0 tal que,
para toda a curva x(-) € C'([to, 1], IR") que satisfaz as condigoes de fronteira (2.1.4) e a
condigao [|x(+) — X(+)|lcr < 0, se tem I[x(-)] > I[X(-)].

Outra possibilidade consiste em alargar a classe das fungoes admissiveis a classe
SC([to, 1],
IR™) das fungoes continuas, de classe C'! por pedagos, munida da norma C°. Neste caso,
o minimo é entendido como minimo forte, no sentido seguinte - o funcional I atinge
um minimo forte numa curva X(-) € SC*([to, 1], R") se existir § > 0 tal que, para toda
a curva x(-) € SC([ty, t;],IR™) que satisfaz as condigoes de fronteira (2.1.4) e a condigao
Ix() = R(Ylcw < 8, se tem Ifx(-)] = I[R(-)]

E claro que um minimo forte é necessariamente um minimo fraco.

Vamos agora supor que X(-) é uma solugao do Problema 1.1, e vejamos uma condigao
necessaria para que a curva X(-) seja minimo fraco. Esta serd também uma condigao
necessaria para que essa mesma curva seja minimo forte. Para isso, consideremos uma
familia a 1-parametro A de curvas em C'([to,#;], IR"):

A—x( 5N, AeR (1.1.3)

que dependa diferenciavelmente do parametro A e tal que:

x(A=0) = %)
x(to;\) = Xp e x(tpA) = x1, VA
~ def d )
w)=nt) E ) xe) (1.1.4)

onde n(+) = 0X(-) é uma variagao com extremidades fixas, isto é, uma funcao em C"([to, t1], R™),
tal que n(tg) = 0 = m(t;). Podemos por exemplo tomar a familia a 1-parametro
A= X() +An().

Entao a funcgao real de variavel real:
O(A) = ITx(-;N)]
t1
= / L(t,x(-;N),%(t;\)) dt (1.1.5)

to

é uma fungao de classe C?, que atinge um minimo local em A = 0. Portanto ¢/(0) = 0 e
¢"(0) > 0.

Sejam 7' coordenadas locais em IR" e (z°,%") as correspondentes coordenadas para
TIR" 2 R" x IR". Suponhamos que x(-) = z'(-) e () = 1'(+), e calculemos ¢’(0) usando
a regra da cadeia e a derivacao sob o sinal integral. Usando sistematicamente a convencao
de Einstein, vem que:

#(0) = / ! [L (t,i(t),?(t)) 0i(t) + Ly <t,§(t),§(t)> ﬁi(t)] dt (1.1.6)

to
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onde pusemos L, = % e L = %. Podemos ainda escrever o integral (1.1.6) na seguinte
forma vectorial simplicada:

[ atmo + nawyago) a (1.1.7)

to

A este integral vamos aplicar o Lema seguinte:

e & Lema 1.1 (Du Bois-Reymond) ... Sejam f,g € C°[to,t1],IR") duas
fungoes continuas tais que:

[ ttm) + s a = o (1.1.8)

to
para toda a funcio m € C'([to,t1],IR") que satisfaz n(ty) = n(t1) = 0. Entdo a
funcao g € de classe C' e:

L)+ E(1) =0 (1.1.9)

Dem.: Seja F(t) = fti f(r)dr + k uma primitiva da fungdo f, e calculemos o
integral (1.1.8) por partes. Vem que:

/tl ZF(t) + g(0)] () dt = 0 (1.1.10)

to

Consideremos agora a funcao:

n(t) = / ~F(r) + g(r)] dr

to

Temos entao que n(tg) = 0, e, escolhendo convenientemente a constante k, garanti-
mos também a condigdo n(t;) = 0. Substituindo esta fun¢ao n no integral (1.1.8),
obtemos:

[ rw o a = o

to

donde se deduz que F(t) = g(t) e portanto g é de classe C! e é vdlida a equacao
(1.1.9).

*

Aplicando este lema a (1.1.6), com f(¢) = Ly (t, x(t), ﬁ(t)) eg(t) = Lg (t, x(t), 2(75)),

concluimos que X(-) deve satisfazer a chamada equagao de Euler-Lagrange:

d ~ ES ~ ES

- =L (t,x(t),x(t)) + Ly (t,x(t),x(t)) =0 (1.1.11)
que é um sistema de n ODE’s de segunda ordem, que escrevemos na forma simplificada
seguinte:

d
~ Lo + Lo =0, i=1,....n (1.1.12)
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ou ainda, em forma vectorial:

—4Li+ Ly=0 (1.1.13)

A solucao geral deste sistema depende pois de 2n parametros que devem ser escolhidos
para que as condigoes de fronteira (2.1.4) sejam verificadas pela solu¢ao (note que (2.1.4)
sao 2n condigoes de fronteira). No entanto, nada se afirma acerca da existéncia de solugao
que, de facto, pode nao existir.

Qualquer solucao das equagoes de Euler-Lagrange diz-se uma extremal do problema
variacional 1.1.

Notas ...

1. Quando o Lagrangeano L nao depende explicitamente de t, isto é, L = L(x,%), a
chamada energia de L:

Eulx,%x) € Lix — Lix,%) (1.1.14)

ou mais detalhadamente, Ep (2%, &%) = Lza' — L(a%, &), é um integral primeiro da
equagao de Euler-Lagrange. De facto, se x(t) é solugao da equagao (1.1.11), entao:

d . d . d .
EEL(x(t),X(t)) = E(ka) - aL(XaX)

d
= (3€Lk> X + Lik — Lk — Lg%
= Luk + Lg%k — Lyk — Lg%
— 0 (1.1.15)

2. Quando o Lagrangeano L nao depende explicitamente da varidvel ¢, para um certo

i€{l,---,n}, o chamado momento conjugado a z":

pilt %) € L% (1.1.16)
é um integral primeiro da equacao de Euler-Lagrange. De facto, L,: = 0 e a :-nésima
equagio (1.1.11) fica apenas —% L, = 0, isto é p;(t, %(t)) = c. Diz-se neste caso que

a variavel x¢ é ciclica.

*.

& Exemplo 1.1 (A braquistécrona) (Johann Bernoulli, 1696) ... E a curva que
une dois pontos P; e P, num plano vertical, de tal modo que um ponto material de massa
m, deslizando sem atrito sobre essa curva, sujeito apenas a gravidade, a percorre num
tempo minimo (do grego brakhystds: “o mais curto” + khronos: “tempo”).

Suponhamos que o plano vertical é o plano zy, P, = (0,0), P» = (a,b), com a > 0 e
b>0equey=p(x)éaequagdo da curva braquistécrona (o eixo dos y's orienta-se para
baixo).
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Figure 1.2: Braquistocrona

A velocidade do ponto material, deslizando sem atrito sobre essa curva, é:

v= T = VI

e como, por outro lado, v é também determinada pela equacao de conservacao de energia:

1
§m112 = mgqgy = v =/2qYy

deduzimos que o tempo T de descida de P, = (0,0) até P, = (a,b) é dado por:

Tyl = [
/ ¢1+7 da

1/2
1—|—y’2
= d 1.1.1
(29)1/2/0 [ y v (L.1.17)

com condicoes de fronteira y(0) = 0 e y(a) = b.

Como o Lagrangeano L nao depende do parametro x, ha conservacao da energia

E, =L,y — L:
Ve

EL: — =cC

Vy(l+y7?) v

Simplificando, vem que:

1

—————=C = y+H=0
y(1+y7)

Introduzindo um parametro ¢t e pondo ¢y = cotgt, vem que:

Cy

Ch
1 + cotg?t Lo 2 (1= cos2t)
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Por outro lado:
dy  2Cysintcostdl
Yy cotgt

= Zﬂ:Ol(t—

dr =

= 20, sin*tdt = Oy(1 — cos2t)dt

sin 2t

) +Cy = %(2t—sin2t)+(]g (1.1.18)

e a forma paramétrica da solucao é:

r—Cy = < (2t—sin2t)
— (1 —cos?
Yy 5+ (1 — cos 2t)

Pondo 7 = 2t e como Cy = 0, j& que y(0) = 0, obtem-se a familia de cicléides:

(1) = Y (r—sin7)
{ y(r) = %(1 — COST) (1.1.19)
onde C se calcula impondo a condigao y(a) = b.
& Exemplo 1.2 ... Calcular as extremais de:
2
Iz(t)] = / (2% — 2tx) dt, (1) =0, x(2)=-1
1

Como L(t,z,%) = #* — 2tx, a equacao de Euler-Lagrange é:

d
O 4 L, =27 -2t =0
ae T v

cuja solucao geral é:
t3
SL‘(t) = —E—Fat—Fb

Utilizando as condigoes de fronteira, calculamos a = 1/6 e b = 0. A extremal é pois

o(t) = L(1 - 12).

& Exemplo 1.3 ... Calcular as extremais de:
2
@) = [ Wasayde.  y)=3 4@ =
1

Como L(z,y,y') = y'(14+2%y'), ndo depende de y, o momento p = L (z,y") = 1+22%y/
é constante. A equagao de Euler-Lagrange é:

d
%Ly/ =1422% =0

cuja solucao geral é:
14+22% =¢

Portanto ¢y’ = 02;—21, Le,y=2+0b, ondea= % As extremais sao pois uma familia de

hipérboles. Utilizando as condicoes de fronteira, calculamos a = —4 e b = 7. A extremal
é pois y(z) =7— 2.
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& Exemplo 1.4 ... Calcular as extremais de:
b 1_'_ y/ 2
R A P TURSY

onde os pontos (a, A), (b, B) pertencem ao semiplano superior H* = {(x,y) : y > 0}.

Como L(z,y,y) = %W, nao depende do parametro x, a energia total:
Y 1+ (y)?
Er(y,y) =y'Ly(yy) = L(y.y) =y -
! y 1+ () y

é constante. Depois de simplificar, obtemos:

yV1+@W)>2=r>0

Pondo ¢y’ = tgt, vem que:

2 2
2 r r 2 2
= = =r7cos’t
S T R
ou y = rcost. Por outro lado:
d d —rsintdt
_y:y’ = dx:—y:—:—TCOStdt
dx Y tgt
ouxz = —rsint+ C. A solucao é pois, em forma paramétrica:
xr—C = —rsint
Y = rcost

e, eliminando ¢, obtemos uma familia de circunferéncias centradas no eixo dos z's: (z —
C)? 4+ y? = r%. A extremal pedida serd a que passa pelos dois pontos dados, e é tinica.

*.

1.2 Transformada de Legendre. Equacgoes candnicas

A transformada de Legendre de uma funcao F : IR" — IR é, grosso modo, a equacao da
familia de hiperplanos tangentes ao grafico de F. Por exemplo, para n = 2, F' é uma
funcdo de 2 varidveis e o seu grafico é a superficie de IR?:

gr F={(z",2% 2): 2z=F(z" 2%}

A superficie gr F', em IR,i1x22, pode ser descrita por dois processos duais - ou como o

conjunto de pontos determinado pela equacao z = F(x!,2?), ou como a envolvente dos

seus planos tangentes. Vejamos qual a equagao a que deve satisfazer um plano afim em
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IR? para que seja tangente a gr F.. A equacdo de um plano afim nao vertical em IR?, pode
ser sempre escrita na forma:

Z—mX' —pX?+u=0

onde (X', X2 Z) sdao as coordenadas correntes de um ponto desse plano. Neste caso,
chamamos a (p1, p2, u) as coordenadas desse plano, que é pois o plano perpendicular ao
vector (p1,p2, —1) e que intersecta o eixo dos zz no ponto (0,0, —u).
Como o plano tangente a gr F', no ponto (2}, 2%,z = F(x!,2?)) € gr F, é o plano de
equacdo [(X', X% Z) — (z', 2% F(x))] - (25 (x), 25 (x), —1) = 0, onde x = (2!, 2?), isto é:
OF 1 1 oF 2 2 1,2

as coordenadas desse plano sao portanto:

OF

_ 2
= Orl (.’L' x )
B E)F( 2)
b2 = 92 .,
u = z' SF; (2!, 2%) + 2? %(:C 2?) — F(2', 2?) (1.2.1)

que se dizem as coordenadas tangenciais da superficie gr F'. A superficie fica também
determinada se conhecermos u como fungao de p; e po, isto é, se conhecermos a familia
a dois parametros de planos tangentes ao gr F'. Esta relacao u = ®(py,p2), que se diz a
equagao tangencial do gr F, pode ser deduzida a partir de z = F(x',2?), calculando

(se possivel) os valores de z' e 22, como funcao de p; e po, a partir das equacoes:

OF oF

2 2
pL= a3131(:13 z°), p2 =55 (2,27

e substituindo esses valores z'(py, p2) € z%(p1, p2) em u, dado por (1.2.1):

u = (b(plvp2)
OF oF
18 (!, 2?) + 2 ﬁ(m’ 7?) — F(xt, 2?)
= pra'(pr,pa) + p22®(pr, pa) — F(a' (pr, p2), 2% (p1, p2)) (1.2.2)
A esta fungao ®(py, p) chamamos a transformada de Legendre da fungao F(z', 2?).

Reciprocamente, para determinar as coordenadas pontuais a partir das coordenadas
angenciais calculamos as derivadas parciais de ®(pq,p2), dada por (1.2.2). Como p; =

gﬁl( z%) e py = 8F (', 2?), obtemos:
00 _ ., oxt 0 OFoxt oF o’ _
7 _ o . _ .
Ip1 . o P Opy Ozt 0py  0x? Opy
e analogamente:
Od )
T
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Concluindo - obtemos o seguinte conjunto de férmulas:

O (p1, p2) + F(ﬁla 952) = pa' + po?

_OF S 0P

Pr= g - O

oF 9 0P
m=as =g (1.2.3)

que ilustra o cardcter dual da passagem entre coordenadas pontuais e coordenadas tan-
genciais.

A transformada de Legendre de uma funcao F : IR* — IR pode ser sempre calculada

se as duas equagoes p; = %7 D2 = % puderem ser resolvidas em ordem a z!, 22, o que é

possivel se:
O°F 9°F ([ PF 4
d(x1)? 0(x?)? Ox'ox?

A generalizacao para funcoes F': IR}, — IR é 6bvia - a transformada de Legendre de
F ¢ a funcao @ : IRy — IR, definida da seguinte forma. Primeiro definimos os p = (p;)
através de:

_OF OF

p:p(x)—é—x(x), isto é pi =5 i=1,....n (1.2.4)
Supondo que:
O0*F
det [axiaﬂ] £0 (1.2.5)

podemos inverter a relacio p = p(x), para calcular os z*'s como funcao dos p;’s: x = x(p).
Definimos entao a transformada de Legendre @ : IR — IR, de F, através de:

®(p) = px(p) — F(x(p)) (1.2.6)

Suponhamos agora que temos um Lagrangeano L(t, x, %), definido em IR; x IR% x IRY.
Para cada (t,x) fixo, consideremos a fungao parcial F(X) = L(t,x,%) e calculemos a
transformada de Legendre de F'. Essa transformada é uma funcao H(t,x,p), a que se
chama o Hamiltoniano correspondente ao Lagrangeano L, e que é definida em IR; x
IR; x IR}, através de:

H(t,x,p) = pX — L(t,X, %) ;51 x.p) (1.2.7)
Nesta férmula, x = %(¢,x, p) obtem-se invertendo a relagao (com (¢,x) fixo):
p = p(,x%)
= g—i(t,x,k) = Ly(t,x,%) (1.2.8)
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o que é possivel se suposermos L hiperregular, isto é, se:

oL
det [axiaﬂ] 20 (1.2.9)

Notemos que H nao é mais do que a energia do Lagrangeano L, expressa nas coordenadas
(t,x,p).

Calculemos agora a diferencial do Hamiltoniano:

H = H(t,x,p)
= px(t,x,p) — L(t,x,%(t,x,p)) (1.2.10)

Vem sucessivamente que:
dH = H,dt+ Hydx+ Hydp
= (pXk; — Ly — Ly%,) dt + (pXx — Ly — L) dx + (X + pXp — Likp) dp

(pXx: — Lt — pX;) dt + (p%Xx — Lx — pXx) dx + (X + pXp, — pXp) dp
= —L;dt — Lydx +xdp (1.2.11)

donde se deduz que:

H, =L, Hy =% Hy = —Ly (1.2.12)

O sistema de Euler-Lagrange —%L;{ + Ly = 0 escreve-se portanto na seguinte forma
candnica:

x = Hy(t,x,p)
15 = i 0213
ja que p = %Lg = Ly = —H,. Estas equacoes dizem-se as equagoes canodnicas de

Hamilton associadas as equacoes de Euler-Lagrange.

Mais detalhadamente - uma curva ¢t — x(t) é solucao das equagoes de Euler-Lagrange
se e s se a curva:

£ (X@s),p(t) = Lsc(t?x(t)n'c(t)))

é solucao das equacgoes canonicas.
& Exemplo 1.5 ... Calcular as equagbes candnicas para o funcional:

I[x(t)] = /0 (2zy — 227 + % — ¢°) dt, onde x = (7,y) € R?

O Lagrangeano L(x,x) = 2zy — 222 + i? — g2 ¢ hiperregular, ja que:

Lz Ly | 2 0 | _
det{Lg@ Lyy]—det{o _2}— 4 #0
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Portanto os momentos p = (p, ¢) sdo dados por:

q

=
= Ly = -2 =

.
|
|

[SIEST NS

O Hamiltoniano é:

H(xz,y,p,q) = pi+qy—L($,y»¢ay)|¢:g,y:

q
2

2 2
p q
= 22° —2zy + - — —
YT T
e as equacoes candnicas sao:
r = E
2
y = —3
p = —4dx+2
qg = 2x

1.3 Sistemas mecanicos conservativos

Para sistemas mecanicos conservativos, o Lagrangeano é dado, em notacao matricial,
por:

L(x,%x) = :x" g(x)x — V(x) (1.3.1)

onde g(x) é uma matriz simétrica definida positiva, que representa uma métrica Rieman-
niana em IRY. As parcelas da soma (1.3.1) chamam-se respectivamente:

L. . c e g
oX g(x)x energia cinética

V(x) energia potencial (1.3.2)

O Lagrangeano (1.3.1) é hiperregular, uma vez que a matriz g(x) é inversivel Vx.
Portanto a matriz inversa G(x) = g(x)~' define uma métrica contravariante em IR".
Como:

gx) =  x=GXp', onde G(x)=gx)"
o Hamiltoniano ¢ dado por:

H(X? p) = pxX— L(X7 X) |>'c:G(x) pT

= —GY(x)pip; + V(x) (1.3.3)
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Como H nao depende explicitamente de ¢, H é um integral primeiro das equacoes de
Hamilton. De facto, se (x(t), p(t)) é uma solucao dessas equagoes:

{)’((t) = Hp(x(t),p(t))

p(t) = —Hx(x(t),p(t))
entao:
SHO().p() = Heko+ Hyp
HyH, — H,Hy
0 (1.3.4)
de tal forma que:
H(x(t),p(t)) = h (1.3.5)

para uma certa constante h, dita o nivel de energia da solucao (x(t), p(t)).

Por exemplo, para uma particula de massa m, movendo-se em IR® sob a accdo de um
campo de for¢as F(x) = —VV(x), o Lagrangeano é:
1
L(x,%) = om X —V(x)

onde x? = % - x = ||%]|? = x”%, e o Hamiltoniano é:

H(x,p) = —— p* + V(x)

2m
As equagoes de Hamilton sao:
x = p'/m
p = —VV(x)?T
donde se deduz que:
o p_T _ _VV(x)
m m
e como F(x) = -VV(x):
mx = F(x) (1.3.6)

que ¢é a famosa equacao de Newton.

Mais geralmente, dado um sistema de N particulas de massas m; e coordenadas x; =

(i, 9i,2:), parai = 1,..., N, que se movem sob a acgao de forcas F; que derivam de um
potencial V' =V (xy, -+ ,Xy), que depende apenas das posi¢oes das particulas:
Fi:—inV, Z:1,,N

a energia cinética é:
N
1 .9
5 E m;X;
i=1
e a energia potencial é V. As equagoes do movimento sao:
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& Exemplo 1.6 (Oscilador harménico) ... O oscilador harménico (de dimensao
1) é descrito pela seguinte ODE de segunda ordem em IR, :

i+ wr =0, w #0 (1.3.8)
cuja solucao geral é:

z(t) = A cos(wt + b), A, b constantes

A equagao (1.3.8) é a equagao de Euler-Lagrange correspondente ao Lagrangeano (que

nao depende de t):
w2 wa?
L(x,2) = — — — 1.3.9

De facto: p .

Z
——Li+ L, = —— —
dt + w wr

Aplicando a transformada de Legendre a L, vem que p = L; = %, donde = = wp, e
portanto o Hamiltoniano é:

H(w,p) = pi: = L(@,3)|;, = 5 (@* +17) (13.10)
As equagbes canodnicas sao pois:
r = H, = wp
{ b o= —H, — —wz (1.3.11)
cuja solucao geral é:
z(t) =  Acos(wt+0) B
{ p(t) = —Asin(wt+b) A = v/2a,b constantes (1.3.12)
Note que de facto p(t) = L;(x(t),@(t)).
& Exemplo 1.7 (Movimento num campo central) ... Consideremos um ponto

material de massa m, que se move em IR* — {0}, sob a influéncia de um campo de forgas
central:

F(x) = —*x, onde 7 =|x||>0 (1.3.13)
Em (1.3.13), ¢ :]0, 00[— IR representa uma fungao continua. Podemos entao escrever:
F(x) = -VV(x) (1.3.14)

onde:

V(x) = —®(r), com d(r) = [" @(p)dp (1.3.15)
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que, como nao depende de ¢, implica a conservacao de energia:

o2
fo m2X +V(x) = E (1.3.16)

para alguma constante E (o nivel de energia).

Definamos agora o momento p(¢) e o momento angular £(¢), do movimento x(t),
através de:
p(t) = Lx = mX(?), £(t) = x(t) x p(t) (1.3.17)

Deduzimos entao que:

(1) = x(t) x p(t) +x(t) x p(t)

= XXmMX+XX mgpgﬂr)x
=0 (1.3.18)
isto é, o momento angular £(t) é conservado:
Lit)=a (1.3.19)

para algum vector constante a. Os 4 integrais primeiros independentes (1.3.16) e (1.3.19),
sao suficientes para integrar as equagdes do movimento (??). De facto, podemos escolher
um sistema de eixos tal que a aponte na direccao positiva do eixo dos z’s:

a=(0,0,a), a>0

De £(t) = x(t) x p(t) = m(x(t) x %x(t)) = a, obtemos que a - x(t) = 0, V¢t. Portanto,
se a > 0, x(t) estd sempre no plano zy e o movimento processa-se neste plano:

x(t) = (x(t), y(t), 0)
A conservagao do momento angular (1.3.19), pode entao ser escrita na forma:
a

Ty — yi = — (1.3.20)
m

que é a chamada lei das areas de Kepler: “as dreas varridas pelo vector de posi¢ao x(t),
em tempos iguais, sao iguais”. Em particular, o movimento ou é linear (a = 0) ou x(t) e
x(t) nunca sao colineares.

A lei de conservagao de energia (1.3.16) toma agora a forma seguinte:

%(j;2+92) = E+(r) (1.3.21)

onde ® é dada por (1.3.15), e r = \/z2 + y2. Introduzindo coordenadas polares de pélo
na origem:
x =rcosb, y =rsinf
podemos escrever (1.3.20) e (1.3.21), em termos de 7(t) e 6(¢), na forma seguinte:
a

20 = — (1.3.22)

m
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%(ﬂ +120%) = E + ®(r) (1.3.23)
Analisemos mais detalhadamente o problema de Kepler em que:
—ymM
F(x) = 5% r=|x|| (1.3.24)

Esta é a forga gravitacional que um ponto material de massa M, fixo no centro 0, exerce
sobre um ponto material de massa m, situado em x # 0, de acordo com a lei da atracgao
universal de Newton. ~ é a constante universal de gravitacao. Neste caso, temos que
F(x) = =VV(x), onde:

_ymM

Vix) = () =

Vamos supor que o movimento nao ¢é linear (a > 0, em (1.3.22)). Entao (1.3.22) e (1.3.23)
ficam com o aspecto:

C

R
7a2

yM
,

= onde C=a/m (1.3.25)

1 .
§(T2 + 7"262) =

Destas duas equacoes deduzimos que:

1 5| 4 [dr 2 | M
QC [7’ <E> +7r = , + w
e portanto a fungao s(6) = 1/r(0) satisfaz:
ds\> 9
(@) + s
Derivando esta equacao em ordem a 6 obtemos:

ds (o [d?s

Como % # 0, excepto em pontos isolados, vemos que:

+ W, onde W =E/m (1.3.26)

102

5 —yYMs=W (1.3.27)

d*s yM

ﬁ +s= E (1.3.28)
e portanto:
M
s(0) = 70—2 + % cos(6 + 6y) (1.3.29)
onde « e fy sao constantes arbitrarias, a > 0. Pondo:
C? aC
k=—, €= ——
M M

e recordando que r(6) = 1/s(6), obtemos:

k

r) = 1+ ecos(0 + 60p)

(1.3.30)
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que é a equacao polar de uma cénica com excentricidade €. Esta equacao descreve uma
elipse, uma parabola ou uma hipérbole, conforme 0 < € < 1,e = 1 ou € > 1, respectiva-
mente. Inserindo:

s(0) = % [1+ ecos(d + 6y)], s'(0) = —% sin(6 + 6p)

2/ C\?
2 _ 14+ 2 (=) E
‘ +m<7M>

portanto £/ < 0 corresponde a 0 < € < 1, i.e., a uma elipse, £ = 0 corresponde a € = 1,
i.e., a uma parabola, e, fianlmente, £ > 1 corresponde a ¢ > 1, i.e., a uma hipérbole.

em (1.3.27), obtemos:

O problema geral dos dois corpos reduz-se facilmente ao problema anterior. De
facto, consideremos dois pontos materiais x; = (x1,y1,21) de massa M > 0 e xo =
(22, Y2, 22) de massa m > 0, em IR®. A equacdes de Newton sdo:

. ymM . ymM
I o e EA
Introduzindo o baricentro x;, através de:
(m+ M)x, = Mx; +mXs (1.3.32)

vem que X(t) = 0 e portanto:
X, =at+c

onde a, c € IR? sdo constantes. Podemos pois escolher o baricentro como origem de um
sistema de coordenadas onde as equagoes de Newton permanecem inalteradas (sistema
inercial). Temos entao que:

x(t)=0
Introduzindo coordenadas relativas x = x5 — x; deduzimos que:
kmM*
mX = ————X, r= x|, M =m+M
r

que é o problema de Kepler com um centro de massa M* no baricentro x; = 0.

.
1.4 A forma de Poincaré-Cartan
Vamos agora discutir o problema seguinte:
e & Problema 1.2 ... Consideremos uma familia a um parametro a € IR de

curvas x(-;a) € CH([to(), t1(a)], IR™), cujas extremidades variam com o pardmetro
a, e o funcional:

t1(a)
J(a) = /t L(t x(t: ), %(t: ) dt (1.4.1)

o(a)
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O problema é mais uma vez calcular a curva da familia para a qual J(a) tem um
minimo local.

.

Figure 1.3:

No problema anterior, supomos que:

ar—><t0(a),x0(a) def x(to(a);a)>

é uma curva suave em IR"™', ao longo da qual a extremidade esquerda das diversas curvas
da familia x( - ; ), varia quando « varia. Analogamente, supomos que:

def

a|—><t1(a),xl(a) le x(tl(a);a)>

é uma curva suave em IR""!, ao longo da qual a extremidade direita das diversas curvas
da familia x( -; ), varia quando « varia.

Suponhamos que J(«) tem um minimo local para o = 0, e representemos por X(-) =
x(-; = 0) a curva onde esse minimo ¢é atingido. Adoptamos ainda as seguintes notagoes:

Bo=to0), B =0(0), &) =X(30), S2(6:0) =m(t), o (5:0) = (o)

Vamos agora calcular %(;) . Pelo teorema fundamental do cédlculo vem que:
a=0
dJ(« ) dt
D (1) x(t (@) ). (1 (0):)) T
dty

= L(tol0). x(to(@); ), X(to(0); ) ) =2
tl(a) .

+ / (an—X+L>z8—X) dt
to(c) Oa oo

Para a = 0, podemos escrever isto na forma abreviada:

— T8t — Lodto + / ’ (Ex(t)n(t) + Zk(t)ﬁ(t)) dt (1.4.2)

a=0 to

dJ(«)
da
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onde adoptamos as seguintes notacgoes:

dt
5ty = d—of(()), 5t = —(0)

Agora integramos por partes a ultima parcela em (1.4.2), e obtemos:

dJ(«)
da

= Zl 5t1 — ZO 5t0 + Zx’l’]

z+ /tt (Ex(t)—%i,-((t)) nt)dt  (1.4.3)

a=0

Vamos finalmente modificar as parcelas fora do integral. Para isso, comecamos por
derivar as identidades xo(a) = x(to(a); ) e x1(a) = x(t1(); @) em ordem a «, para
a = 0, para obter:

def  dxo
) = —(0
%0 da (0)
. dt() 8X
= t0(0);0)—(0) + —(t0(0); 0
(10(0); 0)52(0) + S (10(0); 0)
= X(to)dto + n(to)

o que implica que: )

’l’](to) = 5X0 — ﬁ(%\o)(sto
Analogamente se obtem: )

n(t) = 6x; — X(t)5t,

Agora substituimos estes valores de 1(f) e 1(f1) na terceira parcela de (1.4.3). Apés
reordenar os termos, vem que:
dJ(«)
do

~

= L - Eix®)] ot — [Lo - (E)ok(@)] oto

a=0

t1
‘|‘ (Lx)l 5X1 — (Lx)O 5X0 —F[

to

(Ex(t) - %Ek(t)) n(t)dt (1.4.4)

Mas recordemos que:
Ep(t,x,%x) = Lyx — L(t,x,X)

o que permite escrever (1.4.4) na forma:

| _ (Ldx— By d) )tl e (Zx(t> _ %Z"‘@)) n(t) dt (1.4.5)

dox a=0 2\0
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onde:
(Lydx — By dt) (B) %' (Ledx — By dt) g, 5, (5t0, 0%0)
N R [(Z,-( ox(fy) — LO] 5to
(Ledx — Epdt) () (Ledx = Bpdi)g, 1, (511, 0%1)
= (Zx)l 0xy — [(zx)ﬁ(a) — El] oty
Ccoml:

(5t0, 5X0) € T(%‘Ojﬁ(%‘o))]R,n—i_l, € ((5t1, (SX1) € T( (2‘1))]R,n+1

t1,X

A férmula (1.4.5) ¢ fundamental para o que se segue. Nela surge a 1-forma em IR x
TIR™:

|0 = Lydx — B dt | (1.4.6)

onde Ep(t,x,%x) = LyX — L(t,x,%), chamada a forma de Poincaré-Cartan e que serd
muito importante em breve. Para Lagrangeanos hiperregulares, podemos transportar esta
forma para IR x T*IR", via transformada de Legendre, para obter a forma:

|0y = pdx — H dt (1.4.7)

a que também chamamos forma de Poincaré-Cartan.

1.5 Problema com extremidades modveis

Como aplicagao da teoria exposta na secgao anterior, vamos discutir o problema seguinte:

e & Problema 1.3 ... Entre as curvas x(-) € C'([to, t1],IR"), que satisfazem as
condigoes de fronteira:

(I)o(tQ,X<t0)) = 0, (I)l(tl,X(tl)) =0 (151)
onde ®y : R™! — RF ¢ &, : R"™ — R’, calcular a curva para a qual o valor do
funcional:

t1
Ix(1)] = / L(t,x(t),x(t)) dt (1.5.2)
to
€ minimo.

.

Estamos a sup6r mais uma vez que o intervalo [to, t1] depende da curva x(-). Supoémos
ainda que ®y e ®; sdo submersdes de tal forma que Xy = ®;'(0) e ¥; = ®;(0) sdo
subvariedades em IR"™ de codimensao k e ¢, respectivamente.
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Figure 1.4:

Se X(-) € Cl(@,a], IR"™) é uma solugao do problema 1.3, entao também serd solucao
do problema 1.1, com extremidades fixas X(ty) e X(t1). Portanto X(-) satisfaz a equagao
de Euler-Lagrange (1.1.11):

d ~ ~
—— L4 Ly=0 1.5.3
o Lx + (1.5.3)

No entanto, para calcular tAo,tAl e ainda os 2n parametros que caracterizam a solucao
pretendida (portanto, ao todo 2n + 2 parametros), apenas dispémos, para ja, das k + ¢
condigoes de fronteira (1.5.1), &g = 0 e &; = 0. No entanto, como vamos ver, essa solu¢ao
tem de verificar outras condigoes de fronteira adicionais, que fornecem as condigoes que
faltam para determinar univocamente a solu¢ao optimal (se esta existir!).

De facto, seja (9t1,0x1) € Tz 5,)X1 um vector tangente arbitrario a ¥; = ®.1(0)
no ponto (t,%1), € v : @ — (t1(a),x;(a)) uma curva suave em ¥y, tal que (0) =
(t1(0),x1(0)) = (11, %) e $1(0) = (6t1,0x1). Seja x(t; o) uma familia a um pardmetro o
de curvas tais que x(t;0) = X(t), x(t1(a); @) = x;() e ainda x(f; ) = X(ty), isto é, a

extremidade esquerda estd fixa (figura 1.4).

Aplicando a familia x(¢; o) a teoria exposta na resolugao do problema 1.2, nomeada-
mente a férmula (1.4.5), obtemos:

dJ(«)
da

b1

= (Lde — EL dt)

+/; (Zx(t) - %E,ﬁ)) n(t)dt = 0 (1.5.4)

a=0

Mas, atendendo a que X(-) satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange (1.5.3), e ainda
ao facto de que todas as curvas x(t;«) passam pelo ponto fixo (tg,Xo(to)), e portanto
(0to, 0%¢) = (0,0), concluimos que:

(Lsdx = Brdt) g, 5,y (01, 0%1) = (Le)1 %1 = (Bp), ot

= (Loroxi - [(Lix(@) - i o
=0 (1.5.5)
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para todo o vector tangente (dt1,0x1) a Xy no ponto ({1, %X(;)). De forma completamente
andloga se deduz que:

(Lxdx — Epdt) g 2 (0to,0%0) = (Lg)o 0% — (Er), 0t
= (Lg)o %0 — [(Zx)oﬁ(?o) - Zo] dto
- 0 (1.5.6)

para todo o vector tangente (dty, dxo) a Yo no ponto (to, X(fo)). Estas relacdes (1.5.5) e
(1.5.6) chamam-se condigGes de transversalidade para o problema 1.3.

Por exemplo, quando a extremidade direita se pode mover apenas no hiperplano t = t;,
a condigao (1.5.5) reduz-se a:

-~

L(f,%(1), x(8)) = 0

Como a dimensdo de ¥; = ®;1(0) é n + 1 — ¢, a relacdo de transversalidade (1.5.5),
fornece n+1—¢ equagdes independentes. Analogamente, como a dimensio de ¥y = ®;*(0)
é n+1—k, arelagao de transversalidade (1.5.6), fornece n+1— k equagoes independentes.
Adicionando as k + ¢ condicoes de fronteira &y = 0 e &; = 0, que ja tinhamos, obtemos
finalmente as 2n + 2 relagoes que precisamos para determinar univocamente a solucao
optimal (se esta existir!).

& Exemplo 1.8 ... Discutir as condigoes de transversalidade para o problema:

@)= [ e VIT TR ) =m y=

o

isto é, a extremidade esquerda esté fixa, enquanto a direita se move na curva y = ().

Como L(,y.y/) = n(z.)y/T+ (7. vem que L, = LD Qualquer vector tan-

gente a curva y = ¢ (x), no ponto (x,1(x)), é da forma:
0z, 0y) = A(L,¢'(x)),  AelR

Portanto a condigao de transversalidade (1.5.5) tem a forma (com as correspondentes
adaptacoes de notagao t — x,X — y):
0 = (Lydy— EL d:p)(
= Lyléy — EL513
= MLy (z) — Ep) (1.5.7)

ey=p(z)) (0%, 0Y)

onde Ey, = L,y" — L. Portanto:
Ly/(z) = Er = Lyy'(z) — Lyy + L
Ly ('(x) —y) + L
yn(z,y) :
———= (' (z) —¢) + n(z,y)V/1+ (¥)?
1+(y’)2<() ) +n(z,y) (v)

=0 (1.5.8)
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ou: .
n(z,y)(L+4y) _
1+ (y)?
Supondo que n(x,y) # 0, na extremidade direita da extremal, obtemos 1+ ¢y’ = 0 ou
y = —%, isto é, a condicao de transversalidade reduz-se neste caso a uma condigao de

ortogonalidade usual - a extremal deve intersectar perpendicularmente a curva y = ¥(z),
na sua extremidade direita.

& Exemplo 1.9 ... Calcular a distancia entre a pardbola y = 22 e a recta x —y = 5.

O problema consiste em calcular o valor extremo de:
1
M@l = [ VTR, gl = ye) = -5
o

isto é, a extremidade esquerda move-se na parabola y = 22, enquanto a direita se move
na recta x —y = 5.

A solugao geral da equacao de Euler-Lagrange é y(x) = ax 4+ b. Pretende-se pois cal-
cular a extremal y(z) = ax+b, x € [xg, 1], onde a, b, xy e 1 sd0 constantes a determinar.

Como L =+/1+(y)*e Ly = ﬁ, as condicoes de transversalidade (1.5.5) e (1.5.6)

tém, neste caso, a forma:

(Ly oy — ELdx)| = ALy —Lyy + L)

Y ;Y
= A - +/ 1+ (y)?
(\/1 w? Vi w? W )
= 0
(SN
(Ly/5y — EL(SZL')lx:xO = A (Ly/ 2r — Ly/y' + L)|x:xo
= M@0 —y) = + VI W)
V14 (y')? .

=0
onde y' = a. Por outro lado, as condigoes de fronteira sao y(zo) = 23 e y(x1) = 1 — 5,
isto é:

arg+b =

ar1+b = x1—5
e portanto, temos um sistema de 4 equagoes a 4 incognitas xg, x1,a e b:

(1—a)ﬁ—|—\/1+a2 = 0
(220 —a) A=+ V1+a® = 0
azy +b x3

GI1+b = ZE1—5
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cuja solucao é:
a=—1, b=3/4, o =1/2, 1 = 23/8
A equagao da extremal é pois y(x) = —x + 3/4, e a distancia pedida é:
23/8

(= V14 (—1)2dz = 19v/2/8
/2

1

1.6 A funcao de accao S. Equacao de Hamilton-
Jacobi

St+H(t,X,SX) =0

Consideremos de novo o problema de minimizar o funcional I[x(-)] = til L(t,x(t),x(t)) dt
com condigoes de fronteira x(tg) = xo e x(t) = x. Agora estamos a fixar a extremidade
esquerda Py = (tg,Xg), e variamos a extremidade direita P = (¢,x) € R"™'. Como na
seccao anterior, supomos que o intervalo [to, t] depende da curva x(-).

Vamos supor ainda que existe um aberto & C IR} tal que, para todo o ponto

P = (t,x) € U existe uma tunica extremal que une Py a P. Diz-se neste caso que, em U,
estd definido um feixe central de extremais, de polo F.

Neste caso, em cada ponto P = (t,x) € U fica seleccionado um tnico vector tangente
(1,%(t)) € TpIR™!, que ndo é mais do que o vector velocidade, em #, do gréfico da tnica
extremal X : [to,t] — IR™™!, que une Py = (to,%x0) a P = (t,x). Consideremos a funcio
J:U — IR" definida por:

J(t,x) = x(t) (1.6.1)

a que chamamos o campo de inclinagoes do feixe de extremais em U. O respectivo
grafico serd uma subvariedade de dimensao n 4+ 1 em IR x TIR", parametrizado por:

o(t,x) = (t,x,3(t,x)), (t,x)elU (1.6.2)

Definimos agora uma funcao S, no aberto i, chamada a fungao acgao, cujo valor
num ponto P = (¢t,x) € U, é igual ao valor do funcional I na tnica extremal que une P
a P. Portanto:

t
S(t,x) = S(tg, x0;t,x) = / L(m,X(7),X(7)) dt (1.6.3)
to
onde X : [to,t] — IR™*! é a tinica extremal que une Py = (tg,%) a P = (t,x). O nosso
objectivo é calcular a diferencial de S.
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Figure 1.5: Feixe central de extremais.

e & Proposicao 1.1 ... A diferencial da ac¢ao dada por:
ds = 0, (1.6.4)

onde 8 = Lydx — Er, dt € a forma de Poincaré-Cartan em IR x TIR".

Dem.: Seja (0t,0%) € T(;,9R™™" um vector tangente arbitrdrio a IR no ponto
(t,x) € U, e v : a — (t(a),x(e)) uma curva suave, em U, tal que v(0) =
(t(0),x(0)) = (t,x) e Z—Z(O) = (0t,0x). Seja x(t;a) a familia a um parametro «
de extremais, tal que x(¢;0) = X(t), x(t(a); o) = x(«) e ainda x(tp; @) = xq. Por
definicao da accao:

(a)
S(t(a),x(a)) = J(a) = /t L(t,x(t; ), x(t; ) dt

Aplicando a familia x(¢; ) a teoria exposta na resolugao do problema 1.2, nomeada-

mente a férmula (1.4.5), obtemos:

dS(t(a), x(a))
da

dS(tﬁx) (5t, (5X) =

a=0

[ (B - 40 mioya
= (Lgdx — By dt), ,, (6t,0x) (1.6.5)

= (Lde - EL dt)

atendendo a que X(-) satisfaz a equagao de Euler-Lagrange (1.5.3), e ainda ao facto
de que todas as curvas x(t;a) passam pelo ponto fixo Py = (to,X¢). Portanto
dS = ¢*(Lxdx — Ep dt), como se pretendia.

*.

Supondo agora que o Lagrangeano é hiperregular, podemos passar ao formalismo
canonico, via transformada de Legendre. Definimos entao o chamado campo de mo-
mentos do feixe central de extremais em U, através de:

p(t,x) = Lx(t,x,3(t,x)), (t,x) el (1.6.6)
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O respectivo grafico é agora uma subvariedade de dimensao n+1 em IRxT*IR", parametrizado
por:

Y(t,x) = (t,x,p(t,x)), (t,x)elU (1.6.7)

Como o Hamiltoniano H = H(t,x,p) é a energia E, expressa nas coordenadas
candnicas (t,x,p), vemos que:

dS = "0y (1.6.8)

onde 8y = pdx— H dt é a forma de Poincaré-Cartan em R x T*IR". Mais detalhadamente:

dS(t,x) = p(t,x)dx — H(t,x,p(t,x))dt (1.6.9)
Como —Hdt +pdx = dS = % dt + %dx, concluimos que:
08 08
= H=_-=
P~ ox ¢ ot

e portanto S satisfaz a PDE de primeira ordem:

oS oS
E(t,x) +H (t,x, a—){(t,x)) =0 (1.6.10)
ou simplesmente:
S+ H (t,x,5¢) =0 (1.6.11)

que se chama a equagao de Hamilton-Jacobi para a funcao S = S(¢,x).

& Exemplo 1.10 ... Consideremos o funcional:
1 ¢ 12 2
My =5 [ =)
0
A equagao de Euler-Lagrange é:
d
0= —Ly—L,=y"+y

cuja a solucao geral é:
y(x) = acosz + bsinx

Considerando as extremais que passam na origem 0 = (0,0), obtemos a familia:
y(r) = bsinz

(ja que 0 = y(0) = a) que constitui um feixe central de extremais de pdlo 0, no aberto
U =]0,7[xR C RZ,. A extremal que une o ponto (0,0) ao ponto (z,y) € U é y(r) =
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sint, 0 <7 <z e, portanto a acgao é:

Sa) = 5 | (07 = utr?) ar

1 [ 2 2
= —/ <( J ) cos’ T — ( .y ) sin27'> dr
2 sin x sinx

( i ) / cos 27 dt
sin

2 g8in 2x
(uz)
2

sin x

&

1
2
1
2
1
§y cotgx

A sua diferencial é: )
ds = —§y2(:osec2 xdx + ycotg x dy

Vamos verificar que dS = pdy — Hdx (com uma ébvia simplificacao de notacao). O

campo de inclinagoes do feixe é:

d

dT , SinT

J(z,y) = sin T = ycotg x

e portanto o respectivo campo de momentos é

p(x,y) = Ly (2,y,3(x,y)) = I(2,y) = ycotg x

12

—yep=L, =1
Por outro lado: H(z,y,p) = py' — L|,_, = y? - %(y/Q —1?)
portanto:

jad que L = %(y

gy = 30+ Y7, e

1
p(x,y)dy — H(z,y,p(z,y))dr = ycotgxdy — §y2(cotg2 x+1)dx

1
= —§y2(:ose(:2 x dx + ycotg x dy
= dS

como se pretendia. A equacao de Hamilton-Jacobi é pois:

Sy + = (52+y) 0

& Exemplo 1.11 (Equagao H-J para sistemas mecéanicos conservativos) ... A
equagao de Hamilton-Jacobi para a accao S = S(¢,x) tem, neste caso, a forma:
S+ H(x,5¢) =0 (1.6.12)

onde o Hamiltoniano H ¢ dado por (1.3.3):

H(xp) = 3pGHP +V(x)

= %Gij(x)pipj + V(X) (1613)
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Portanto, a equacao de Hamilton-Jacobi é:
1
Sy + §S§§G(X)SX +V(x)=0 (1.6.14)

Usando o método de separacao de varidveis, vamos procurar solugoes da forma:
S(t,x) = f(t) + W(x)

Vem entao que S;(t,x) = f'(t) e Sx(t,x) = VW(x). Substituindo na equagao (1.6.12),
obtemos:
f'(t) = =H(x, VWV (x))

Como o primeiro membro depende apenas de ¢ e o segundo apenas de x, isto implica que:
f(t) = —ht + a, e H(x,VW(x))=h
onde h e a sdo constantes. A solucdo geral da equagao (1.6.12) serd pois:
S(t,x) =—ht + W(x) +a
onde W é solucao da chamada equacao reduzida de Hamilton-Jacobi:

H(x,Wx) = h (1.6.15)

Por exemplo, para uma particula de massa m, movendo-se em IR? sob a accio de um
campo de for¢as F(x) = —VV/(x), o Hamiltoniano é:

1
H =—p’+V
(x,p) = 5P +V(x)
e a equacao reduzida de Hamilton-Jacobi, para W = W (x), tem a forma (2.5.12), isto é:
1
2m

onde (VIV)2 = VW - VIV = |[VIV]2.

(VW) +V(x) = h (1.6.16)

& Exemplo 1.12 (A acgao para uma particula livre) ... Para uma particula
de massa m, movendo-se livremente em IR? (sob a accdo de um campo de forgas nulo) o
Hamiltoniano é:

1
H(Xap):%pQ

e a equagao de Hamilton-Jacobi, para S = S(t,x), tem a forma:
1
Sy — —(S)* =0 (1.6.17)

2m

Em coordenadas cartesianas x = (2,9, z), a equacao (1.6.20) escreve-se na forma:

Si——(S:+5;+52)=0 (1.6.18)

1
2m
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A equacao de Newton é:
mx =20
cuja solucao geral é:
x(r)=ar+b

a que corresponde um movimento rectilineo e uniforme (velocidade constante). Dado um
ponto arbitrario xo € IR?, a familia de trajectérias que, no instante 7 = ty, comecam em
Xg, ¢ dada por:

x(1) = a(r — o) + Xo

Essa familia constitui um feixe central de pélo Py = (to,X), definido em U = {(¢,x) €
IR xIR?: ¢ # to}. A tnica trajectoria, desse feixe, que une Py = (¢, Xo) a um outro ponto
P=(t,x)elUé:

X — Xy
t— 1o

X(7) = (T — to) + xo, to <7<t

A accao é dada por:

1 P (x —x0)?
S(t,x) = S(to, Xo; t, = = d
(t,x) (to, x0;t,X) 2m/t0 1)’ T
1 (x—x0)?
= —-m— t e 1.6.19
(e (16.19)
atendendo a que o Lagrangeano é L(x,%) = %mk2 e aque X(71) = .
O campo de inclinagoes do feixe é:
3¢, %) d X—XO( fo) + X — Xg
X) = — — Xn =
T g YT T R T
e 0 campo de momentos:
Pt %) = Ls(t,%,3(t,%)) = m>—
t—to
O pull-back da forma de Poincaré-Cartan, ¢*0y é:
VO = p(t,x)dx — H(t,x,p(t,x))dt
— 1 — 2
= om0k m? (x = x0) dt
t— to 4m? (t - t0)2
— 1(x — 2
— o _Mdt
t—to 4 (t —tg)?

e é 6bvio que dS = ¢*0y. E facil ver que S, dada por (1.6.19), é solugao da equagao de
Hamilton-Jacobi S; — 5= (S5x)? = 0.

Consideremos a hipersuperficie ¥,,,, em U, definida por:

1 (x—x¢)? 1
_m— —
2 t—tp 2

m
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Para cada t > t, fixo, a interseccdo da hipersuperficie ¥,,, com o hiperplano {t} x IR? é
dada por:
(x—x0)’=t—tg

e projectando estas superficies no espaco de configuragao ]Ri, obtemos uma familia de
esferas, centradas em xg, de raio (t — ty)"/2, a que chamamos as superficies de onda da
particula livre.

& Exemplo 1.13 (A acgao para uma particula num campo constante) ... Para

uma particula de massa m, movendo-se em IR? sob a accido de um campo de forcas con-
stante F(x) = F, o Hamiltoniano é:

1
H(X,P)Z%p2+FX

e a equacao de Hamilton-Jacobi, para S = S(t,x), tem a forma:

1
Sy — %(SX)Q +Fx =0 (1.6.20)

Em coordenadas cartesianas x = (z,y, z), a equagao (1.6.20) escreve-se na forma:

1
St—%(S§+S§+S§)+Aa7+3y+0z:0 (1.6.21)

onde F = (A, B,C). A equagao de Newton é:
mx =F

cuja solucao geral é:
(=S farsb
x(1) = ——+ar
m 2

a que corresponde um movimento uniformemente acelerado (aceleragao constante). Dado
um ponto arbitrario x, € IR?, a familia de trajectérias que, no instante 7 = ¢4, comecam
em X, ¢ dada por:

F
x(1) = . (7% — t%) +a(T —tg) + Xo

Essa familia constitui um campo central de pdlo Py = (o, Xp). A Unica trajectoria, desse
campo, que une (tp,Xo) a um outro ponto (t,x) é:

X — X
t—to

F F
x(1)=— (" - t§) — %(t+to)+ (1 —to) + Xo, to <7<t

- 2m
Efectuando os calculos para a accao, vemos que ela é dada por:

2

24m

X — Xp
t+1o

S(t,x) = S(ty,Xo;t,X) = (t —t0)® — Fx(t —to) + (1.6.22)

atendendo a que o Lagrangeano ¢ L(x, %) = +mXx* — Fx e a que X(7) = (27 — t — ) —
X—XQ
t—to °
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& Exemplo 1.14 (Equacao H-J para o oscilador harménico) ... Continuemos
com o exemplo 1.6. A equagao de Hamilton-Jacobi para uma func¢do S(t,x), correspon-
dente ao Hamiltoniano H = £(z* + p?) é:

S, + g (2% + 52) =0 (1.6.23)

A solucao geral da equacao de Euler-Lagrange é, como vimos antes:
x(7) = Acos(wt + b)

onde A,b sdo constantes. Se consideramos o feixe de extremais que parte de 0 = (0,0),
obtemos b = 7/2, uma vez que 0 = x(0) = Acosb. Portanto essa extremais sdo do tipo
x(1) = Acos(wt + m/2). Dado um ponto (¢,x), com 0 < t < 7, a inica extremal que une
(0,0) a (t,z) tem por equagao:

X

- 2), 0<rt<t
oSt £ 7/2) cos(wt + 7/2) <7<

(7)

e portanto o campo de inclinagoes do feixe é:
J(t,z) = —aw tg(wt + 7/2)

. 72 2 .
Por outro lado, como L(z, ) = £ — 2 vem que L; = &/w, e 0 campo de momentos

2w 2
do feixe é:
p(t,x) = Liy(t,z,3(t,x)) = —x tg(wt + 7/2)

O pull-back da forma de Poincaré-Cartan, ¥*0 g, é pois dada por:

VO = p(t,x)dx — H(t,z,p(t,x))dt
— —a tg(wt + 7/2)dz — g(ﬁ +(—x tg(wt + 7/2))?)dt

A acgado S = S(t,z) é dada por:

1'2

2 2)| d
ot T 7)) cos™(wt + 7/2)| dr

! r?w? .y w
S(t,x) = /0 {Qw ot £ 7/2) sin®(wr + 7/2) — 5

ZEQUJ

t
- - 2
2 cos?(wt +7/2) /0 cos(2wr + )
22 sin(2wt + 7)
4 cos?(wt + m/2)
2
= % cotg(wt) (1.6.24)

Verifiquemos que S satisfaz a equagao de Hamilton-Jacobi (1.6.23):

JZZQ)

G = TY
' 2sin?(wt)’

S, = x cotg(wt)
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e portanto:

72w W, 9 o
-+ = (2® + 2% cotg®(wt
2sin’(wt) | 2 ( g(w1))

— 0 (1.6.25)

Si+ 5 (@2 +82) =

como se pretendia.

1.7 Um principio variacional para sistemas Hamilto-
nianos.
Principio de Maupertuis

Na seccgao 1.2, as equacgoes candnicas de Hamilton foram deduzidas a partir do formalismo
Lagrangeano através da transformada de Legendre. Vamos nesta seccao considerar as
equacoes canodnicas como equagoes basicas e ver como elas podem ser vistas como as
equacgoes de Euler-Lagrange de um certo problema variacional.

Recordemos que o funcional de ac¢do, associado a um Lagrangeano L = L(t,x,X) é:
t1
IO = [ L x(0), %) d
to

Uma extremal deste funcional é, como sabemos, uma solugao x = x(t) das equagoes de
Euler-Lagrange. Por outro lado, no formalismo Hamiltoniano, essa extremal corresponde
a uma solugao (x(t), p(t)) das equagoes canénicas, onde p(t) = Lx(t,x(t),%(t)). Como:

H(t,x,p) = px — L(t, x,X) = L(t,x,x) = px — H(t,x,p)

VEIOS que:

| pexo.x0)de = [ ipx(o) - Hie.x(0). p(0)] d

to to

O segundo integral tem a forma de um integral de linha de uma 1-forma ao longo da
curva de fase t — (t,x(t),p(t)). E pois natural considerar a forma de Poincaré-Cartan:

0y def pdx — H(t,x,p) dt (1.7.1)

definida no espago de fases alargado IR x T*IR". Dados dois pontos fixos Py = (o, Xo)
e P, = (t1,x1), com ty < t1, no espaco de configuragao alargado IR x IR", consideremos o
conjunto C constituido por todas as curvas:

vt (6x(t), p(t)
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Figure 1.6:

definidas no intervalo (fixo) [to, t1], tais que:

x(to) = X e x(t1) = x4

Em particular os valores de p(ty) e p(t1) podem ser arbitrarios (ver a figura 1.6).

No conjunto C, de todas essas curvas, definimos o funcional seguinte:

Suly()) /%

= /pdx—H(t,x,p)dt

N
h dx
= [ (b0 - Hex0.p0)) at (172)
to
Temos entao o seguinte teorema:
e & Teorema 1.1 ... As equacgoes candnicas de Hamilton:
x = Hp(t,x,p)
p = —Hx(t,X, p)

sao as equacgoes de Fuler-Lagrange do problema variacional associado ao funcional
Sy, definido por (1.7.2), na classe de curvas C, acima descrita. Mais precisa-
mente, o funcional Sy atinge um valor extremal em qualquer solug¢ao (x(t),p(t))
das equacoes canonicas, relativamente a todas as variagoes que deixam as extremi-
dades Py = (to,x0 = x(to)) € Py = (t1,%x1 = x(t1)) fizas, podendo os valores de p(ty)
e p(t1) ser arbitrdarios.

Dem.: O Lagrangeano do funcional Sy é:
L(t,x,p,%,p) =px — H(t,x,p)
que ¢ linear em X e nao depende de p. Portanto:

Ex:p? £p:07 »Cx:_Hx, £p:).(_Hp
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e as equagoes de FEuler-Lagrange sao:

d _ d _ .
{—gﬁk—i-ﬁx =0 N {_EI?_HX =0 N {p = —H,
A+ L, = O 0O+%x—Hy, = 0 x = H,

que sao exactamente as equagoes candnicas de Hamilton. Por outro lado, a energia
de L é:

EE(t,X,I),)k,f)) = £kk+£ﬁp_£(t7xap7ka p)
= px—px+ H(tx,p)
= H(t,x,p) (1.7.3)

O espago de configuracao alargado deste problema variacional é o espaco IR X
T*R"™ = R*™, munido das coordenadas (¢,x,p). As restricdes sio:

q)O : IRQn+1 - ]1:{71-{-1’ (DO(t? X, p) = (t - th X = XO)
@, : R — R, Oy (t,x,p) = (t—t,x—x%) (1.7.4)

e portanto as condicoes de transversalidade reduzem-se a:
Epapo =0= L'P-,(Spl (175)

que nao impoem qualquer restrigdo aos valores de p(ty) e p(t;).

.

Suponhamos agora que H = H(x,p) nao depende explicitamente de ¢t. Por con-
servagao de energia, se t — (x(t), p(t)) é uma solugao das equagoes canénicas entao:

H(x(t),p(t)) = h (constante)
Suponhamos ainda que h é valor regular de H, de tal forma que:

def

X {(x,p) e T"IR": H(x,p) =h} (1.7.6)

é uma hipersuperficie de codimensao 1 em T*IR". Uma solucao das equacoes candnicas
que comece em Y permanecera sempre em Xj.

Fixemos dois pontos xg,x; € IR" e consideremos o conjunto C; constituido por todas
as curvas:

vt (x(1),p())

definidas no intervalo [to,t1] (que agora depende de =), tais que:
x(to) = Xo e x(t1) = x1 (1.7.7)
e que tém energia constante h, i.e.:

H(x(t),p(t)) = h (1.7.8)
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Figure 1.7:

Note que agora os valores de tg,t1, po = p(to) e p1 = p(t1) podem ser arbitréarios (ver a
figura 1.7). A fixacdo do nivel de energia é de certa forma compensada pela variagao do
intervalo de parametrizagao da curva.

Definamos o funcional de accao reduzida S,.4, através de:

St (1)) € [, pax (1.7.9)

e vamos mostrar que este funcional é estaciondrio em cada soluc¢ao v(t) = (x(t), p(t)) das
equagoes canonicas, relativamente a variagoes em C,.

Para isso, consideremos uma familia a um parametro de curvas 7, = y(-;a) € Cp:

Talt) = y(ta) = (x(ta), p(tia),  tE [tola)ti()] (1.7.10)

tais que:
x(to(), @) = xo, e x(t(a), ) = x4

Temos entao que:

Srea) def / pdx
Yo

_ /;(1:) (p(t;a)dx(dtt;a)) dt (1.7.11)

0

Calculemos a derivada em ordem a «, para a = 0. Nesse calculo, usaremos as notagoes

seguintes:
B B dto, .\ dty,
to(0) =to, t1(0) =1y, o (0) = dto, 7 (0) = oty

oy =n). o) =€

”I(tO) = No, "7(t1) =N, £(t0) = 507 f(h) = 51

p(to; 0) = Po, p(t1;0) = p1
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Como estamos a supor que:
xo(r) = x(to(a); ) = xo, e xi(a) =x(t(a);a) =x
isso implica que, para a = 0:

d d
0=0oxy % 00) = x(to)dto+my, © 0=0ox, 9 %
(0%

do (0) = x(t1)t1+m, (1.7.12)

Calculando finalmente a derivada de S,¢q(c), em ordem a «, para a = 0, vem que:

L ) 6t0+/1 4 . (p(t; oz)dx(;;a>> dt

do o do

— —pum,+ pumy + PO+ [ KOO - D00 dt

to

= [ g~ ptomo) (1.7.13)

to

onde usamos integragdo por partes e as condigbes (1.7.12). Suponhamos agora que
(x(t),p(t)) é solucao das eqaugoes candnicas, com energia constante igual a h:

H(x(t;a),p(t;a)) = h
Calculando a derivada em ordem a «, para o = 0, vem que:
d
0 = H(x(t; a), p(t; )

a=0

da
= Hx(x(1),p(1))n(t) + Hp(x(t), p(1))&(t)
= p)n(t) — %()&(t) (1.7.14)
ja& que estamos a supor que (x(t),p(t)) é solugao das equagbes candnicas. Concluindo:

dSred
do

e, resumindo toda esta discussao, podemos pois enunciar o seguinte teorema:

(0) =0

e & Teorema 1.2 (Principio de Maupertuis) ... Suponhamos que H = H(x,p)
nao depende explicitamente de t, e que fitamos um certo nivel reqular de energia
constante h. Entdo as solugoes (x(t), p(t)) das equagoes candnicas sGo as extremais
do funcional de accao reduzida:

&M%ﬂzlGZlmm (1.7.15)

relativamente a classe Cp, de todas as curvas situadas em Y (portanto de energia
constante h), que deizam as extremidades Xy e X; fizas (podendo os valores de
to, t1, Po € p1 ser arbitrarios).

.
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1.8 Os principios variacionais de Jacobi e de Fermat.
Analogia 6ptico-mecanica

Consideremos uma particula de massa m, movendo-se em IR?, sob a accdo de um campo
de forgas conservativo F(x) = —VV(x). Como ja sabemos, o Hamiltoniano é:

1
H(x,p) = %PQ + V(x)

Consideremos, como na sec¢ao anterior, a restricao do funcional de accao reduzida
Sreq = f pdx, a classe Cp, de curvas regulares (com velocidade que nunca se anula), de
energia constante h. Ao longo de cada uma dessas curvas, temos que:

1

H(x(1),p(t) = 5—p(t)° + V(x(t)) = h
e portanto h > V(x(t) e ainda:
Il = v2m[h = V(x(t)] > 0 (1.8.1)

Por outro lado, ao longo de uma extremal, i.e., ao longo de uma solucao das equacoes
candnicas, tem-se que X = H, = 2 isto ¢, X e p sao colineares, e daf que?:

px =p-x = [[p[]

Portanto:
Salx().p0] = [ plox()ds
— [ 1ol
= /\/Qm[h—V(x(t))]ds (1.8.2)
isto é:

e & Proposicao 1.2 (Principio de Jacobi) ... Asprojec¢oesx(t), das solugoes
requlares de energia constante h, das equagdes candnicas, com Hamiltoniano H(x,p) =
ﬁ p’+V(x), sdo as geodésicas (ndao parametrizadas) da métrica Riemanniana em
U={xeR’: V(x)<h}:

do ¥ V2m [h — V(x)] ds (1.8.3)

onde ds ¢é a métrica Fuclideana usual em TR3.

.

?pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, que, neste caso, é igualdade ja que %X = B
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Consideremos agora o Hamiltoniano H(x,p) = %, onde x = (z,y,2), p = (p,q,7)

e ||p|l = v/p*+ ¢® + r2. Este Hamiltoniano descreve a propagagao dos raios de luz num
meio isotrépico com indice de refrac¢ao n(x) > 0 (ver [9] ou [11]). Pondo v(x) = 1/n(x),
o Hamiltoniano escreve-se na forma:

H(x,p) = v(x)|pll

Consideremos, como antes, a restricio do funcional de acgao reduzida S,.q = [ pdx,
a classe de curvas regulares de energia constante h = 1:

1= H(x(t),p(t)) = v(x)[p| (1.8.4)

Ao longo de uma extremal, i.e., ao longo de uma solucao das equacgoes candnicas,
tem-se que X = Hp, = U(X)ﬁ. Em particular, ||%|| = v(x), isto é, v(x) = 1/n(x) é a
velocidade com que o raio de luz passa em x.

Como, por (1.8.4), v(x)||p| = 1, tem-se que ||p|| = 1/v(x). Por outro lado, como
X = v(x)ﬁ, vemos que p e X sdo colineares e portanto px = p - x = ||p|| ||X[|. Dai que:

— [ ol
= /ﬁds

- / n(x) ds (1.8.5)

Sreal(-).p(-)] = / p(t)x(t) dt
Ip|
1

O integral f7 n(x)ds chama-se o comprimento éptico do raio 7. Note que esse

mesmo integral ¢ igual a f7 %, e portanto é o tempo de percurso da luz, ao longo do
raio 7. Obtemos assim o seguinte:

e & Proposicao 1.3 (Principio de Fermat) ... Entre todas as curvas difer-
encidveis que unem dois pontos fizos Xy e X1, o caminho sequido efectivamente pela
luz € aquele em que o tempo de percurso atinge um extremo. Estas curvas (os raios
de luz) sao as geodésicas da métrica:

do = n(x)ds (1.8.6)

onde ds é a métrica Euclideana usual em IR>.

.

Comparando os dois principios anteriores - o de Jacobi, no contexto da mecanica
classica (conservativa) com o de Fermat, no contexto da éptica geométrica - mais especi-
ficamente, as formulas (1.8.3) e (1.8.6), concluimos que, pondo:

n(x) = /2mh — V(x)] (1.8.7)
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a mecanica classica pode ser interpretada como uma Optica geométrica de propagacao de
raios num meio isotrépico de fndice de refracgdo n(x) = v/2m[h — V(x)].

Esta analogia este na base dos trabalhos de Hamilton e a sua formulagao geométrica da
mecanica classica, hoje chamada mecanica Hamiltoniana. Mais tarde, com Schrodinger,
essa mesma analogia esteve também na base da criacao da mecanica ondulatoéria e poste-
riormente da mecanica quantica.

1.9 Feixes de extremais. A iconal

Vamos supor que, num aberto U do espaco de configuracio alargado IR} 1 se verifica
a propriedade seguinte: dados dois pontos quaisquer Py = (t9,Xo) e P; = (t1,%;), com
to < t1, existe uma e uma s6 extremal x(t) (solu¢ao das equagoes de Euler-Lagrange), tal
que x(ty) = Xo, x(t1) = x; e ainda (t,x(t)) € U, Vt € [ty,t1] (ver a figura 1.8).

Figure 1.8: .

Diz-se entao que U é coberto por um feixe de extremais. A extremal que (cujo
grafico) une Py = (to,x0) a P = (t1,x1) serd representada por:

X:X(t;to,Xo;tl,Xl), to <t <t (191)
e o respectivo momento por:
P = Pp(tto,Xoit1,X1)
def .
= Ly (t,x, X)IX:X(t;tmxo;tth) (1.9.2)
Em particular:
xo = X(to; to, X0;t1,%1) e x1 = xX(t1; 0, X0; 1, X1) (1.9.3)
Notamos ainda por:
%o = Xo(to,Xo0;t1,%1)
0
= | x(tto,Xo;t1,%1)
Ot|,—y,
X = Xi(to,Xo0;t1,%1)
0
= | x(tto, %o t1,x1) (1.9.4)
Ot |y,
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as velocidades nas extremidades da extremal, e ainda por:

Po = Polto,Xo;t1,X1)
P(to; to, Xo; t1,X1)
p1 = Ppi(to,Xo;t1,X1)
= P(t1;%0, %03 b1, X1) (1.9.5)

os momentos nessas mesmas extremidades. Note que X, X1, po € p1 sao consideradas
como fungoes das 2n + 2 varidveis (tg, Xo; t1,x1). A estas fungoes chamamos as fungoes
de campo do feixe de extremais considerado.

Se agora substituirmos as fungoes (1.9.1) e (1.9.2) no funcional candnico de accao
S = Sy, definido em (1.7.2), obtemos a seguinte funcao das 2n+ 2 variaveis (o, Xo; t1, X1):

S = S(to,xo0;t1,%1)

t1
= / pdx — Hdt (1.9.6)

to
a que se chama a distancia geodésica® entre os pontos Py = (tg,Xg) ¢ P, = (t1,%1).

Vamos mostrar que as derivadas parciais de S = S(tg, Xo; t1, %) sdo dadas por:

S, = Hy = H(to,Xo,Po)

= PpoXo — L(ty, X0, %)

Sxo = —Po
S, = —Hy = —H(t;,x1,p1)
= L(t1,x1,%;) — p1X1
S« = P1 (1.9.7)

E claro que nestas férmulas Xg, X1, po € p1 sdo as fungoes do feixe (consideradas como
fungoes das 2n + 2 variaveis (to, Xo; t1,x1)), definidas em (1.9.4) e (1.9.16).

Para provar isto, consideremos uma curva « — (to(a), Xo(); t1 (), x1(c)) tal que:

(t0(0),%0(0);t1(0),%1(0))) = (to,Xo;t1,X1)
(t5(0),%5(0); ¢1(0),x1(0)) = (dto, 0%0; 61, 0%y

e calculemos a derivada da funcao:

S(a) = S(to(a),xo(a);t1(), x1())
t1(a)

_ /t( | [p(t; to(r), xo(a); t1(a), x1 (@) X(t; to (), Xo(a); ti(a), x1(c))

_H(t7 X(t; to(Oé), XO(Q); 131 (a)v X1 (O./)), p(t; tO(O-/)’ Xﬂ(a); 131 (a)’ X1 (O./))] dt

30utros nomes frequentes para S = S(tg,Xo;t1,X1) sao a iconal (do grego Eikén=imagem), em 6ptica
geométrica, e a fungao caracteristica pontual de Hamilton, em mecanica.
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em ordem «, para o = 0. Lembrando que o ultimo integral é também dado por:
t1 (a)
/ Ldt
to(a)
avaliado ao longo da extremal que une (¢y(a),xo()) a (t1(),x;1(a)), podemos aplicar a
teoria exposta na secgao 1.4, nomeadamente a férmula (1.4.5), para concluir que:
S'(0) = (pdx— Hdt)|;!

= pl(SXI — po(SXO — H15t1 + H05t0 (198)
o que demonstra as férmulas (1.9.7). Destas férmulas deduzimos ainda que a iconal &
satisfaz as duas equacoes de tipo Hamilton-Jacobi:

Stl + H(th X1, le)
Sto — H(to,Xo, _Sxo) =0 (199)

.

Suponhamos agora que temos uma hipersuperficie regular ¥ C IR""', dada pela
equacao:

¥ O(t,x) =0 (1.9.10)

Dado um ponto P = (¢,x) € IR™"! determinemos um ponto Py = (t9,%o) € ¥ tal que

a distancia geodésica S(Fy, P) seja estaciondria, sob variagoes do ponto Fy em ¥ (ver a

figura 1.9). Este problema foi discutido na sec¢ao 1.5. Vimos entdo que uma extremal
que une Py a P tera de verificar a condi¢ao de transversalidade seguinte:

p05X0 — H05t0 =0 (1911)

para todo o vector tangente (dtg, 0xo) € T(z,x)%, isto é, para todo o vector (dty, dxo) tal
que 0 = d®,,xy) (dto, 0x0) = (Prdl + Py dx)| s, 1) (6l0, 0X0), ou ainda:

to,Xo

(I)t(to, Xo) (5t0 + (I)x(to, X()) 5X0 =0 (1912)

Notemos que as duas condigoes (1.9.11) e (1.9.12), significam que o vector (—Hy, po)
¢ colinear com o gradiente de ® em (¢, Xo):

—H() = /\CI)t(to,Xo) (1913)
Po = )\(I)x(to,XO) (1914)
ou, por outras palavras, o vector (—Hp,pg) ¢ ortogonal a ¥ no ponto Py = (to,Xo).

Uma extremal que verifique as duas condigoes (1.9.13) e (1.9.14) diz-se, por isso, uma
extremal ortogonal a X, em Py = (to,Xo). Se, a cada ponto de X, associarmos uma
extremal ortogonal a ¥ nesse ponto, obtemos uma familia a n parametros de extremais.

Vamos agora supor que, num certo aberto U de R"™!, que contem ¥, se verifica a
seguinte propriedade: dado um ponto qualquer P = (¢,x) € U, existe uma e uma s6
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Figure 1.9: .

extremal que passa em P e que é ortogonal a X (ver a figura 1.9). Diz-se entao que, em
U, estd definido um feixe de extremais ortogonais a >.

Portanto, para cada ponto P = (t,x) € U, podemos determinar um tnico ponto:
Py = (to(t,x),x0(t,x)) € X (1.9.15)

para o qual a distancia geodésica S(Py,, P) é estaciondria, sob variagdes do ponto Py em
3], e, por isso, as fungoes de campo:

x(t,x) = x(to(t,x),x0(t,x);t,%)
p(t,x) = p(to(t,x),x0(t,x);t,x) (1.9.16)

sao agora funcoes bem definidas em U. A funcao Sy, : U — IR, definida por:

Se(t.x) S (ty(t,x), x0(t.x): £, %) (1.9.17)

chama-se a distancia geodésica relativamente a hipersuperficie 3. A familia de hiper-
superficies:

def

DI {(t,x) eU : Sx(t,x)=c} (1.9.18)

diz-se a familia de superficies paralelas do problema variacional. Nestas condigoes,

podemos enunciar a seguinte proposic¢ao:

e & Proposicao 1.4 ... Dado um tal feize de extremais em U C IR™*, ortogo-
nais a hipersuperficie 33, a distancia geodésica Sx, relativa a X3, satisfaz as equacoes:

(Ss)e = —H(t,x,p(t,x))
(Ss)x = p(tx) (1.9.19)

e portanto Sy, satisfaz a equagao de Hamilton-Jacobi:

(Ss)t + H (1,%,(Ss)x) =0 (1.9.20)
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Dem.: Derivando (1.9.17), respectivamente em ordem a ¢ e a X, e usando a regra
da cadeia e ainda as relagoes (1.9.7), obtemos:

. 8250 8x0
(Ss)e = S t+5"° BT + S
_ O 0%
- Moy TPy,
. 6t0 8x0
(Se)x = StO&JrSXOa—XjLSX
. 6150 (‘9x0
= Hoa—x —Pog tP (1.9.21)

Mas:
D(to(t,x),x0(t,x)) =0

e derivando esta equacao em ordem a t e a X, respectivamente, deduzimos que:

0 = CDt(to,Xo)% + ¢x(t07X0)%
= —Ho% +Po%
0 = @t(to,xo)% - (I)x(t07X0)%
_ —Ho%‘i'l)o% (1.9.22)

onde usamos as condigdes de ortogonalidade (1.9.13) e (1.9.14). Substituindo estas
relagdes em (1.9.21), obtemos finalmente:

(Sz)t = —H, (§ (Sz)x =P

como se prentendia.

Reciprocamente, temos a seguinte proposi¢ao:

e & Proposicao 1.5 ... Se § = S(t,x) € uma solugdo da equagio de Hamilton-
Jacobi:
S+ H(t,x,8¢) =0 (1.9.23)

de classe C?, entdo existe um feize de extremais, ortogonais a todas as hipersu-
perficies S(t,x) = ¢ (constante), e S € a distancia geodésica relativa a hipersu-
perficie S = 0.

Dem.: Seja & = S(t,x) uma solugdo da equagao de Hamilton-Jacobi (1.9.23), e
definamos o campo de momentos p = p(t, x), através de:

def

p(t,x) Sx(t,x) (1.9.24)



1.9. Feixes de extremais. A iconal 43

Consideremos agora o seguinte sistema (nao auténomo) de n ODE’s de primeira
ordem:

x = Hp(t,x,p(t,x)) (1.9.25)

Este sistema define uma familia a n parametros de curvas. Ao longo de cada uma
dessas curvas, temos que p(t,x(t)) = Sx(t,x(t)) e, derivando em ordem a ¢, obtemos:

P = Sk + SxxX, isto é Di = Syir + Syigi i
= Sxt + SxxHp (1.9.26)

onde usamos (1.9.25) na tultima igualdade. Por outro lado, derivando (1.9.23) em
ordem a x, obtemos:

Syt + Hy + HpSXX =0, isto ¢ S,y + Hyi + Hijxjxi =0
Comparando (1.9.26) com esta tultima igualdade, deduzimos que:
p=-—H, (1.9.27)

Concluindo - as equagoes canonicas:

x = Hp

p = —Hy
caracterizam a referida familia de curvas, como uma familia a n parametros de ex-
tremais. Resta provar que estas extremais sao ortogonais a todas as hipersuperficies

S(t,x) = ¢ (constante), isto é, que elas verificam as condigoes de ortogonalidade
(1.9.13) e (1.9.14), com ® = S:

—H = \Si(t,x), e p = ASxk(t, x)

o que é ébvio, com A = 1, atendendo a equagao de Hamilton-Jacobi e a definigao de
p, respectivamente, (1.9.23) e (1.9.24).

.

Notemos que a proposicao 1.4 diz, grosso modo, que, se soubermos determinar as
extremais ortogonais a uma certa hipersuperficie ¥ = {® = 0}, entao sabemos determinar
solugoes da equacao de Hamilton-Jacobi, dependendo de uma certa funcao inicial ®.
Reciprocamente, a proposicao 1.5 diz, grosso modo, que se soubermos determinar solugoes
da equagao de Hamilton-Jacobi, entao sabemos determinar uma familia a n parametros de
solugdes das equagoOes canénicas (isto é, sabemos determinar uma familia a n parametros
de extremais).

& Exemplo 1.15 ... Consideremos o funcional:

Ix(")] :/ (Qtj:—%j:Q) dt
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Como L(t,x, &) = 2t — 34 e Ly = —1 # 0, o Lagrangeano ¢é hiperregular. A transfor-
mada de Legendre é:
(t,xz, &) — (t,x,p = L; = 2t — @)

o Hamiltoniano ¢ igual a:

. 1
H(t,x,p) = pi—L| —p(2t—p)—2t(2t—p)+§(2t—p)2

i=2t—p

1
= —§p2 + 2tp — 2t2

e as equacoes canonicas sao:

Po= H, = —p+2t z(t)

2 —at+b

a , a, b constantes

g~

~~
S+

~—

A familia a 2 parametros de extremais z(t) = t* — at + b constitui um feixe de extremais
em IR?, - dados dois pontos Py(tg, 7o), P, = (t1,21), com ty < t;, existe uma e uma s6
extremal que os une.

Consideremos o feixe de extremais ortogonais a ¥ = {®(¢,2) =t = 0} (o eixo dos 2's).
A condicao de ortogonalidade num ponto (0, xy) € ¥ é que, para todo o vector tangente
(8to, 0x0) € T(0,20)%, se verifique podxg — Hdty = 0. Como dty = 0, isto traduz-se em que:

po(SZEO:O, Voxrg € IR = po=2-0—29g=—a=0

e portanto o feixe de extremais ortogonais a ¥ = {®(¢t,z) = t = 0} é a familia a 1
parametro z(t) = t* + x. Dado um ponto qualquer P = (¢, ) em IR?, com ¢ # 0, a tinica
extremal que passa em P e é ortogonal a Y é:

o(r) =7 —t* +u, 0<r<t

que intersecta ¥ no ponto Py = (0,79 = x — t?). A distancia geodésica Sy, relativa a X,
¢ dada por:

Se(t,z) = /Ot Lir,a(r), (7)) dr /Ot 272 dr — §t3

(ndo depende de z!). As superficies paralelas a ¥ sdo as rectas verticais ¢ = constante.

Note que, neste exemplo, o campo de momentos é sempre nulo: p(t,x) = 2ti(t) =
2t — 2t = 0.

A equagao de Hamilton-Jacobi para uma fungao S = S(t,x), é:
1
St -+ H(t, x, Sz) = O, isto é St — 582% + 2th — 2t2 =0

e é imediato que Sy, é solucao. Alids qualquer funcao do tipo Sx,+ constante, é também
solucao.

.
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1.10 O integral invariante de Hilbert

Consideremos mais uma vez uma solugao S = S(t,x) da equagao de Hamilton-Jacobi
S + H (t,x,8%) = 0, o feixe de extremais ortogonais a S = 0, construido na proposigao
1.5, e as funcdes de feixe correspondentes (definidas num certo aberto & C R"™ que
contem {S = 0}). Em particular, o campo de momentos p = p(t,x), é dado por:

p(t,x) = Sx(t,x)

Se Py = (to,%Xo) e P = (t,x) sado dois pontos, em U, o integral:

P

S(P) — S(Py) = / ds

Py

obviamente que nao depende da curva que une Fy a P. Em particular, calculando-o
ao longo de uma curva qualquer 7 — (7, ¢(7)), to < 7 < t, que une Py a P, obtemos
sucessivamente o seguinte:

S(P) = S(Fy) = /P as

Py

bd
= [ gStrodr

= [ 8600080 + 8.(r.6(7))] dr

to

= [ [ptr6(:)) $(r) ~ H(r,0(0). b5, 9())]

to

P
= / pdx — Hdt (1.10.1)

Py

onde usamos o facto de § = S(t,x) ser solugao da equagao de Hamilton-Jacobi, e a
definicao p = Sx. Obtemos, desta forma, uma representacao integral para a distancia
geodésica entre os pontos Py = (tp,x0) ¢ P = (t,x). O integral (1.10.1) chama-se o
integral invariante de Hilbert.

Reciprocamente, suponhamos que, num certo aberto 4 C IR"™, se define uma funcéo
vectorial p : U/ — IR™:

p = p(t,x) (1.10.2)

para a qual o integral (1.10.1) ndo depende da curva x(7) que une Py = (to,x%o) a P = (t,X)
em U. Entao p = p(t,x) é o campo de momentos de um certo feixe de extremais em U.

De facto, a invariancia do integral de Hilbert permite definir uma fungao S : &Y — IR

através de:
P

S(P)=S8(FR) +/ pdx — Hdt (1.10.3)

Py
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E um facto geral que, como este integral nao depende da curva que une Py a P, devemos
ter dS = pdx — Hdt, isto é:

Sx = P, e S:=—H(t,x,p) (1.10.4)

e portanto S ¢ solugao da equagao de Hamilton-Jacobi. Pela proposi¢ao 1.5, qualquer
solucao da equacao de Hamilton-Jacobi é a distancia geodésica de um certo feixe de
extremais (solugoes das equagoes candnicas), e p = Sx.

Resumindo toda a discusssao anterior, podemos afirmar que a equacao de Hamilton-
Jacobi, a construcao de feixes extremais e da correspondente distancia geodésica, e a
invariancia do integral de Hilbert, sao trés aspectos equivalentes de uma mesma situacao.

& Exemplo 1.16 ... Consideremos de novo o funcional:

estudado no exemplo 1.10. Af vimos que a equacao de Euler-Lagrange é v’ +y = 0, cuja
solucao geral é:

y(r) = acosz + bsinz
Consideremos o feixe de extremais ortogonais a ¥ = {®(z,y) = z = 0} (o eixo dos y's).

A condicao de ortogonalidade num ponto (0,yy) € ¥ é que, para todo o vector tangente
(020,0Y0) € T(0,40) 2, se verifique podyy — Hoxg = 0. Como 0z = 0, isto traduz-se em que:

Podyo = 0, Voyo € R = Po = Ly'(O, y(O),y’(O)) = ?/,(0) =b=0

e portanto o feixe de extremais ortogonais a ¥ é a familia a 1 parametro y(z) = acos .
Dado um ponto qualquer P = (z,%) em U C IR?, com = # 0, a tnica extremal que passa
em P e é ortogonal a X é:

y(r) = COS T, 0<r<zg
COS T

que intersecta 3 no ponto Py = (0,yo = y/cosz). A distancia geodésica Sy, relativa a X,
¢ dada por:

Ss(r,y) = / " Liry(r).y (1)) dr

1 2 T
= - /COSQTdT

= ——ytgx (1.10.5)

As linhas paralelas a ¥ sdo as curvas y*tgx = ¢ (constante). O campo de momentos é:

p(x,y) = Ly (z,y(x),y (v)) = y'(x) = —ytgz = Sy(x,y)
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e o Hamiltoniano é:

1 y?
H(z,y,p(z,y)) = 5(1)(37,3/)2 +y7) = sooa s =~ (@ y)

Portanto S satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi:

Sy + H(x,y,Sy(x,y)) =0

Por outro lado:
dS = Sydy + Sydx = pdy — Hdx

e o integral invariante de Hilbert é:

2
/pdy—de:/—ytgxdy— id dx
2cos?x

de tal forma que a distancia geodésica entre dois pontos Py = (xo, %), P = (x1,y1) € U,
com xy < x1, é¢ dada por:

Py 2

S(P) = S(R) = [ ~ytgwdy -

P 2cos?x

dx

onde o integral é calculado ao longo de uma qualquer curva que una Fy a P, em U.

Note finalmente que o feixe de extremais y(x) = acosz, é a solugao geral da ODE de
primeira ordem:

Y = Hy(z,y,p(z,y)) = p(z,y) = —ytgz

1.11 Transformacoes candnicas. Método de Hamil-
ton

Para motivar o conceito de transformacao candnica e respectivas funcoes geradoras, vamos,
nesta seccao, descrever a abordagem de Hamilton, baseada em argumentos muito simples
de 6ptica geométrica.

Suponhamos entao que temos um sistema optico, onde se propagam os raios de luz.
Estes partem de um plano Py (o plano objecto), atravessam o sistema 6ptico, e atingem
um outro plano P; (o plano imagem). Supémos que esse sistema Gptico admite um eixo a
que, como ¢ tradicional, chamamos o eixo dos t's, e que os raios luminosos p se projectam
difeomorficamente sobre esse eixo, de tal forma que podem ser parametrizados na forma
t— p(t) = (t,z(t),y(t)) = (t,x(t)). Os planos objecto Py e imagem Py, correspondem
at=tyeat =t respectivamente. Adoptamos coordenadas (xg,%Xo) = (o, Yo, To, Yo)
para TPy e (x1,%1) = (21,41, %1, 91) para TPy e ainda coordenadas candnicas (xg, pg) =
(20, Y0, Po, @) para T*Py e (x1,p1) = (v1,¥1,p1,q1) para T*P;.
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Figure 1.10: .

O nosso objectivo é mostrar que, apds aplicar transformacgoes de Legendre, os raios
luminosos definem uma transformacao Fi . : T"Py — T*P;, que é candnica, isto ¢,
preserva as estruturas simplécticas (figura 1.10).

Qualquer raio p, dado por t — p(t) = (t,x(t)), t € [to,t1], tem um comprimento
optico dado por:

t1
V(p] ::/ L(t,x,x)dt (1.11.1)
to

onde:

L(t,x,%x) =n(t,x)V1+ %2
Facamos uma transformacao de Legendre:

nx
=Ly = —— 1.11.2
P N (1.11.2)

Portanto:

—nN
H=px—L=—— _— =—4/n?2 —p2 1.11.3
P Jite  Ywop (1.11.3)

onde p= (p,q) e p> =p-p =p*>+ ¢* Note que, com x = (z,y):
T

VIt i+ P
Y

V14 a2+ g2
1
cosc = ———— (1.11.4)

V1+a? + 92

sao os cossenos directores do raio de luz, relativamente aos eixos z,y e t. A:

cosa =

cosb =

ncosa
g = ncosb (1.11.5)

chamamos por isso os cossenos directores 6pticos do raio. Note que o Hamiltoniano
é H = —ncosc. Podemos ainda exprimir o comprimento 6ptico V|[p| em termos de x(t)
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e p(t). De facto, usando as féormulas anteriores, podemos deduzir que:

Vel = [ Ip(ox(0) - Hit.x(0).p(0)] d

to

P

O raio incidente é completamente determinado pelo seu ponto xg = (g, 3o) de inter-
seccao com o plano objecto Py, e pelos seus cossenos directores 6pticos pg = (ng cos ag, ng cos by).
A intersecgdo x; = (x1,%1), do raio refractado com o plano imagem P;, e 0s respectivos
cossenos directores opticos p1, sao fungoes dos dados iniciais em Py:

x1 = X(to,t1;X0, Po)
P1 = DP(to,t1;X0, Po) (1.11.7)

e sao estas fungoes que definem a transformacao candnica:
F= Ft07t1 . T*Po — T*Pl (1118)

Mantemos a dependéncia explicita de ty e tq, isto é, dos planos objecto e imagem, pois
essa dependéncia é importante no projecto de sistemas épticos.

A imagem éptica do plano objecto Py = {t = to} no plano imagem P; = {t = #;}
diz-se perfeita se a primeira equagdo em (1.11.7) se reduz a:

X1 = X (1.11.9)

onde ¢ é uma constante igual para todos os pontos xy € Py e todas as direccoes pg. O prob-
lema principal da concepcao de instrumentos 6pticos é o de determinar uma distribuicao
dos meios épticos n = n(z,y,t) tais que (1.11.9) seja verificada. Os desvios:

AxX| = X1 — ¢Xg (1.11.10)

dizem-se as aberragoes do sistema 6ptico (para um tratamento detalhado deste assunto
ver [11]).

O resultado principal da abordagem de Hamilton ao problema anterior, é que é possivel
reduzir o problema de calcular as (quatro) fungoes (1.11.7), que definem a transformagao
canénica (1.11.8), ao problema de calcular apenas uma! fun¢ao. Esta fungao dir-se-a por
isso a funcao geradora da transformacao canoénica F' = F, ;, : T"Py — T*P;. As
fungoes (1.11.7) sao entao calculadas a partir desta funcao geradora, usando apenas as
operagoes de derivacao e eliminagao! Vejamos como.

Em primeiro lugar, as fungoes (1.11.7) sao calculadas directamente a partir das equagoes
canonicas. Mais detalhadamente - suponhamos que:

x(t) = x(to,t; %o, Po)
p(t) = p(to,t %o, Po) (1.11.11)
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é a solucao das equagoes canodnicas:

x = H,
{p I (1.11.12)

que, para t = tg, tem os valores iniciais xg, pg, isto é:

xo = xX(to) = x(to,%0;Xo0, Po)
Po = P(to) = P(to,to; X0, Po) (1.11.13)

No plano imagem P; as fungoes (1.11.11) tomam os valores:

X1 = X<t1) = X(t07t1;X07p0) (11114)
p1 = p(t1) = p(to,t1; %0, Po) (1.11.15)

que sao os valores que definem as fungoes (1.11.7) e, portanto, a transformacdo canénica
(1.11.8).

Suponhamos agora que o Jacobiano a(xl), da aplicacao (1.11.14), é nao nulo:
o(po)

0(p0) 3(]?07(]0)

Neste caso, podemos calcular (localmente) pg, a partir das equagoes (1.11.14), como
fungao de (to,t1;X0,%1). Substituindo entdo a fun¢ao pg, assim obtida, em (1.11.11),
obtemos 4 fungoes x, p das varidveis (to, t1;Xo,X1) € ainda ¢, que notamos por:

x = X(to,t1;%0,%1; 1)
P = plto,t1;X0,X1; 1) (1.11.17)

que representam o raio de luz p(Fy, P;) que passa nos pontos Py = (tg,xq) € Pp e P, =
(t1,x1) € Py. Introduzamos agora estas fungdes no integral (1.11.6), para o comprimento
éptico, para obter uma fungao V = V(ty, t1; Xo, X1):

V(to, t1;X0,X1) = / pdx — H (1.11.18)

p(P07P1)
que d& a distancia éptica entre os pontos Py e P;.

A esta funcao da-se o nome de iconal ou de fungao caracteristica pontual de
Hamilton. Trata-se exactamente da funcao distancia geodésica, que foi tratada numa
sec¢ao anterior, e que ai foi notada por §. Como vimos nessa seccao, a diferencial d) é
dada por:

dy = pldxl - podX() — Hldtl + H()dt() (11119)

onde os coeficientes po, p1 s@o as fungoes de (o, 1;Xo, X1 ), obtidas fazendo, respectiva-
mente, t =ty e t = t1, em (1.11.17), e:

Hy = H(to,Xo0,Po)
H1 = H(tl,Xl,pl) (11120)
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Sendo assim, deduzimos de (1.11.19) as seguintes férmulas fundamentais:

’ Po = _vxov P1 = VX17 Hy = Vtou Hy = _th (11121)

As duas primeiras equagoes sao equivalentes as equagoes (1.11.14) e (1.11.15), e demon-
stram o facto mencionado no inicio desta secgdo de que as fungoes (1.11.14) e (1.11.15)
(que definem a transformacao canénica F'), podem ser calculadas a partir de uma tnica
- a fungao geradora V(to, t1;Xo,X1) - por derivacao e eliminagao. Quanto as duas tltimas
equacoes, elas representam duas PDE’s obtidas introduzindo as derivadas parciais de V,
dadas por (1.11.21), em Hy e H;. Obtemos entao duas equagoes de tipo Hamilton-Jacobi:

Vto — H(to, X, _on) =0

th + H(tl, Xl;Vxl) =0

Interpretagoes das férmulas (1.11.21):

1. Vamos fixar o valor de ¢y e adoptar as notacoes mais usuais:
a=xp, b=py, t=t, x=x, P=p:
Definamos ainda:
S(t,x,a) = V(tg,t1 = t;x9 = a,X; = X) (1.11.22)
Entao S é uma solugao da equacao de Hamilton-Jacobi:

St+H<t,X,SX) =0

que depende de n parametros a = (a',...,a"). As duas primeiras equagoes em

(1.11.21) tém agora a forma:

b = —S.(t,x,a)
P = x(taxaa)

De acordo com a interpretacao optica, acima discutida, estas formulas definem, para
cada t fixo, uma transformagao canénica (a,b) —— (x,p), gerada pela iconal S, e

que é obtida usando a primeira equagao em (1.11.23), para exprimir x como fungao
de a e b:
b= —-S,(x,a) — x=x(a,b)

e depois substituindo este valor de x na segunda equacao em (1.11.23), para obter
p como funcao de a e b:

p= p(a7 b) = SX(X7 a)‘x:x(a,b)

(omitimos a dependéncia de tg e t).



1.12. Método de Jacobi para integrar as equagoes canénicas de Hamilton.
Teorema de Jacobi 52

2. Vamos agora dar uma segunda interpretagdo das férmulas (1.11.23). Desta vez
fixamos o plano objecto Py, mas variamos o plano imagem P(t). Como vimos,
as férmulas (1.11.23) estabelecem uma correspondéncia entre os elementos épticos
(to,a,b) do plano objecto e os elementos 6pticos (t,x,p) do plano imagem P(t).
Fixando a e b, e variando t, obtemos um raio:

p(t) = (t,x(t,a, b),p(t,a, b)>
que satisfaz as equacOes candnicas:
5(: Hp(tyxa p)’ p = —Hx(t,X, p)

e que depende dos 2n parametros a,b. Analiticamente, esta solugao das equacoes
canodnicas obtem-se do seguinte modo - primeiro usamos a equacao:

Sa(t,x,a) = —b

para exprimir x como uma funcdo x(t,a,b), de t e dos 2n parametros a,b. Em
seguida inserimos esta funcao em:

pP= Sx(t,X, a)|x:x(t,a,b)
para obter p como uma fungdo p(t,a,b), de t e ainda dos 2n parametros a,b.

Esta é, essencialmente, a ideia base do método de Jacobi para integrar as equacgoes
canodnicas, que vamos discutir na préxima seccao.

1.12 Método de Jacobi para integrar as equacoes candénicas
de Hamilton. Teorema de Jacobi

Como vimos na prova da proposigao 1.5, uma solugao S(¢,x) da equagdo de Hamilton-
Jacobi determina uma familia a n parametros de solugoes das equacgoes candnicas de
Hamilton, obtida resolvendo o sistema (nao auténomo) de n ODE’s de primeira ordem
(1.9.25):

x = Hy(t,x,p(t,x)) (1.12.1)

(uma solucao para cada “parametro” x € IR", como condigao inicial para esse sistema de
ODE’s). Se t — (t,x(t)) ¢ uma solugao do sistema (1.12.1), entao a curva:

t (x(t),p(t) = Sx(t7x(t)))

é solucao das equacgoes candnicas, como se viu antes.

Portanto uma familia a n parametros S(t,x;a) de solugdes da equagao de Hamilton-
Jacobi, que dependa “essencialmente” dos n parametros a = (a',--- ,a") € IR", no sentido
em que:

det [Sxa] = det [Sxiak] 7§ 0 (1.12.2)
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deve, em principio, determinar toda a familia a 2n parametros de solugoes das equagoes
de Hamilton.

Uma familia a n parametros S(¢,x;a) de solugoes da equacao de Hamilton-Jacobi,
que satisfaca a condigao (1.12.2), diz-se um integral completo da equagao de Hamilton-
Jacobi. O método de Jacobi para obter a solucao geral x(¢,a,b), p(¢,a, b) das equagdes

canonicas: ( )
x = Hp(t,x,p
. Y 1.12.3
{p=:—m@xm ( )
que dependa dos 2n parametros a = (a!,...,a"),b = (by,...,b,), a partir de uma solugao

completa S(t,x,a) da equagao de Hamilton-Jacobi, consiste nos passos seguintes:

1. Primeiro resolvem-se as n equacoes implicitas seguintes:
Sqi(t,x;a) = —by, i=1,---,n (1.12.4)
em ordem a x, para obter uma solucao do tipo:

x = x(t,a,b) (1.12.5)

2. Em seguida complementamos esta funcao x = x(¢,a,b), por uma outra funcdo
p = p(t,a,b), definida como habitualmente por:

p = p(t,a,b) = Sx(t,x(t,a,b),a) (1.12.6)

Antes de demonstrar porque é que este método funciona, vejamos um exemplo con-
creto:

& Exemplo 1.17 (Oscilador harménico) ... Como ja vimos, o oscilador harménico
¢ descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

w
H(z,p) = 5(a* +p7) (1.12.7)
As equagobes canodnicas sao:
i‘ — Hp = wp
cuja solucao geral é:
x(t) = Acos(wt+b)
{ p(t) = —Asin(wt+0b) A e b constantes (1.12.9)

A equagao de Hamilton-Jacobi para uma fungao S(t,x), correspondente ao Hamilto-
niano H = £(2* + p?) &

S, + g (2% + 52) =0 (1.12.10)
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Vamos tentar encontrar um integral completo S(¢,z,a), pelo método de separagao de
variaveis, com o ansitz da forma:

S(t,x) = ft) + ()

Com este S, (1.12.10) escreve-se na forma:
; Woa 1002
f(t)+ 2 (@ 4+ (@)?) = 0

o que implica que:

f(t) = —% (x2 + w'(x)Q) = constante = —a

e portanto:

f(t) = —a, W) = 44/ 2% g2

w

Concluimos portanto que:

T2
S(t,z,a) = —at—i—/ ”_a —72dr (1.12.11)
0 w

é uma solugao da equagao de Hamilton-Jacobi (1.6.23), que depende de um parametro a.
Nao é necessario calcular este integral, ja que o nosso objectivo é calcular:

Sa(t,x,a) = —b

0 que € equivalente a:

1
—t+ =

/373 dr
wJjo )22 _ 2
w

Pondo = —wb — arc cos A, com A = \/i—“, vem que:

b

—arc cos(z/A) = wt +
donde se deduz a solucao usual:

z(t) = A cos(wt + f3)

De:
p=S(t,x,a) = VA2 — 22

deduzimos ainda que:
p(t) = £Asin(wt + B)

e como z(t), p(t) satisfazem as equagdes candnicas:

z = H, = wp, p=—H, =—wx
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obtemos:

p(t) = —Asin(wt + )

Além disso:

a=—5=H(z>S5,;)

e, para x = x(t), vem que:

a = H(x(t),p(t))

isto é, a é o nivel de energia da trajectoéria:

x(t) = Acos(wt + 3), p(t) = —Asin(wt + 3)

Finalmente, (1.12.11) d& que:

A? 1
S(t,z,a) = 5 arc sin% + 5:}0\/ A% — 22 — at, A=4/—

.

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema de Jacobi, vejamos uma proposicao prévia:

& Proposicao 1.6 ... Seja S = S(t,x,a) uma solugdo da equagao de Hamilton-
Jacobi, que depende dos parametros a = (a') € R™. Entdo cada derivada Sy, i =
1,...,m, € um integral primeiro das equagoes candnicas, isto €, S,i = constante, ao
longo de cada extremal.

Dem.: Temos que mostrar que %Sai = 0, ao longo de cada extremal. Em primeiro

lugar, temos que:

ja que, por hipétese, S = S(t,x,a) é uma solugao da equacao de Hamilton-Jacobi.
Derivando esta relacao em ordem a a’, vem que:

Sait + HpSgix = 0 (1.12.12)
Vem entao que:
d .
%Sai (t, X(t), a) = Sigi + SxeiX
= —H,S,ix + SxaiX, por (1.12.12)

= (% — Hp)Suix
-0

porque, X = Hp, ao longo de cada extremal.
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L3

& Teorema 1.3 (Teorema de Jacobi) ... Seja S(t,x;a) uma solugao com-
pleta da equagdo de Hamilton-Jacobi S; + H(t,x,Sx) = 0, e suponhamos que x =
x(t,a,b) e p = p(t,a,b) sio fungoes que satisfazem as equagoes sequintes:

Sa(t,x(t,a,b),a) = —b
p(t,a,b) = Si(t,x(t,a,b),a) (1.12.13)
Entao t — (x(t,a,b),p(t,a,b)) é uma solugcio das equagoes candnicas (1.12.3), que
depende dos 2n parametros a e b.
Dem.: Derivando a primeira equac¢ao em (1.12.13), em ordem a t, obtemos:
0 = Sta"i_Sxa}'(
= Sya(X— Hp) (1.12.14)

onde na ultima igualdade usamos (1.12.14). Como estamos a supor que det Sxa # 0,
a igualdade (1.12.14) permite deduzir que:

%= H,

que é a primeira equacgao candnica. Para obter a segunda, derivamos a segunda
equagao em (1.12.13), em ordem a t:

I.) = Stx + Sxxk
= Stx + Sxpr
S (1.12.15)

onde na ultima igualdade usamos Sx; + Hx + HpSxx = 0, que se obtem, derivando
em ordem a x, a equagao de Hamilton-Jacobi.

.

Exemplo 1.18 ... Consideremos o funcional:

Jly()] = / Ty /i do

dado por:

Como L(z,y,y') = zyy/y/, vem que p = L, = 2% =19y = %, e o Hamiltoniano é
2,2
Yy
H(x =py — L=—
(,9,p) = py I

A equagao de Hamilton-Jacobi, para uma funcao S = S(z,y), é:

Separando variaveis:
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vem que:
2,2 / 2
f,(x)_w/y —0 - f(zl’): 3{ —_—
4g'(y) x 4g'(y)
e portanto:
axd Y
f(z) = = e 9(y) = 1%a
O integral completo é pois:
ar® o
S = —+ —
(z,y,a) + 122
Agora pomos:
3 3
g T _ ¥ _
3 12a?

e resolvemos isto em ordem a y = y(z,a,b), para obter uma solugdo geral, em forma
implicita, do tipo:
Y =ca® +d

& Exemplo 1.19 ... Consideremos o funcional:

Jia()] = /\/tQ VT dt

Este funcional é de tipo éptico, com indice de refrac¢ao n(t,z) = vt? + 22. O Hamil-
toniano é dado por (2.2.32), isto é:

H(t,z,p) = =/ + 2% — p?
A equagao de Hamilton-Jacobi, para uma funcao S = S(t, z), é:
Sy — \/m =0
que ¢ do tipo [|[VS]|? = n?, isto é:
S2 482 =% 4 2?
Separando variaveis, vem que:
S?—t*=—a e S? —x?*=a

e portanto:

S, =Vt —a e S, =vVzr2+a

O integral completo ¢é pois:

S(t,x,a):/\/tZ—adt+/v:z:2+adx
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1.13 Invariantes integrais

1.13.1 Preliminares de algebra linear

Seja w : V x ¥V — IR uma 2-forma exterior (i.e., uma forma bilinear alternada) num es-
paco vectorial real de dimensao finita. O ntcleo ker w é constituido por todos os vectores
u € V que sao w-ortogonais a todos os vectores de V:

kerw={ueV: wuv)=0, VveV}
E claro que ker w coincide com o nucleo da aplicagao linear:

d,: V — V*

u +— TuWw

(1.13.1)

onde i,w é a forma linear definida por (i,w)(v) = w(u, v). Portanto kerw é um subespago
de V. Quando kerw = {0}, a aplicacdo @, é um isomorfismo e a forma w diz-se nao
degenerada ou uma forma simpléctica em V. Um espago vectorial simpléctico é
um par (V,w), onde V é um espago vectorial? e w uma 2-forma exterior nao degenerada.
Em breve veremos que a dimensao de V' tem que ser par.

Seja {e;} uma base para V e {e'} a correspondente base dual para V*, de tal forma
que €'(e;) = 5; Entao a matriz de @, relativamente a essas bases é a matriz de Gram
[wij], onde w;; = w(e;,e;). De facto @, (e;) = w;;e/. O rank da forma w, rankw, é, por
defini¢ao, o rank da matriz [w;;], isto é, a dimensao de im &, = ©,,(V):

rankw = dim ®,(V) (1.13.2)

Portanto w ¢ nao degenerada sse rank w é maximo, isto é, igual a dim V* = dim V.

& Proposicao 1.7 ... Seja V um espaco vectorial real de dimensao N, e w uma 2-
forma exterior em V. Entdo rankr = 2n para algum inteiro n e existe uma base ordenada
{e;}iz1...~ paraV, com base dual {€'},—1. n para V*, tal que:

w=>) e ne (1.13.3)

=1

ou, de forma equivalente, relativamente a qual a matriz de Gram de w é:

0 I, 0
~I, 0 0 (1.13.4)
0 00

Dem.: Escolhamos vectores nao nulos e, e,,1 € V, tais que w(e;, e,1) # 0, o que é
possivel se w # 0. Multiplicando e; por um escalar podemos supor que w(ey,e,;1) = 1.

4Neste curso, apenas consideramos espacos vectoriais reais de dimensdo finita.
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Como w(e,e;) =0 =w(e,t1,€n+1), & matriz de w, restrita ao plano & = span{e;, e, 1}

é:
0 1
-1 0
Consideremos agora o w-ortogonal S+, de S:
St={veV: wvs) =0 VscS8}
E claro que St NS = {0}. Por outro lado, St + & = V. De facto, se v € V, entao:
v—-wv,e,1)er +w(v,e)e,n €0 St

Portanto S* & S = V. Podemos entdo repetir o processo para S*, escolhendo e, e e,
tais que w(eq, e,12) = 1, e continuar assim indutivamente.

.

Se v € V se escreve como combinacado linear na base {e;}, referida no teorema:
1 1 2n+1 N
v=z'e;+ - +ae, tyen o Fylenn + 2 ey o+ 2 ey

e analogamente para v’ € V, entao:
w(v,v') = Z (2'y"" —yix") (1.13.5)

=1

Quando w é nao degenerada, rank w é maximo e igual a dimensao de V, e portanto
neste caso dim)V tem que ser par. Em particular, a dimensao de um espago vectorial
simpléctico é par.

Quando dimV é impar entao kerw # {0}. Um vector nao nulo u € kerw diz-se um
vector caracteristico da forma w. Neste caso w diz-se nao singular, se dim kerw ¢é a
menor possivel, isto é, igual a 1. Portanto, se w é uma 2-forma exterior nao singular num
espago vectorial de dimensao impar, todos os seus vectores caracteristicos pertencem a
uma recta, univocamente determinada pela forma w, a que chamamos a recta carac-
teristica de w.

1.13.2 Subvariedades integrais. Teorema de Darboux

& Definicao 1.1 ... Seja M uma variedade de dimensio m e w € Q*(M) uma 2-
forma fechada. Uma subvariedade ¢ : N — M diz-se uma subvariedade integral de w
se p*w = 0.

& Teorema 1.4 ... Seja M uma variedade de dimensio m, w € Q*(M) uma 2-forma
fechada e p : N — M uma subvariedade integral de w.

Seja X € X(M) uma campo de vectores caracteristicos, i.e., X, € kerw,, Vp € M,
transversal a ¢(N) C M, isto €, X, & T,p(N), Vp. Defina-se, para t suficientemente
pequeno, t € I, uma aplicagao:

otn) Y OFXem),  (tn)elxN

Entao ® : I x N — M ¢€ ainda uma subvariedade integral de w.
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Dem.: Notemos em primeiro lugar que a derivada de Lie Lxw = 0. De facto:
Lyw=XJdw+dXJw)=0 (1.13.6)

uma vez que X ¢é caracteristico (X _Jw = 0) e w ¢é fechada (dw = 0).

Como o teorema é local, vamos supor que escolhemos coordenadas locais (z%) para M

tais que X = ;% e w = w;;da’ A dad. Por (1.13.6) vem entdo que:

ozt ort 0

e 0s w;; nao dependem de z'. Por outro lado:
O:XJw:wljdxj = wlj:O
Portanto:

w = Z wij(2?, ..., 2™)da' A da?

Mas, por construgao, e atendendo a que X = os 7, para i > 2 sao constantes ao

longo das curvas integrais de X, isto é:

9
axl )

r'o® =10, 1>2

Portanto:
P'w=p'w=0

.

& Definigao 1.2 ... Seja M uma variedade de dimensio m e w € Q*(M) uma 2-

forma fechada de rank constante. Define-se o fibrado Ecaracteristico ¢y de w através

de:

Cw def {Xex(M): Xlw=0} (1.13.7)

0 ﬁbmdoE caracteristico €y, € portanto igual ao kerw,, em cada ponto p € M. Um
campo de vectores caracteristico ¢ um campo X € X(M) tal que X Jw = 0, isto €,
tal que X (p) € €w(p) = kerw,, Vp.

Se o rank de w ¢é constante, entao €, é um subfibrado de T'M, ou, por outras palavras,
é uma distribuicao em M, chamada a distribuicao Ecaracteristica de w.

& Proposicao 1.8 ... A distribuicao Ecaracteristica €y de uma 2-forma fechada
w € Q*(M) de rank constante, ¢ involutiva:

[Qtw, Qtw} C Cw
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Dem.: Como w tem rank constante, a dimensao de €,(p) é também constante, Vp €
M, e portanto €y é uma distribuicao. Sejam X,Y campos de vectores caracteristicos.
Entao:

(X,Y] Jw = Lyx(Ylw)—-Y J(Lxw)
= Y | (LX(.U)
= Y I(XJdw+dX Jw)) =0 (1.13.8)

e portanto [X,Y] é também um campo de vectores caracteristico.

.

& Teorema 1.5 (Darboux) ... Seja M uma variedade de dimensdo 2n+k e w €
O2(M) uma 2-forma fechada de rank constante igual a 2n. Entdo, em torno de cada ponto
p € M, podemos escolher coordenadas locais:

(:U",yi,zz) = (xl,...,x”,yl,...,y",zl,...,zk)

tais que:

w =Y di'Ndy' (1.13.9)

i=1

Dem.: Como o teorema ¢é puramente local, podemos supér que M = R*"™ e que
p = 0 é a origem. A distribuicao Ecaracteristica €. sendo integravel, pelo teorema de
Frobenius, podemos escolher coordenadas (z¢, ¢, 2°), em torno de 0, tais que as folhas de
€w, que tém dimensao k, sejam dadas por z* = ¢!, y* = d¢, onde ¢, d’ sdo constantes. Em
particular a folha que passa em 0 é o subespaco 0,5, x IR¥ ¢ IR*"**. Como w(0) tem rank
2n, podemos supor que w|gen,o, tem rank constante e igual a 2n, isto ¢é, essa restriao ¢
nao degenerada em IR*™ x 0;, = IR*" e portanto ai define uma forma simpléctica.

Resta entao mostrar o teorema quando k£ = 0, isto é, quando w é uma forma simpléctica
em M, cuja dimensao é 2n.

.

& Proposigao 1.9 ... Seja M uma variedade de dimensdo 2n+k e w € Q*(M) uma
2-forma fechada de rank 2n. Entao a dimensao maxima de uma subvariedade integral de
w, ¢igual an+ k.

Dem.: A distribuicao Ecaracteristica €. sendo integravel, pelo teorema de Frobe-
nius, podemos escolher coordenadas locais (I’i)Z':L“.,Qn’QTH,Lm’Qn‘Fk, tais que os campos
0/0z", £ =2n+1,...,2n + k formam uma base para €.

Se X é um campo caracteristico entdo X Jw = 0 e também Lyw = d(X Jw) +
X_Jdw = 0. Portanto, se localmente:

w= wijdxi A da?
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entao:
wem = 0 Cm=2n+1,....2n+k
Owj .
Y~ C=2n+1,....2n+k Vi,j (1.13.10)
oxt

o que significa que w é uma 2-forma apenas nas varidveis (*);—1, on:

w = Z wij(zt, - 2®) dat A da? (1.13.11)

1<i<j<2n

Esta forma ja nao tem vectores caracteristicos. Mas, como sabemos, qualquer subvar-
iedade integral maximal de w ¢é obtida a partir de uma subvariedade integral maxi-
mal da forma (1.13.11), varrendo-a com os fluxos dos campos caracteristicos 9/9z°, ¢ =
2n+1,...,2n+ k, isto é, “ampliando-a” nas direccoes caracteristicas (xg)g:2n+17.,,,2n+k.

Basta entao provar a proposicao quando w é simpléctica, mostrando que a dimensao
de uma subvariedade integral maximal de uma forma simpléctica w, numa variedade de
dimensao 2n, é igual a n. Estas subvariedades integrais maximais chamam-se subvar-
iedades de Lagrange de w. Este facto resulta por sua vez do seguinte lema de algebra
linear:

& Lema 1.2 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico de dimensdo 2n e S um
subespago totalmente isotropico, isto €, w(u,v) =0, Yu,v € S. Entdo dimS < n.

Demonstracao do Lema ... Seja (u,v) — (u|v) um produto interno definido positivo
em V', e representemos w através de um operador J : V' — V', definido por:

w(u,v) = (ulJ(v)), w,veV

Como w ¢é nao degenerada J é um isomorfismo linear. Suponhamos que dim.S > n + 1.
Entao, como dim (S + J(5)) = dim S + dim J(S) — dim (S N J(5)), viria que dim (S N
J(S)) > 2 e portanto SN J(S) # {0}. Suponhamos entao que v € SN J(S), com v # 0.
Entao v = J(u), para algum u € S e:

0 (o]o) = o] J(u)) = w(v,u) = 0

0 que é absurdo.

Em particular:

e numa variedade simpléctica (M,w) de dimensao m = 2n, a dimensao maxima de
uma subvariedade integral de w, é igual a 2n —n = n. Uma tal subvariedade diz-se
uma subvariedade de Lagrange de M.

e numa variedade de contacto (M, w) de dimensao m = 2n+1, a dimensao méxima de
uma subvariedade integral de w, é igual a 2n+1—n = n+ 1. Uma tal subvariedade
diz-se uma subvariedade de Legendre de M.
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1.13.3 Invariantes integrais

Suponhamos agora que M é uma variedade de dimensao impar e que @ € QM é uma
1-forma diferencial tal que d@ é nao singular em cada ponto de M. Entao, em cada ponto
p € M, existe uma recta £,, em T,M, univocamente determinada pela forma @, a que
chamamos a recta caracteristica da forma 6. Portanto, se u, € ¢, é um vector nao
nulo em 7, M, que gera /£, tem-se que :

df(u,,v,) =0, Vv,eT,M (1.13.12)

Fica entao definido um campo de rectas em M, p — {,, cujas curvas integrais se
chamam as linhas ou curvas caracteristicas da forma 6.

Consideremos uma curva fechada ~; em M, transversal ao campo ¢ de rectas carac-
teristicas da forma 6. As linhas caracteristicas de 6, que partem dos pontos de 7, formam
um tubo de caracteristicas.

Figure 1.11: .
Temos entao o seguinte:

& Lema 1.3 (Lema de Stokes) ... Suponhamos que o é um tubo de caracteristicas
de @, limitado por duas curvas fechadas v, e 7o, isto é:

do =1 — 72

IR
71 V2

Entao:

Dem.: Pelo teorema de Stokes:

[o-[o-[o-[am-0
71 V2 o o

a ultima igualdade resulta de (1.13.12), uma vez que o é um tubo de caracteristicas.
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Vamos aplicar o lema de Stokes a situacao em que:
M =TR x T*IR" = R*"** (1.13.13)

é o chamado espago de fases estendido, munido de coordenadas (t,x,p) = (¢, 2%, p;),
e a 1-forma @ é a forma de Poincaré-Cartan, dada por:

0 =pdx — Hdt =Y  pda’ — H(t,x,p)dt (1.13.14)

onde H € C*(IR x T*IR") é uma fungao, chamada o Hamiltoniano (dependente do
tempo). Notemos que:

1

. OH . H
Y (dpmdx@—%dxwdt—g dpz»/\dt) (1.13.15)

e portanto a matriz de Gram de d@, na base {0x, 0p, 0;}, ¢ a matriz:

0 -I, —H,
I, 0 —H, (1.13.16)
HY HT 0

onde H, = 22| e H, = [2HZ]. O rank desta matriz é obviamente 2n e portanto d@ é
p Op; oz

nao singular. O seu ntcleo, ker d@, é gerado pelo vector:

OH 0 0H 0 N a9
Op; 0zt Oz Op; ot

HpOx — HyOp + 0y = Y

i

(1.13.17)

que gera portanto a recta caracteristica da forma de Poincaré-Cartan 6. As linhas car-
acteristicas de @ sao as curvas integrais deste campo de vectores. Fica assim provado o
seguinte teorema:

& Teorema 1.6 ... As linhas caracteristicas da 1-forma de Poincaré-Cartan:
0 =pdx— Hdt

no espaco das fases estendido IR x T*IR", projectam-se difeomorficamente sobre o eixo
dos t's, e portanto podem ser parametrizadas na forma t — (x(t),p(t)). FEstas fungoes
satisfazem as equagoes candénicas de Hamilton seguintes:

. det oOH

X = Hp a op;
- L oi=1,....n (1.13.18)

- — _ dp; _ OH

p = Hy d_I; - o
.

Aplicando agora o Lema de Stokes 1.3 a forma 6 = pdx — H dt, obtemos o seguinte
teorema fundamental:
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Figure 1.12: .

& Teorema 1.7 ... Suponhamos que o é um tubo de caracteristicas da forma de
Poincaré-Cartan @ = pdx — Hdt, limitado por duas curvas fechadas v, e 7o, isto €,
0o =y, — .. Entao:

/pdx—Hdt:/ pdx — H dt (1.13.19)
Y1 Y2

O integral [ pdx — H dt chama-se o invariante integral de Hilbert. .

Vamos considerar, em particular, curvas fechadas v C {t} x T*IR" com ¢ fixo, isto é,
curvas fechadas constituidas por estados simultaneos. Ao longo de tais curvas dt = 0 e
[ pdx—Hdt = f p dx. Consideremos ainda a transformacao:

FIj} . {to} x T"R" — {t;} x T*IR"

1.13.20
(X0, Po) —  (x1,p1) = FIj (%0, Po) ( )

onde (x1, p1) = FI{! (x0, po) € {t1} x T*IR™ é 0 ponto obtido a partir de (xo, py) seguindo
o fluxo do campo Hamiltoniano Xy = H,0x — Hx0p, isto é, resolvendo as equacoes
canénicas de Hamilton (1.13.18), com condigoes iniciais x(¢y) = X € p(to) = Po.

Figure 1.13: .

Se v C {to} x T*IR" é uma curva fechada, entdo 7, = FI}}(7) ¢ também uma curva
fechada em {t;} x T*IR". Além disso elas limitam o mesmo tubo de caracteristicas da
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forma de Poincaré-Cartan @ = pdx — H dt. Portanto, aplicando o teorema anterior,

obtemos:
/pdx:/ . pdx (1.13.21)
y Fli; ()

isto é, “o fluro do campo Hamiltoniano Xy preserva o integral da forma de Liouville
pdx =), pida’, ao longo de curvas fechadas”.



Capitulo 2

Problemas variacionais parameétricos

2.1 Lagrangeanos paramétricos homogéneos

Nesta seccao vamos discutir problemas variacionais descritos por funcionais do tipo:

o] = [ L) x(0) (2.11)

em que o Lagrangeano L : TIR" — IR nao depende do parametro ¢, e ¢ homogéneo positivo
de grau 1 em x, isto é:

L(x, M%) = AL(x, %), YA >0 (2.1.2)

O funcional § considera-se definido no conjunto de curvas geométricas de classe C* reg-
ulares, em IR". Uma curva geométrica é uma classe de equivaléncia de curvas parametrizadas,
em que duas dessas curvas sao equivalentes sse diferem por reparametrizacoes de classe
C! que preservam orientacao.

Para ver que de facto § estd bem definido, consideremos duas curvas parametrizadas
X : [to,t1] = R" ey : [r0, 1] — IR" equivalentes, de tal forma que existe um difeomorfismo
¢ 1 [10, 1] = [to, 1], t = p(7), tal que ¢'(7) > 0 e y(7) = x(¢(7)). Vem entao que:

30 = / " L(y(n),y'(7) dr

= 3[x()] (2.1.3)
Vejamos alguns exemplos de Lagrangeanos paramétricos homogéneos:

67
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& Exemplos 2.1 ...

1. L(x,%) = ||%]|. O funcional §[x(:)] = ftzl ||%|| dt representa o comprimento Eu-
clideano da curva x : [tg, ;] — R".

2. L(x,%) = n(x) [|%]|. O funcional §[x(-)] = tzl n(x) ||x|| dt = tzl n(x) ds representa
o comprimento éptico do raio x : [tg, t1] — IR", que se propaga num meio isotrépico
nao homogéneo de indice de refracgdo n = n(x) > 0.

3. L(x,%X) = \/g(x)(%,%X) = \/gij(x)2%%7, onde g é uma métrica Riemanniana em
IR". O funcional §[x(-)] = til V9(x)(%x,%) dt representa o comprimento da curva

X : [to, t1] — R", relativamente a métrica Riemanniana g.

Comecemos por discutir o seguinte problema classico do calculo de variagdes para
Lagrangeanos paramétricos homogéneos:

e & Problema 2.1 ... Entre as curvas geométricas de classe C' requlares, em
IR", que satisfazem as condicoes de fronteira:

X(to) = Xp, X(tl) = X1 (214)

onde Xg,X; sao dois pontos firos em IR", calcular a curva para a qual o valor do
funcional (2.1.1) é estaciondrio *.

Figure 2.1:

Se X : [tg, t;] — IR"™ é uma solu¢ao do Problema 2.1, e se x(-; A) : [to,t1] = R", A € R
é uma familia a l-parametro A de curvas em IR" (que depende diferenciavelmente do
parametro \), tal que:

x(A=0) = ()
x(to; ) = X e x(t1; ) = xq1, VA
() =n() L Xy (2.1.5)

!Mais geralmente, IR™ pode ser substituido por uma variedade suave M de dimensao n.
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onde n(-) = 0X(+) é uma variagao com extremidades fixas, entao:

0
0 = 5A:03[X(';)\)]
= 5| [ Eeo sy a

_ / " L) ) + La(t) (1) dt

to

B /t | [L"(t) - %L"‘(t)} n(t)dt + [Li(t) (1)), (2.1.6)

onde Ly(t) = Ly (i(t), i(t)) e Ly(t) = Ly <§(t), ﬁ(t)) A esta tdltima férmula é habitual
chamar a férmula da primeira variagao, e nota-la por F(X;n).

A este integral aplicamos o lema de Du Bois-Reymond e o facto de que n(ty) = n(t1) =
0, para concluir que X(-) deve satisfazer a equagao de Euler-Lagrange:

d
—— Ly + Ly=0 2.1.7
oLk + (2.1.7)

Qualquer solucao das equacgoes de Euler-Lagrange diz-se uma extremal do problema
variacional 2.1.

Notas ...

1. Como, por hipétese, o Lagrangeano L é homogéneo de grau 1 nas variaveis X, isto
é, L(x, %) = AL(x,%), VA > 0, temos que Ly é homogéneo de grau 1, e Ly é
homogéneo de grau 0 nas variaveis x, isto é:

Ly(x,2%) = AL(x,%), e Li(x, %) =L(x,%), VA>0 (2.1.8)

E f4cil verificar, usando estas relagoes, que, se x(t) é solugao da equacao de Euler-
Lagrange (2.1.7), entao qualquer reparametrizacao de x, digamos y(7) = (xop)(7),
onde ¢'(7) > 0, é também solu¢ao dessa mesma equagao.

2. Como o Lagrangeano L é homogéneo de grau 1 nas variaveis X, a identidade de
Euler implica que:

Lix =L, isto é > i Li(x,%) = L(x, %)
=1

e portanto a energia de L é nula:

Eux%) k- L=0 (2.1.9)

Esta energia é conservada, ja que L nao depende do parametro.
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3. Por conservagao de energia e pela igualdade (2.1.9), temos que Lg(x(t),%(t)) %x(t) —
L(x(t),%x(t)) = 0. Portanto, derivando em ordem a ¢, obtemos:

d
0 = <£Lx) X + Lyx — Lyx — LyXx

d
— (SLy—Ly) 3
(i 1) 5

o que significa que as equacoes de Euler-Lagrange nao sao independentes e estao

ligadas pela relacao:
—Lzi— Ly | ' =0 2.1.10
> (gbe—La) d (2.1.10)

i=1
&.

Suponhamos agora que temos um problema com extremidade mével, mas condicionada

a mover-se numa subvariedade Y, de codimensao k, em IR", dada por uma equacao do
tipo:

d(x)=0 (2.1.11)

onde ® : R® — IR¥ é uma submersio. Mais precisamente, vamos discutir o problema
seguinte:

e & Problema 2.2 ... Entre as curvas geométricas que satisfazem as condigcoes

de fronteira:
x(ty) = Xo, d(x(t1)) =0 (2.1.12)

calcular a curva para a qual o valor do funcional:

Ix(-)] = / " L(x(), %(t)) dt (2.1.13)

é estaciondario.

Figure 2.2:

Se x : [tg,t1] — IR"™ é uma solucao deste problema, entao também serd solugao do
problema com extremidades fixas x(tg) = x¢ e x(t;) = x;. Portanto x(-) satisfaz a
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equagao de Euler-Lagrange. Por outro lado, se A — x(-;A), A € R é uma familia a
I-parametro A de curvas em IR" (que depende diferenciavelmente do parametro \), tal
que:

x(:A=0) = x()
x(to; ) = Xp e O (x(t;; ) =0, VA
ox()=n() Db (2.1.14)
dX |
entdo, em particular, tem-se que n(ty) = 0 e:
d
n(t)) = Y x(t1;\) = 0x; € Ty, 2 isto é ddy, (0%1) =0 (2.1.15)
A=0

Pela férmula da primeira variacao (2.1.6), deduzimos que:
0 = 03(x;n)
t1 d .
= [ |l - s meyan + (L o
to
= [Lx(t)n(®)];,
Designando, como habitualmente, por:

def

P Ly (x1,%1) (2.1.17)

o momento conjugado a x (calculado em (x1,X1)), vemos que a extremal tem que verificar
a condicao de transversalidade ou ortogonalidade seguinte, na sua extremidade
movel:

| p1ox; =0, Vox; €T, % | (2.1.18)

Por exemplo, se L(x,%x) = n(x)|/%|| é o Lagrangeano dptico, entdo p = p(x,%x) =
Ly(x,%) = n(x)ﬁ, e portanto a condicao de transversalidade é:

n(xl)H).(—luéxl =0, Vox) € T, 2 (2.1.19)
X1

Se n(x1) # 0, onde x; € ¥, isto traduz a ortogonalidade usual:

%, LT, % (2.1.20)

2.2 Formalismo candnico

Como ja vimos, sendo o Lagrangeano L homogéneo de grau 1 nas variaveis X, a identidade
de Euler implica que:

Lix = L, isto é > i Li(x,%) = L(x, %)
=1
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Derivando novamente em ordem a X, obtem-se:
LyxXx + Ly = Ly, = Lixx =0
isto é: .
D Ligr(x,%) &% =0, Vx # 0 (2.2.1)
ij=1
o que significa que a equacao:
pP= L)'C<X7 X)

nao pode ser resolvida em ordem a X e, portanto, nao podemos definir o formalismo
canodnico via transformada de Legendre, como se fez para Lagrangeanos nao paramétricos
hiperregulares. Além disso, como também vimos antes, a energia de L é nula E; =

O formalismo candnico que vamos expor deve-se a Rund, e baseia-se na introducao de

um novo Lagrangeano (), definido por ) = %LQ, isto é:
1
Q(x,%) S LA %) (2.2.2)

Eis algumas propriedades deste novo Lagrangeano @):

e Q(x,%X) >0e Q(x,%) =0seesbdse L(x,%x)=0.

o Q(x, M%) = A?Q(x,%), VA > 0, isto é, Q é homogéneo positivo de grau 2 nas varidveis
X.

e Derivando esta tltima igualdade, duas vezes em ordem a A (com (x,x%) fixo), obte-
mos:

Qx(x, AX) % =2\ Q(x,%),  istoé Z Q4 (X, M%) 3" =20 Q(x,%)  (2.2.3)

e ainda:

Qssc(X, M%) X% = 2Q(x, %), isto ¢ Y Quue(x,AX) #'i* = 2Q(x, %) (2.2.4)
ik

.

Vejamos agora qual a relacao que existe entre as extremais associadas a cada um destes
Lagrangeanos, para o caso mais frequente em que L(x,x) > 0, Vx,x # 0.

e & Proposicao 2.1 ... Suponhamos que L(x,%) > 0, Vx,% # 0 e seja Q = 1 L°.
Consideremos ainda os sequintes funcionais:

o lx()] :/1 L %) dt,  Fox()] :/tl Q(x, %) dt (2.2.5)
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Entao:
(). Toda a Q-extremal x(t), to <t < t, satisfaz:
1

h? 2.2.
5 (2.2.6)

Qx(t), x(t)) =

para alguma constante h > 0, e é também uma L-extremal.

(ii). Reciprocamente, toda a L-extremal (geométrica) x(t), to < t < t; possui uma
unica parametrizacao y(7) = (x o0 ¢)(7), 0 < 7 < T, para alguma constante T > 0,
para a qual:

L(y(r),y'(r) =1 (2.2.7)

Esta curva parametrizada é entao uma Q-extremal.

Dem.: (i). Como ) nao depende de ¢, ha conservagao de energia - ao longo de
uma Q-extremal, Eg = Qx% — () é conservada. Mas, por (2.2.3):

Bq=Quk—Q=20-Q=Q

e portanto, ao longo de uma Q)-extremal, tem-se:

h2

N | —

Q(x(1), %(t)) =
para alguma constante A > 0. Mas isto acontece se e s6 se:

L(x(t),x(t)) = h

Como Qx = LLx e Qx = LLy, obtemos:

d d
——Q« «—h|——Lx+ Ly 2.2.
0+ Qu = |~ Lt L] (2.28)

e portanto, toda a @-extremal que satisfaz (2.2.6) é também uma L-extremal.

(ii). Comecemos agora com uma L-extremal x(t), ty <t < t;. Pretende-se calcular
uma mudanga do pardmetro t = ¢(7) e ¢ > 0, a que corresponda uma nova
parametrizacdo y(7) = (x o0 ¢)(7),0 < 7 < T, para alguma constante 7" > 0 a
determinar pela condicao de que:

L(y(r)),¥'(r)) = L(x(o(7)), %(o(7)) (7)) = L(x(t), %()) ¢'(7) = 1

Mas a funcao f(t) = L(x(t),%(t)) ¢ conhecida. E continua e estritamente positiva.
Pretende-se pois que:

f)e'(r) =1, onde t = (1)

Por outras palavras, f(t)j—i = 1 donde se tira o valor de T:

= () = / F()de + ¢
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onde ¢ é uma constante. Os valores das constantes 7" e ¢, determinam-se pelas
condigbes de que ¥(ty) = 0 e ¥(t;) = T. Portanto ¢ = 0 e T = til f)dt =
[ L(x(t), %(t)) dt, isto é:

to

Como x é uma L-extremal, também o é a nova reparametrizacao y = X o ¢, como
se viu antes. Mas, como L é constante sobre esta curva, y é uma (Q-extremal, como
se deduz imediatamente de (2.2.8).

.

Concluimos pois que a classe de ()-extremais coincide com a classe de L-extremais nor-
malizadas pela condi¢do L(x,%) = 1. Enquanto que as L-extremais sdo invariantes por re-
parametrizacao, as (J-extremais vém automaticamente parametrizadas com um parametro
“natural”.

& Exemplo 2.1 (Geodésicas) ... Quando L(x,%) = /g(x)(X,%) = \/g;;(x)@%i,
onde g é uma métrica Riemanniana em IR", o funcional:

31x()] = / V& X dt

representa o comprimento da curva x : [to, 1] — IR", relativamente & métrica Riemanni-
ana g.

Consideremos agora o novo Lagrangeano:

Q) = L1206,%) = Zg)(5%) = 20, ()"

a que chamamos a energia (cinética) da métrica g. As equacoes de Euler-Lagrange
correspondentes ao Lagrangeano () sao:

d

—— (9()%) + gx(x)ik = 0 (2.2.9)

O parametro “natural” é, neste caso, o comprimento de arco 7 = s:

s = (t) = / Vax(©) (X(E), %(€)) de

e a proposicao diz que as geodésicas da métrica g, isto é, as L-extremais, quando parametrizadas
por arco, tém energia cinética constante (igual a 1/2), e sdo também @Q-extremais.
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& Exemplo 2.2 (O Lagrangeano é6ptico) ... Como vimos o Lagrangeano 6ptico
é:

L(x,%) = n(x) [Ix]|

O funcional:

subl= [ nGolglar= [ neods

to to

representa o comprimento 6ptico do raio x : [tg,t1] — IR3, que se propaga num meio
isotrépico nao homogéneo de indice de refracgdo n = n(x) > 0. Como ja se viu, Fr[x(-)]
representa também o tempo de percurso da luz ao longo desse mesmo raio.

As equagoes de Euler-Lagrange para os raios (L-extremais) sao:

d X .
% (60 ) = 11 Vo (22.10)

1%

ou mais explicitamente:

d n — 22 2 g 52
W@ Jaygrn - e VA2
d ny o : : ;
i~ VP P+ 2 (2211)
d__nza [22 1 2 1 22
it iy =N\ +y- +z

Consideremos agora o novo Lagrangeano:

n2x?

Q(x,x) = %LQ(X,X) =

As equacoes de Euler-Lagrange correspondentes ao Lagrangeano (), ou as equagoes dos
()-raios, sao:

d o, ,V(n?)
0= 3@+ Q=g (n"%) + X =5
isto é: ,
%(n2 %) = XQV(QH ) (2.2.12)

Consideremos um L-raio, X : [to, t;] — R3, isto é, uma solucio das equacoes de Euler-
Lagrange (2.2.10). A proposi¢ao anterior mostra que se escolhermos o novo parametro
7 € [0, T, definido através de:

T = (1) :/ L(x(£),%(€)) d¢ = %/ n(x(€)) %(&)[ d€

to

onde T = ftzl n(x(t)) ||x(t)||dt é o comprimento 6ptico total de x(-), entao esse L-raio,
com a nova parametrizacao, satisfaz L = 1 e é também um -raio, com energia total

Eq=Q =1
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Retomemos agora a exposicao do formalismo canénico de Rund. Para isso, definamos
o chamado tensor fundamental g, através de:

g% ¥ 0 x %) (2.2.13)

As fungoes g;, sao positivamente homogéneas de grau 0, relativamente as varidveis X, e
verificam g, = gr;. Além disso, de (2.2.4), deduzimos que:

Qx,%) = %mx, %) itit, Wk & £ 0 (2.2.14)

Vamos agora impor a hipétese essencial de que:
det (gix) # 0 (2.2.15)

e definamos um novo momento conjugado (Q-conjugado) a varidvel z* através de:

o gin(x, %) i* (2.2.16)

ou sucintamente:
q=gxx)x (2.2.17)

Notemos que, como (Qx € homogéneo de grau 1 nas varidveis X, a identidade Euler
implica que:

Qusk = Qx,  ist0é Y Quie(x,%) " = Qui(x, %) (2.2.18)
k

e portanto podemos ainda escrever que ¢; = gix@" = 2Q;i02" = Qzi. Como, além disso,
por definicao, Q) = %LQ ep; = Lz, vem que ¢; = Q4 = L L = Lp;, ou mais sucintamente:

q=Qx=LLyi=Lp (2.2.19)

Portanto o novo momento conjugado q = Q% difere do momento usual p = Ly, apenas
pelo factor multiplicativo L:

q(x,%) = Qx(x,%) = L(x,%) Lx(x,%X) = L(x,%X) p(x, X) (2.2.20)

Consideremos agora uma L-extremal x(7), 0 < 7 < T, devidamente parametrizada
para que satisfaca:
L(x(7),x(1)) =1 (2.2.21)

Como vimos na proposicao 2.1, é sempre possivel introduzir uma tal parametrizacao
natural. A L-extremal x(7), assim obtida, torna-se automaticamente uma @-extremal,
isto é, verifica as equagoes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano Q:

d
Qi+ Qu =0 (2.2.22)
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Introduzindo os @)-momentos:
q=0x(x,%), =  *X=x%x(xq) (2.2.23)

e atendendo a hipétese fundamental (2.2.15), sabemos que as equagoes (2.2.22) sao equiv-
alentes as equagoes candnicas de Hamiltoniano:

P(x,q) = (Qx% — Q)ls—x(xq) (2.2.24)
isto é, as equagoes:
x = @4
{ q = —o, (2.2.25)

Mais detalhadamente - uma L-extremal x(7), parametrizada naturalmente (isto é, de-
vidamente parametrizada para que satisfaga (2.2.21)), pode ser obtida como uma solugao
(x(7),q(7)) das equagbes candnicas associdas ao Hamiltoniano ®, definido por (2.2.24),

onde q(7) = Qx(x(7),%(7)).

Notemos agora que, como (xX — Q) = (), entao:

d(x,q) = Q(x, %), onde q=0x(x,%X) & %x=72o4(x,q) (2.2.26)

Definamos finalmente o Hamiltoniano H, correspondente ao Lagrangeano L, através
de:
H(x,q) = L(x,%), onde x = Bqy(x,q) (2.2.27)

Como q = LLx, vem que:
L(X7 X) =H (X7 L(Xa X) L)'((X, X)) = L(Xv X) H (X7 L)'((X7 X))
ja que H é homogéneo positivo na variavel q. Concluimos portanto que:

H(x, Ly (x,%x)) =1 se L>0 (2.2.28)

Como & = %H 2. as equagoes candnicas (2.2.25) podem ser escritas na forma:

x = HHy
{ 4 = —HH, (2.2.29)
Podemos pois enunciar a seguinte proposicao:
e & Proposicao 2.2 ... Suponhamos que L € um Lagrangeano paramétrico definido
positivo. Entao:
. T o .
Q(Xa X) = §L (X, X)
q = Qx(x,%x) = L(x,%) Lyx(x,%x) = L(x,X)p
d(x,q) = Q(x,%), Vq = Qx(x, %), Vx = $y(x,q)
H(Xa q) = L(Xa X)> vq = Q)’c(xa 5()7 Vx = (I)q(xa CI)
H(x, Ly(x,%x)) = 1 (2.2.30)



2.2. Formalismo candnico 78

Seja x(7) uma L-extremal reqular parametrizada naturalmente, de tal forma a sat-
1sfazer a condigao:
L(x(7),%(7)) =1

Entao x(71) € uma Q-extremal e (x(7),q(T)), onde q(7) = Qx(x(7),%(7)), satisfaz
as equagoes candnicas:

x = P4 x = HHy
{ q = —o, ou { q = —HH, (2.2.31)
w.
& Exemplo 2.3 (O Hamiltoniano 6ptico) ... Como vimos o Lagrangeano 6ptico

| L(x,%) = n(x) ||

e o )-Lagrangeano é:
1
Q(Xa 5() - 5”2(X) )'(2

O Hamiltoniano ®, correspondente, via transformacao de Legendre, ao Lagrangeano
Q é:
2 2, 2, .2
q pr+qg+r
d(x,q)=——=—"—7%5"" 2.2.32
(x.q) 2n?  2n2(z,y, 2) ( )

2

De facto q = Qx =n°%X = %= "%, ou mais explicitamente:

0Q 5 . . D

— _— = :> —_
b oz e T
0Q 9 . . q

— _— = :> —_ =

q 5y — "V V=3
0Q 5 . . r

r = E:TLZ = Zzﬁ

(note que q = LLx). Portanto:
(I)(Xa q) = (q).( - Q(Xa k))|x:%
_ 9 (2.2.33)

O Hamiltoniano 6ptico H, correspondente ao Lagrangeano 6ptico L é, por defini¢ao:
. . q
H(x,q) = L% %) yeaqpeq) = (XD lxoqme = (%) (2.2.34)

As equagbes canonicas (2.2.31) sao:
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x = HH, o X = g
. isto € ) (z 2.2.35
{q = —HHy {q = nsx)vn() ( )
ou ainda:
( j; — %
= %
z = #
p = o (P +q2+7“2) (2.2.36)
q- (P +q +T )
\ T — Nz (p :l;é] +T‘ )
Por (2.2.30) tem-se que:
H(x,p) =1, Vp = Li(x,X%)
que, neste caso, é ébvio ja que H(x, Ly(x,%)) = X/||x|| = 1.

Por outro lado, o Lagrangeano () representa a energia cinética associada a métrica
Riemanniana:

do =n(z,y,2) /dr? +dy? +dz> = nds (2.2.37)

em IR3. Portanto, as curvas integrais de Xg, quando parametrizadas naturalmente,
projectam-se em IR?, exactamente nas geodésicas da métrica do, que, como sabemos, sao
as curvas que minimizam (localmente) o comprimento de arco correspondente a métrica
do. Este comprimento de arco é o comprimento 6ptico da curva, e portanto obtemos
mais uma vez o principio de Fermat: “Os raios de luz sao as curvas que minimizam
(localmente) o comprimento dptico [ do = [ nds.”

.

2.3 Campos de Meyer

Consideremos de novo um funcional do tipo:

ix(] = [ Dlx(0).x(0) d (2:31)

em que o Lagrangeano L : TIR" — IR nao depende do parametro e é homogéneo positivo
de grau 1 em x.

Consideremos um dominio simplesmente conexo U C IR} e uma familia a (n — 1)-
parametros de curvas:

x = x(t, a), te (o), ac ACRY! (2.3.2)

onde supdémos que os parametros a = (a!, - -+ ") variam num aberto A do espago dos

parametros R% ', e, para cada «, I(a) é um intervalo em IRy, de tal forma que:

def

A {tta): acA tella)} (2.3.3)
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é um dominio simplesmente conexo em IR x IR"™! = IR".

Quando a aplicacao ¥ : A —— U C IR7, definida por:
¥(t,a) = x(t, ) (2.3.4)

¢ um difeomorfismo, diz-se que ¥ define um feixe de curvas em U. O feixe ¥ diz-se
um feixe de extremais se, para cada a;, a curva x( -, a) for uma extremal (solucao das
equagoes de Euler-Lagrange).

Figure 2.3: Feixe de curvas

Fixemos agora um qualquer ponto x € U. Entao, por x passa uma unica curva do
feixe ¥, a que corresponde um valor (tinico) do parametro e = «(x) € A, e ainda um
unico instante t = t(x) € I(a(x)), tal que:

x = x(t(x), a(x)) (2.3.5)

De facto, como ¥ é um difeomorfismo a inversa ¥~ é também um difeomorfismo, e
U (x) = (t(x),x(x)) € A. Definamos agora um campo de vectores J € X(U), pondo,
para cada x € U:

ix) L st ax), xeUCR (2.3.6)
dt t=t(x)

O campo de vectores J diz-se o campo de direcgoes do feixe de curvas ¥. Note que
este campo nunca se anula em U: J(x) # 0, Vx € U. Além disso, as curvas do feixe ,
x(t, &) sao solugoes da ODE em U:

% = J(x) (2.3.7)

E claro que se multiplicarmos o campo de direcgdes J, por uma fungao f(x) > 0
obtemos as mesmas direc¢oes, mas agora de um feixe de curvas obtido do anterior por
reparametrizagao das respectivas curvas, e que, por isso, deve ser considerado como equiv-
alente ao primeiro. E muitas vezes 1til utilizar certas parametrizacoes especiais. Quando
L é definido positivo - L(x,v) > 0, Vx, Vv # 0 - a mais frequente, é:

L(x,3(x)) = 1 (2.3.8)
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o que sempre se consegue multiplicando o campo de direcgoes por uma fungao f(x) > 0
conveniente. Um tal campo diz-se um campo normal (ou normalizado). Estes campos
podem também ser caracterizados pela equagao:

Li(x,3(x))I(x) =1 (2.3.9)

atendendo a identidade de Euler Ly (x,v)v = L(x, V).

Consideremos agora uma dada extremal X : [tg,t;] — IR" (solugdo das equagdes de

Euler-Lagrange), e passemos a discutir condi¢oes que garantam que X é um minimo (local)
de §.

Assim, suponhamos que é possivel mergulhar a extremal X num feixe de extremais,
com campo de direcgoes J(x), e que tem a propriedade adicional seguinte - para todo
o ponto x, o Lagrangeano L = L(x,Vv) anula-se sempre que v = J(x) e é estritamente
positivo sempre que v # J(x):

Vx eU : { (2.3.10)

= 0
L(x,v) > 0, para v # J(x), v e TyIR"

Se isto for possivel entao X é um minimo forte (local) de §. De facto, se v : [to, t1] — R"
é uma curva qualquer, com as mesmas extremidades de X, entao (2.3.10) implica que:

§X()] =0, Sy()] >0
uma vez que X(t) = J(X(t)), V¢, e portanto:
SX()] < 3y ()]

para toda a curva vy # X.

No entanto, em geral ndo é possivel conseguir exactamente as condigoes (2.3.10). Para

superar esta dificuldade, substituimos L por um Lagrangeano (gauge) equivalente L,
definido por:

= def

L(x,%) L(x, %) — Se(x)% (2.3.11)

onde S : IR" — IR é uma fungao suave.

Notemos que:

Silx()] = / [Lx(t), X(1) — Sw(x(B)(0)] b

= Fo[x()] + S(x(to)) — S(x(t1)) (2.3.12)
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e portanto L e L tém exactamente as mesmas extremais. Dai o termos chamado a dois
Lagrangeanos L e L, relacionados através da condigao (2.3.11), Lagrangeanos equiva-
lentes. Alias, tem-se que:

- d
YT, = Y. - L. — .
d
= __Lx Lx
a T

0 que mostra mais uma vez que L e L tém exactamente as mesmas extremais.

Suponhamos agora que conseguimos encontrar um Lagrangeano L, (gauge) equivalente
a L, que verifica a propriedade acima descrita, isto é:

L(x,3(x)) = 0
Vx eU : ~ 2.3.13
x { L(x,v) > 0, para v # J(x), v e T, R" ( )

Entao, se v : [to, t1] — IR" é uma curva qualquer, tal que:

S(v(to)) = S(X(to)), S(v(t)) = SX(t)) (2.3.14)

vird que:
0=F:X()] < Tzl ()]
isto é:
0 =Fo[x()] = SE(t)) + S(x(to)) <elv()] = S(v(t1)) + S(v(t))
e portanto:

0=3FLX()] <Frlv()]

atendendo as condigoes (2.3.14). Portanto X serd um minimo forte (local) de §.

Resumindo - a solucao que acabamos de propor, e que se deve a Carathéodory?,
consiste no seguinte: encontrar um feize de extremais x(t, @), tal que X(-) = x(-, &), para
algum o € A, e cujo campo de direcgoes I € X(U) satisfaca as condigoes (2.3.13), que,
em termos de L, se escrevem na forma:

(x,3(x)) = Sx(x)I(x)

(x,V) > Sk(x)v, para v #J(x), v € T,IR" (2.3.15)

Vxel: { é
para alguma funcao suave S : U C IRy — IR.

Atendendo a que Li(x,v) v = L(x, V), a primeira equagao em (2.3.15) pode ser escrita
na forma:

Li(x,3(x))3(x) = Sx(x)T(x)

e, como J(x) # 0, ainda na forma equivalente:

La(x,3(x)) = Sx(x) (2.3.16)

2¢ a chamada “Carathéodory royal road for field theory”.
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a que se chama-se equagao de Carathéodory (paramétrica).

Na discussao seguinte vamos supor que L é um Lagrangeano paramétrico homogéneo
definido positivo, isto é, para todo o x € IR":

L(x,v) >0, VveTR" talque v #0 (2.3.17)

e & Definicao 2.1 ... Um campo extremal normal (ou campo de Meyer)
para um problema variacional homogéneo, com Lagrangeano definido positivo,é definido
por um par (S,J), onde S : U C IR" — IR € uma fungdo real e I € X(U) é um
campo de vectores nao nulos, ambos C'*°, que verificam a equagao de Carathéodory:

Li(x,3(x)) = Sx(x) (2.3.18)
e ainda a condicao de normalizacao:
L(x,3(x)) =1, Vx (2.3.19)

A funcao S diz-se a iconal ou fungao distancia do campo de Meyer.

*.

Como Lg(x,v)v = L(x,Vv), pela homogeneidade de L, a condi¢do de normalizagao
(2.3.19) pode ainda ser escrita na forma:

Li(x,3(x)J(x) =1 (2.3.20)
o que, conjugado com a equagao de Carathéodory (2.3.18), implica a condigao:
Sx(x) I(x) = dS(x)(I(x)) =1, Vx (2.3.21)
Notemos que estas condigoes implicam que, se ¢ — x(t) é uma curva integral de J,
isto é, x(t) = J(x(t)), Vt, entao é valida a seguinte “normalizagao”:

%S(x(t)) = dSxu)(x(1))
dS

() (I(x(1)))

— 3S(x(1)
=1
L(x(t),%(t)) (2.3.22)
e & Teorema 2.1 ... Para cada x € U, consideremos o hiperplano afim Hy, em
Ty IR", definido por:
Hy ={veTyR": dS(x)(v)=1} (2.3.23)

e suponhamos que J(x) € um minimo local para a restri¢io da fungao:

v —— L(x,V), v € T, IR" (2.3.24)
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ao hiperplano afim Hy.

— (t), 0 <t <a, uma curva

Sejat — x(t), 0 <t < a, uma curva integral de J et
= S(v(a)). Entao:

prémima®, tal que S(x(0)) = S(v(0)) e S(x(a))

Sx()] < S
Se, além disso, para cada x € U, I(X) é o unico minimo da funcdo (2.53.24), entao
Sx(4)] < Flv(+)], a nao ser que v seja uma reparametrizacao de X.

Dem.: Podemos supor, sem perda de generalidade, que:

S(x(0)) =0 e S(x(a)) =1

Como x(+) é curva integral de J, sabemos que X = J(x) e pela normalizacdo (2.3.21),
Sk(x)% = 1, isto é, £5(x(t)) = 1. Portanto S(x(t)) = t, isto ¢, a curva integral
x(+) pode ser parametrizada pelos valores do nivel das hipersuperficies de nivel de
S que intersecta (as sucessivas hipersuperficies de nivel sao as “frentes de onda” e

as curvas integrais de J sdo os “raios”).

Se £5(y(t)) > 0, podemos também mudar a parametrizacdo de « de tal forma a
que S(v(t)) =t, isto é, a curva v pode também ser parametrizada pelos valores do
nivel das hipersuperficies de nivel de S que intersecta. Sendo assim, diremos que a
curva v estd proxima da curva x se:
— 45(x(t)) > 0, isto 6, S é uma fungao estritamente crescente ao longo de +.
— Vt € [0,a], ¥(t), que agora satisfaz a condi¢do dS(%(t)) = 1, esté suficiente-
mente proximo de J((t)), de tal forma que L(~(¢),4(t)) > L(v(t), I(y(¢))).

Com estas hipoteses, deduzimos entao que:

Liy(),4(t) = L(v(t),3(v(1)))

I
—_
Il
=
i
=
=
¥
=
Il
=
»
=
i
=

e portanto:

v

*.

Podemos interpretar o teorema anterior da seguinte forma - em cada ponto x € U
temos um vector J(x) que representa a direcgao éptima que o raio deve seguir quando
passa em x. Como x(+) é um raio, i.e., é uma curva integral de J, x(-) é, neste sentido,
uma curva optimal - por onde passa, ela segue sempre a direccao éptima. Qualquer outra

3num sentido que serd claro na demonstracio. ..
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curva que parta de x(0) para a frente de onda W, = {x : S(x) = a}, deve violar em
algum ponto esta optimalidade e, por isso, dard um valor maior para §.

Notemos ainda o seguinte: a hipétese (2.3.24) do teorema anterior diz que, para cada
x € U fixo, J(x) é um minimo local para a restrigdo da fun¢ado v —— L(x,V), ao hiper-
plano afim Hy = {v € TxIR" : Sx(x)v = 1}. Portanto, pelo método dos multiplicadores
de Lagrange, sabemos que existe um multiplicador A = A(x) tal que:

Li(x,73(x)) = A(x) Sx(x) (2.3.25)
Aplicando ambos os membros ao vector J(x), e usando a identidade Euler para L, obtemos:

A(x) Sx(x)T(x) = A

I

h/}:/‘\
o

M\_/v

~ (2.3.26)
donde se deduz que A(x) =1 e a equacao (2.3.25) fica:
Li(x,3(x)) = Sx(x) (2.3.27)

que nao é mais do que a ja conhecida equacao de Carathéodory. Obtemos pois uma nova
interpretacao para esta equacao.

Podemos ainda escrever a equacao de Carathéodory na forma mais geométrica que
passamos a expor. Em primeiro lugar, ao campo de direc¢oes J, associamos o chamado
campo de momentos P, pondo, para cada x € R™:

def

P (x) Li(x,3(x)) € TAIR" (2.3.28)

A correspondéncia x — P(x), pode ser vista como uma sec¢ao P : U C R" — T*IR™:
P x+— (x,P(x)), onde P(x) = Lx(x,3(x)) (2.3.29)

ou alternativamente como a 1-forma associada ao campo de direcgoes J € X(U), via
v — Ly(x,V).

Se representamos por @ a forma candnica de Liouville em T*IR", que, em coor-
denadas canénicas é dada por @ = pdx, vemos que a equagao de Carathéodory (2.3.16)
pode ser escrita na forma:

PO = dS (2.3.30)

o que significa que a imagem da seccao P : IR" —— T*IR" é uma subvariedade de
Lagrange em T*IR", isto é:
P*(w) =0 (2.3.31)

onde w = dB = dp A dx é a forma simpléctica candnica em T*IR".
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Se v : [to,t1] — U C IR" é uma curva qualquer que une os pontos Py = ~(ty) a
Py =~(t1), em U, temos que:

S(P) - S(Py) = [y is

= /L,-((x,ic)dx (2.3.32)
~

que é o chamado integral invariante de Hilbert paramétrico *.

Finalmente, recordemos que o Hamiltoniano H correspondente ao Lagrangeano L, foi
definido na secgao anterior através de:

H(x,q) = L(x,%), para todo X =P4(x,q) & q=Qx(x,%) (2.3.34)

Af se viu que:
H(x, Ly(x,%)) =1 (2.3.35)

Dai que , em particular, se obtenha:
1= H(X, L*(Xv j(x))) = H(X7 P(X)> = H(X7 SX(X))
que ¢ a equagao de Hamilton-Jacobi paramétrica, ou equagao iconal:

H(x,Sy) =1 (2.3.36)

& Exemplo 2.4 ... O Lagrangeano 6ptico é:

L(x, %) = n(x) ]|

Portanto:
q = L(x,%x)Lx(x,%X) = n(x)Han(x)Hz—H = n?(x)%x
donde:
HO ) = Lk Rl = 0060 [ = o

4Alids este resultado ndo é inesperado, uma vez que a forma de Poincaré-Cartan, para Lagrangeanos
paramétricos homogéneos reduz-se a:

GL = L,'(dX—ELdt, onde ELZL,'().(—L
= Li(x,%)dx (2.3.33)

jé que a energiade L é B, = Lyx— L = 0. A forma 0y, pode por isso ser considerada como uma 1-forma
(semi-bésica) em TIR".
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Como q = Lp, obtemos ainda 1 = H(x,p) = % e, fazendo p = Sy, obtemos a

equacao iconal da 6ptica geométrica:
VS| =n (2.3.37)

ou (VS)? = n? onde identificamos Sy com V.S, como é habitual.

2.4 Indicatriz. Funcao excesso. Foérmula de Weier-
strass

Na discussao seguinte vamos continuar supor que L é um Lagrangeano paramétrico ho-
mogéneo definido positivo, isto é, para todo o x € R" - L(x,v) > 0, Vv € T, IR", v # 0.

Para cada x € IR", definamos a indicatriz de x, através de:

L ¥ venRr: Lixv)=1} (2.4.1)

Dado um qualquer vector ndao nulo w € T4IR", existe sempre um escalar A = A(w) > 0
tal que A\w € I. De facto, pela homogeneidade de L e por (2.3.17), 1 = L(x, \w) =
A L(x,w), e basta tomar A = 1/L(x,w) > 0. Portanto, cada raio orientado, partindo
da origem de Ty IR", intersecta uma e uma sé vez a indicatriz I, e esta é, por isso, um
conjunto estrelado relativamente a origem em T4IR™ (nao necessariamente convexo).

Fixemos agora um ponto vy € I, de tal forma que:
L(x,vp) =1 (2.4.2)

O hiperplano afim, em TxIR", tangente a indicatriz I, no ponto vg, que designamos por
Il,,, é dado pela equagao (ver a figura 2.4):

Iy, ={veTxR": (v —vy)Li(x,vq) =0} (2.4.3)

Mais uma vez devido a identidade Euler Ly(x,v)v = L(x,V), e ao facto de L ser
definido positivo, a equagao para ll,, pode ser escrita na forma:

0 = Lx(x,vo)v — Lx(x,vo)vy
= Lyi(x,vo)v — L(x,vp)
= Li(x,vo)v—1

isto é:
Li(x,vo)v =1 (2.4.4)
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Figure 2.4: Indicatriz

Representando por pg = L (X, Vo), 0 covector em TrIR" correspondente a vy € TxIR",
podemos ainda escrever a equagao do hiperplano afim II,, na forma:

Iy, ={veTxR": pev=1}, onde po = Lx(x,vp) (2.4.5)
Consideremos agora, para cada x fixo, a fun¢ao L(x, - ) : TxIR" 2 IR" — IR:
X — L(x, %)
O desenvolvimento de Taylor em torno de um ponto vg € T4 IR" é dado por:
L(x,vo+h) = L(x,vq) + Lx(x,vo)h + E(x, vo, h)

Pondo v = vy + h, vem que:

E(x,vo,v) B L(x,v) = L(x,vo) — (v — vo) La(X, Vo) (2.4.6)

que é a chamada fungao excesso de Weierstrass. Como Lg(x,v)v = L(x,v), Vv, vem
que:

E(x,vo,v) = L(x,v)— L(x,vq) — (v —vg)Lx(x, Vo)
= L(x,v) — L(x,vy) — vLi(x,vo) + voLx(X, Vo)
= L(x,v)— L(x,vq) — vLi(x,vq) + L(x,vq)
= L(x,v) — vLi(x,vp)
= v [Lx(x,v) — Lx(x,vo)]
= Vv [pv - pvo]
Resumindo:
E(x,vp,v) = L(X,V) — Py,V (2.4.7)

= [pV - pVo] A\

Recordando agora que o hiperplano tangente Il,,,, a indicatriz Iy, num dos seus pontos
vy (de tal forma que L(x,vp) = 1), tem por equagao:

veTR": Pv,v =1

podemos enunciar a seguinte proposicao:
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e & Proposicao 2.3 ... (i). A condigdo:
E(x,vp,v) >0, Vv e Ik (2.4.8)

significa que a origem 0 e a indicatriz Iy = {v : L(x,v) = 1} estao contidos no
mesmo semi-espago Ey, = {v : py,v < 1} limitado por Il,,,. Além disso, se:

E(x,vo,v) >0, Vv ely, com Vv #vy (2.4.9)

entao 11, intersecta Ix apenas em vy.

(ii). A indicatriz Iy € convezra se e so se:

E(x,vp,v) >0, Vv, v € Iy (2.4.10)

(iii). A indicatriz Iy € estritamente conveza se e SO se:

E(x,vp,v) >0, Vvo,v € Iy, com Vv # v (2.4.11)

Figure 2.5: Indicatriz

Consideremos novamente o hiperplano afim Hy = {v € TxR" :  Sx(x)v =1} e a
fungdo v —— L(x, V), definida em T%IR". Como vimos, uma condigdo necessaria para
que J(x) seja um minimo local da restricao L(x, - )|, ¢ dada exactamente pela equacio

de Carathéodory:
Li(x,3(x)) = Sx(x) (2.4.12)

Aplicando ambos os membros a J(x) e usando a homogeneidade de L, obtemos:
L(x,3(x)) = Sx(x)J(x) (2.4.13)

Quanto a fungao excesso de Weierstrass, dada por (2.4.6), pondo vy = J(x) em (2.4.7), e
usando (2.4.12), obtemos:

E(x,3(x),v) = L(x,v)— v Lg(x,
L(x,v) — v Sx(x) (2.4.14)

Vx e U, Vv € T4 IR", v # 0.
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e & Proposicao 2.4 (Férmula de Weierstrass) ... Consideremos um feize
de Meyer em U C TR", com campo de direccoes I € X(U) e iconal S, e sejam
x(+),¥(:) : [to, t1] — U duas curvas de classe C* em U, tais que %(t) = T(x(t)), Vt,
S(x(to)) = S(v(to)) € Sx(t1)) = S(v(t1)). Entdo:

Sy ()] = 3x()] = /t E((0).3(v(8) A e (2.4.15)
Dem.: Como x(t) = J(x(t)) vem que:
L(x(t),%x(t)) = L(x(t),3(x(t)) = Sx(x(t)) I(x(t)) por (2.4.13)
= SR = TSx(1)
Dai que:

§x()] = /1 L(x(t),%(t)) dt = S(x(t1)) = S(x(to)) = S(v(t1)) = S(v(t0))

_ / 4 Sttt = / Se((t)) 4(t) i
Portanto:

3] - §1x()] = / L) A () d — / L L(x(), (1)) dt

to to

_ / [L(¥(), 4(8) = Sx(v (1)) ¥(2)] dt

to
t1

= E(y(1),3(v(1)), (1)) dt (2.4.16)

to

atendendo a (2.4.14), com x = y(t) e v = ().
.

e & Corolario 2.1 (Weierstrass) ... Seja x(-) : I — IR" uma L-extremal reg-
ular e seja U uma vizinhanga aberta de x(I). Entdo, se x(-) puder ser mergulhada
num feixe de Meyer em U e se a funcao excesso de L for nao negativa, a extremal
x(+) minimiza a acgio §, entre todas as curvas de classe C', em U, que tém as
mesmas extremidades de x(-).

2.5 Discussao geométrica da equacao de Hamilton-
Jacobi reduzida

Seja 0 a 1-forma candnica de Liouville em T*IR", dada, em coordenadas candnicas
5.
(X7 p)7 por N

0 = pdx = Z pidx’ (2.5.1)

=1

5podemos substituir IR" por uma variedade diferencidvel M



2.5. Discussao geométrica da equagao de Hamilton-Jacobi reduzida 91

e w = d a forma simpléctica associada. Localmente w = dp Adx = Y, dp; A da'.
Recordemos que 6 se define por:

Ox.p) (&) = P(dm(§)), peTiR", &€ TuppT R" (2.5.2)

Figure 2.6:

Além disso 0 satisfaz a propriedade seguinte:

e & Proposigao 2.5 (Propriedade tautolégica) ... Se a € Q'IR" ¢ uma 1-
forma em IR", interpretada como uma seccao o : IR" — T*IR", do fibrado 7 :
T*IR" — IR", entao:

a'l =« (2.5.3)
(no membro esquerdo desta férmula, « é interpretada como uma sec¢ao, enquanto
que no membro direito é interpretada como uma 1-forma).

Dem.: De facto, (a*0)x(V) = Oxax)(daxv) = a(x)(drdoxv) = ax(v), Vx €
R", v € TYIR", uma vez que 7w o o = Id.

.

e & Definicao 2.2 ... (i). Uma subvariedade imersa ¢ : A C RE, — T*R", de
dimensao k < n, diz-se uma variedade isotrépica se p*w = 0.

(ii). Uma subvariedade imersa ¢ : A C Ry, — T*IR", de dimensdo n, diz-se uma
variedade de Lagrange ou uma Lagrangeana se p*w = 0.

(iii). Uma subvariedade imersa ¢ : A C Ry, — T*IR"™, de dimensdo n, diz-se uma
variedade Lagrangeana coénica se ¢*0 = 0, onde 0 é a 1-forma candnica de
Liouville em T*IR".

.

E claro que toda a Lagrangeana conica é uma Lagrangeana. Uma Lagrangeana é uma
variedade isotrépica de dimensao maximal (igual a n). Isto resulta do seguinte facto de
algebra linear.
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& Lema 2.1 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico de dimensdio 2n
e S um subespago totalmente isotrépico, isto €, w(u,v) = 0, Yu,v € S. Entdo
dimS <n.

Dem.: Seja (u,v) — (u|v) um produto interno definido positivo em V', e represen-
temos w através de um operador J : V — V' definido por:

w(u,v) = (ulJ(v)), w,veV

Como w é nao degenerada J é um isomorfismo linear. Suponhamos que dim .S >
n+ 1. Entao, como dim (S + J(5)) = dim S + dim J(S) — dim (S N J(S)), viria que
dim (SNJ(S)) > 2 e portanto SNJ(S) # {0}. Suponhamos entao que v € SNJ(S),
com v # 0. Entao v = J(u), para algum u € S e:

0 # (v]v) = (v]J(u)) = w(v,u) =0

o que é absurdo.

Vejamos agora alguns exemplos.

L3

1.

Exemplos 2.2 ...

Ay, = {0} x T IR" = {(x0,p) : P € R"}, onde x¢ € IR} é um ponto fixo, ¢ uma
Lagrangeana cénica.

Ap, = R x {po}, onde pg € T;IR" = IR, é um covector fixo, é uma Lagrangeana
que nao é conica.

Seja I' C IR}, uma subvariedade de dimensao d < n — 1, e Ar o chamado fibrado
conormal a I', definido por:

Ar={(x,p): xel, peT;R", talque (IiI',p)= Plyr = 0} (2.5.4)

O exemplo 1. é o caso especial em que I" se reduz ao ponto xy. Ar é uma Lagrangeana
conica.

Seja I' C IR}, uma subvariedade de codimensao 1, e f : I' — IR uma funcao dada,
com diferencial dfy € T;I', para cada ponto x € I'. Define-se entao:

Ap = {(x, p):xel, peT;IR" talque (T.I',p)=pl,= dfx} (2.5.5)

O exemplo 3. é o caso especial em que I' tem codimensao 1 e f = 0. Apy é uma
Lagrangeana que nao é cénica (a nao ser que f seja constante).

.
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O exemplo seguinte tem importancia crucial para o que se segue - consideremos o
grafico de uma 1-forma o € Q' (IRY):

Ay ={(x,p) e T"R": p=a(x), xcR"} (2.5.6)

e & Proposicao 2.6 ... A, ¢é uma subvariedade Lagrangeana em T*IR" se e so
se a € fechada: do = 0.

Dem.: De facto, pela propriedade tautoldgica, a*@ = «, vem que da = da*@ =
a*df = o*w e, portanto, da = 0 sse a*w = 0, isto é, sse w|y = 0.

.

Quando A, é uma subvariedade Lagrangiana em T*IR", o é fechada e portanto local-
mente exacta, isto é, numa vizinhanca U, de cada ponto de IR, podemos encontrar uma
fungao S : U — IR tal que a = dS. Diz-se entao que S : U C IR" — IR é uma fungao
geradora ou uma iconal (local) para A,. Pomos entdo, neste caso, A, = Agg, em U.
Em coordenadas:

05 . o _ (95
a=dS = S,dx = %dx , e Ay,=A45= {(X,p) P Pp= SX(X) = (dxi (X))izl,...,n}

(2.5.7)

Qualquer Lagrangeana A C T*IR", que (localmente) se projecte difeomorficamente
sobre o espago de configuracao R, é da forma A = A, = A4g, para alguma iconal (local)

S.

Por outro lado, dada uma Lagrangeana A C T*IR", como a forma @ = pdx é fechada
em A, o integral de acc¢ao reduzida [ PPO p dx, definido para todas as curvas contidas
em A, que partem de um ponto fixo F; € A, define uma fungao localmente univoca
W : A — IR, a que chamamos uma fase local em A:

W (P) = /P p dx (2.5.8)

Py

O integral de linha é calculado ao longo de uma qualquer curva em A, que una Fy a P. Se
A (localmente) se projecta difeomorficamente sobre o espaco de configuracao IRy, entao,
como vimos, serd da forma A = A, = Ags, e S = W o a é uma iconal (local) para A.

E claro que as transformagoes canonicas transformam Lagrangeanas em Lagrangeanas.
Por exempo, a transformacao (x,p) — (p, —x) permuta Ay, com Ap,.

Suponhamos agora dado um Hamiltoniano H € C*(T*IR"), que nao depende do
parametro t. Como sabemos, existe conservagao de energia - uma curva integral (x(t), p(t))
do campo Hamiltoniano Xg, isto é, uma solucao das equacoes canonicas:

X = H
{p - (2.5.9)
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esta

Figure 2.7:

sempre contida num mesmo nivel de energia:

Y def {(x,p) € T*IR": H(x,p) = h}, h constante (2.5.10)

Nestas condigoes, temos entao a seguinte proposicao:

s

& Proposicao 2.7 ... (i). O campo Hamiltoniano Xy = Hp0x — Hx0Op €
tangente a hipersuperficie de nivel ¥y,.
(ii).
w(Xy,€) =0, VE e TS, (2.5.11)

(iii). Seja A uma Lagrangeana em T*IR™, contida na hipersuperficie de nivel Y.
Entao o campo Hamiltoniano Xy € tangente a A e, em particular, A contem toda
a curva integral de Xy, sempre que esta intersecta A em algum ponto.

Dem.: Para mostrar (i)., temos que provar que dH (Xpy) = 0. Mas, por definigao,
ix,w = dH. Portanto 0 = w(Xpy, Xy) = (ix,w)(Xy) = dH(Xpy).

Por outro lado, dH (&) = 0, V€ € TY),, uma vez que H é constante em Y. Logo
0=dH(&) =ix,w(&) = w(Xpy, &), o que mostra (ii).

Mostremos agora (iii). Seja P € A C %, e seja {&,---,&,} uma base para o
espago tangente TpA C TpXy. Por (ii)., sabemos que w(Xy,&;) =0,i=1,...,n.
Mas, como TpA é maximalmente isotrépico (a dimensao méxima de um subespago
onde w se anula ¢ n), isto implica que Xy = > N&;, o que significa que o campo
Hamiltoniano Xy é tangente a A.

.

Consideremos agora uma variedade isotrépica Ag, de dimensao n — 1, contida na hiper-
superficie de nivel ;. Por cada ponto P = (xg,po) € Ao, facamos passar uma curva,
integral (x(t),p(t)) do campo Hamiltoniano Xy, com condigao inicial (xg,po) € Ay.
Suponhamos que a variedade A, que assim se obtem, tem dimensao n (o que acontece, se
Xy for transversal a Ag e se ¢ for suficentemente pequeno).
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Figure 2.8:

Entao A serd uma Lagrangeana, de dimensao n, contida na hipersuperficie de nivel
Y. Se A se define localmente por uma equacao do tipo:

p = a(x) = Sx(x) = (S; (X>>i o (2.5.12)

=1,...

isto é, se A for localmente da forma A = Ayg, entao S satisfaz a equagao reduzida de

Hamilton-Jacobi:
H(x,5¢)=h (2.5.13)

Neste caso, a funcao:

Sit,x)

satisfard a equacao de Hamilton-Jacobi:

—ht + S(x) (2.5.14)

S+ H(x,8) =0 (2.5.15)

Suponhamos agora que o Hamiltoniano é homogéneo positivo de grau 1 nas variaveis

p:
H(x,\p) = \H(x,p), YA >0 (2.5.16)

Como exemplos tipicos temos:

e 0 Hamiltoniano éptico H(x,p) = ||p||/n(x), que rege a propagagao dos raios num
meio isotrépico com indice de refrac¢ao n(x).

e As geodésicas de uma métrica Riemanniana podem ser deduzidas do Lagrangeano
L = g;;(x)2'#? ao qual corresponde o Hamiltoniano H = ¢“p;p;. No entanto,
podemos também usar o Hamiltoniano v H = y/ gYp;p;. Para um nivel de energia
H = h constante, as equacoes de Hamilton sao proporcionais com um factor de
proporcionalidade constante. De facto, se H = h constante, entao em >:

Xy =2Vh X s (2.5.17)
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e & Proposicao 2.8 ... O fluro ®;, de um campo Hamiltoniano Xy, associado
a uma Hamiltoniano H, homogéneo positivo de grau 1 nas varidveis p, preserva a
1-forma candnica de Liouville 8 = pdx.

Dem.: E suficiente provar que a derivada de Lie Ly, 0 = 0. Como Xy = H,0x —
Hy0p, vem que:

Lx,0 = Lx,(pdx)
= (ix,d+ dix,)(pdx)
= ix,(dp A dx) + d(pdx(Xg))
= dp(Xp)dx — dx(Xg)dp + d(pHp)
= —Hydx — Hydp + Hydp + pdH,
= —Hydx — pdH,
— 0 (2.5.18)

H

A tltima igualdade deve-se a identidade de Euler pH, — H = 0, que ¢é vélida
atendendo a homogeneidade de H. Dessa identidade obtem-se:

0 = d(pHp) —dH = Hpdp + pd(Hp) —dH
Hypdp + pd(Hp) — Hxdx — Hydp = pd(H,) — Hxdx

que é (2.5.18).
.

Desta proposi¢ao concluimos que o fluxo ®;, de um Hamiltoniano homogéneo positivo
de grau 1, nas varidveis p, preserva a classe das Lagrangeanas cénicas (aquelas onde a
forma @ = pdx se anula idénticamente).

Como ja vimos, dado um ponto xg € IR, a Lagrangeana:
Axo = {xo} X TL R" = {(x0,p) : p € R"}

é conica - é a fibra de T*IR" por cima de x3. Dado um Hamiltoniano homogéneo H,
podemos construir um feixe central de trajectorias de centro xg, projectando no espaco
de configuracao IRY, as curvas integrais de Xy, com condigao inicial (xg,pg), onde py
varia numa variedade inicial dada Vj C Ay,, de dimensao n — 1, tal que:

Vo C Ay, NS, (2.5.19)

Para t > 0 teremos uma certa variedade V;, em T*IR", também de dimensao n — 1,
cuja projeccao no espaco de configuragao IRy é a chamada frente de onda, no instante
t, correspondente ao feixe central de trajectoérias de centro xg.

Consideremos agora uma Lagrangeana cénica qualquer A, em T*IR", (portanto dim A =
n, e pdx|, =0).
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Figure 2.9:

A respectiva projeccdo, no espago de configuracao IRy, tem dimensdo < (n —1). De
facto, se & = adx + bd, é um vector tangente a A, num dos seus pontos (x,p) € A, entdo
dm (&) = adyx onde a x-componente a, tem que satisfazer a equagao linear:

0 = (pdx)(§) = (pdx)(ady + bdy) = ap

Portanto, o espaco tangente a projecgao m(A), tem uma dimensao < (n — 1). Em par-
ticular, A nao pode ser definida como grafico de uma 1-forma (mesmo localmente), o que
impede de gerar A por uma iconal (local), contrariamente ao que eventualmente acontece
com variedades nao cénicas.

Por isso, de forma andloga ao caso anterior, em que A = Ay, consideramos uma
variedade inicial Vj, de dimensao n — 1, contida em A, e definida por H = h (constante):

Vo C ANy,

Dado um Hamiltoniano homogéneo H, construimos entao o “tubo de trajectorias” de
Xp, com “base” em V. Por outras palavras, varremos V; pelo fluxo de Xp. Desta forma
obtemos uma Lagrangeana A, contida na hipersuperficie de nivel H = h (constante):

A=U, @,(Vp) (2.5.20)

Sob certas condigoes, pode acontecer que A seja ja gerada (localmente) por uma certa
iconal S, de tal forma que p = Sx(x), onde S verifica a equagao reduzida de Hamilton-
Jacobi:

H(x,5%) =h (2.5.21)

Como A é cénica, a forma @ = pdx anula-se em Vy C A. Portanto ela também se
anula em cada superficie V; = ®,(14), ja& que, como vimos, o fluxo &, preserva a forma 6.
Mas isto implica que a fase local:

P
W(P) = / pdx
Py
definida em K, é constante em cada V; = ®,(1}), Vi. Vemos pois que as superficies de
nivel S(x) =constante, onde S = W o «, confundem-se exactamente com as projecgoes
das superficies V; sobre o espaco de configuracao Ry, isto é, com as frentes de onda.
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2.6 Aplicacoes a 6ptica geométrica

2.6.1 Construgao das frentes de onda a partir dos raios

Consideremos a equacao de Hamilton-Jacobi:
1
H(x,dy(x)) = 3 (2.6.1)

correspondente ao Hamiltoniano:

2

H(x,p) = % (2.6.2)

em T*IR?®, munido das coordenadas candnicas x = (z,y,2) e p = (p,q,7). As equacdes
candnicas sao dadas por (2.2.35):

x = H,
{p _ & (2.6.3)

Uma solugao de (2.6.3) estd contida em H~*(1/2):

1

H(x(t) p(1) = ; (2.6.4)

O problema que vamos agora discutir é o seguinte: supondo que sabemos resolver as

equagoes canénicas (2.6.3), pretendemos calcular uma familia de frentes de onda 1 = ct,

onde ¢ é uma solugao da equagao de Hamilton-Jacobi (2.6.1) que satisfaz a condigao

inicial:

(b)) = F(u), w= (&) € UCR? (2.6.5)

Aqui x = ¢(u) é a representacio paramétrica de uma superficie I' em IR? (eventualmente

degenerada), e F' = F(u) é uma fungao dada. T' pode representar, por exemplo, um

obstaculo, a fronteira entre dois meios épticos ou pode reduzir-se até a um ponto. A

familia de frentes de onda que pretendemos construir, e que satisfazem as condigoes iniciais
(2.6.5), dadas em I', pode consitir de ondas incidentes, reflectidas ou refractadas.

Suponhamos que ¥ = 1¥(x) é uma solugao da equacao de Hamilton-Jacobi (2.6.1).
Entao as superficies ¢ = ct determinam uma familia a um parametro de frentes de onda e
uma familia a dois parametros de raios ortogonais a essas frentes de onda. Seja x = x(7)
um desses raios e Py = x(7), P = x(71) dois pontos nesse raio. O comprimento éptico
entre esses dois pontos:

V(P P) = /de
T1

= Y&+ Yy + 2 dr

70

AR

70

= / n?dr (2.6.6)
70
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¢ dado pela diferencga:
V(P) —(FP) = / n® dr (2.6.7)

T0

E pois natural considerar o seguinte método para calcular a solucao do problema anterior
- por cada ponto ¢(u) da superficie inicial I', fazemos passar o tinico raio que por ai passa
no instante 7 = 0, isto é, a projeccao x(u;7) da solugdo das equagbes canédnicas (2.6.3)
com condic¢ao inicial:

x(u; 7 =0) = ¢(u), p(u;7 =0) = po(u) (2.6.8)

Aqui ¢(u) é dado, enquanto que po(u) deve ser calculado de modo assegurar as condigoes
iniciais. Como pretendemos que:

devemos ter, pela regra da cadeia, que:
d¢¢(u) odg, = dF,, Yu (2.6.9)
Pondo:
pO(u) = deS(u

a equagao (2.6.9) implica que (¢¢(u), po(n)) = Fe(u), (¢, (u),
equagoes devemos acrescentar ainda a equagao H (¢(u), po(u)
cada u = (£, 1), as trés equagoes:

Po(u)) = F(u). A estas
) = 1/2. Portanto, para

) = Fe(u)
) Fy(u)

H(p(u), po(w)) = 1/2

que, em principio, determinam py = p(u; 7 = 0).

Mais formalmente, ® : u — (¢(u), po(u)), onde po(u) é determinado pelas equagoes
(2.6.10), define uma subvariedade isotrépica de dimensdo 2 em T*IR?, contida em {H =
1/2}. De facto as duas primeiras equagoes sao equivalentes a:

O*(pdx) = dF = O(dp Ndx) =0 (2.6.10)

Movendo esta subvariedade sob a acgao do fluxo do campo Hamiltoniano Xy (que é
tangente a {H = 1/2}), supondo que Xy ¢é transversal, obtemos uma subvariedade La-
grangeana (dimensao 3) contida em {H = 1/2}, que localmente é da forma grafico de d,
e portanto este 1 é a solucao pretendida da equacao de Hamilton-Jacobi (2.6.1).

Pomos portanto:

J@mﬂZF@m+/1Mx (2.6.11)

onde r; é a tnica solu¢do das equagbes canénicas (2.6.3) que une (¢(u),pg), com co-
ordenadas (§,7,0), ao ponto (£,1,7). Por (2.6.6), sabemos que o integral fTT pdx da
exactamente o comprimento 6ptico [ n?dr desse raio.
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E claro que estamos a supor que, numa vizinhanca da superficie I', em IR, cuja repre-
sentacdo paramétrica é x = ¢(u) = ¢(&,n), podemos escolher (£, 7, 7) como coordenadas
. . . 0 . A~
locais, o que acontece se o determinante Jacobiano % # 0. Sendo assim, pomos

finalmente:

V(z,y,2) = €2,y 2),n(2,y, 2), 7(2, y, 2)) (2.6.12)
onde J(f, n,T) é definida por (2.6.11).

Resta provar que (2.6.12) é a soluc¢ao procurada. E 6bvio que »(&,n,0) = F(&,n).
Por outro lado, como H (¢(u),po(u)) = 1/2 e H é um integral primeiro das equagoes
canodnicas, deduzimos que:

H(x,p) =1/2 (2.6.13)
Resta entao provar que:
p = dy(x) (2.6.14)
Derivando (2.6.11) em ordem a 7 vem que:
Uy = px, (2.6.15)

Derivando agora (2.6.11) em ordem a & vem sucessivamente que:

Ve = Fg—i-/o pngdT—l—/O px¢r dT
= F¢+pxe — (pxel,_) +/ [Pexr — prXe] dr
0

= Ppx¢ —|—/ [peHp + Hxxe| dr
0

pPx¢ + TaHd
= X [ 7—
) o

— pxe (2.6.16)

atendendo as equacoes candnicas, a que Fr = px¢| _, e ainda a H = 1/2. Analogamente

se obtem que 1, = pX,, e reunindo as trés equacoes obtemos:

=
e = PXe
by = PX, (2.6.17)

Por outro lado, como ibv(f, n,7) =Y(x(&,n, 7)), vem que:

Ur = e X
Ve = P Xe
by = Uy X, (2.6.18)
e finalmente, (2.6.17) e (2.6.18) implicam que:
p = dip(x) (2.6.19)

como se pretendia.

Vamos aplicar esta teoria em duas situagoes concretas:
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2.6.2 Propagacao das frentes de onda através de uma descon-
tinuidade do meio. Lei de Snell

Suponhamos que a superficie I', parametrizada como antes por x = ¢(u), separa dois
meios notados por 1 e 2, respectivamente. O meio 1 supoe-se homogéneo e isotrépico com
indice de refracgao ny. Seja 11(x) = ct um sistema de frentes de onda que se propaga no
meio 1, e suponhamos que:

U1(é(u)) = F(u) (2.6.20)

Cada uma das frentes 1); = ct da origem a uma frente da familia i = ct que se propaga
no meio 2. E natural supor que, em cada ponto ¢(u) € I', a frente do meio 2 tem o
mesmo valor da frente do meio 1, que intersecta I' em ¢(u), nomeadamente o valor F'(u).
Queremos pois determinar a familia 1)y = c¢t, que se propaga no meio 2, e que satisfaz:

U2(@(u)) = F(u) (2.6.21)

De (2.6.20) deduzimos, pela regra da cadeia, que:

(A1) gy ([du(V)) = dFu(V), VYV € TLIR?

ou, pondo (dwl)d)(u) = p1:
{ (@c(u),p1) = Fe(u)
(@,(n),p1) = Fyu)
o que permite calcular as derivadas de F'. Para calcular agora ps, que permitird o calculo
de 1y, de acordo com a secgao anterior, temos que resolver as equagoes (ver (2.6.10)):

<q’)£(u), P2) = F&(u)
(p,(0),p2) = Fy(u)
H2 (¢(u)7p2) = 1/2

em ordem a ps. Subtraindo a primeira e segunda equagoes (2.6.22) das primeira e segunda
equagoes (2.6.22), respectivamente, obtemos:

(pe(u),p1 —p2) = 0
(p,(0),p1—P2) = 0
H, (¢(u), p2) = 1/2

Se este sistema nao tiver solucao, nao havera frentes de onda penetrando no meio 2. Se
tiver solugao havera frentes penetrando no meio 2. Seja:

N(u) = ¢¢(u) x ¢, (u)

o vector normal a I', no ponto ¢(u). As duas primeiras equagoes em (2.6.22) dizem que
p1 — p2 ¢ colinear com N, digamos p; — p2 = AN, e portanto:

pi x N=ps x N (2.6.22)
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Esta férmula diz que a normal a onda incidente, a normal a onda refractada e a normal a
superficie I' sao coplanares. Por outro lado, da definicao do produto vectorial, deduzimos
a lei de refraccao de Snell:

P2l sin s = [|p1]| sin¢y (2.6.23)

onde ¢, e ¢9 sa0, respectivamente, os angulos que p; e ps fazem com N. Como ||p:|| = ny
e ||p2|l = n2, a lei de Snell pode ser escrita na forma:

N9 sin d)g =Ny sin gbl (2624)

Figure 2.10: Lei de refraccao de Snell.

Além da familia ¢y = ct, que se propaga no meio 1, existe uma outra familia 13 = ct,
que se propaga também no meio 1, e que satisfaz as condicoes de fronteira indicadas. Para
determinar esta familia, introduzimos um (co)vector ps, e as equagoes:

<¢g(u)>P3—P2> =0
(¢,(n),ps —p2) = 0

Hy(¢(u),ps) = 1/2
Usando exactamente os mesmos argumentos, deduzimos que p3 — p;1 = LN, e portanto:
ps X N=p; xN (2.6.25)
e finalmente:
ny sin g3 = nq sin ¢ (2.6.26)

Da figura 2.10, deduzimos que ¢3 = m — ¢1 e, como antes, p1, p3 € N sao coplanares. A
equagao (2.6.26) é a lei da reflexdo para meios isotrépicos.

2.6.3 Principio de Huygens

Vamos agora aplicar a teoria anterior a situacao em que I' é ela propria uma frente de
onda, digamos 1 (x) = 0. A funcao F'(u) é portanto a funcao nula, e as equagoes (2.6.10)
sao agora:

) =0
" ) =0
H(¢(u),po) = 1/2
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ja que Fy = 0 = F,), enquanto que a equacao (2.6.12) para as frentes de onda é:

V(& n,T) = / pdx (2.6.27)

onde 7, é a unica solu¢ao das equagoes candnicas (2.6.3) que une (¢(u), pg), com coor-
denadas (£,7,0), ao ponto (£,n,7). As duas primeiras equagdes em (2.6.27) determinam
uma recta de (co)vectores ortogonais ao espago tangente a I' = {¢) = 0}, no ponto ¢(u). A
terceira equagao determina entao a intersecgao dessa recta com a hipersuperficie H = 1/2.
Por exemplo, num meio isotrépico, com H = p?/n?, onde p? = p - p, temos duas solugoes
para (2.6.27) que determinam duas familias de frentes - uma propaga-se para um lado de
I' e a outra para o outro lado.

Suponhamos agora que I' degenera num tnico ponto I' = x, de tal forma que a fungao
¢ é agora constante (e igual a xy). Neste caso, as equagoes (2.6.27) reduzem-se a uma
unica:

H (x0,po) = 1/2 (2.6.28)

Com xq fixo, (2.6.28) representa uma superficie no espago cotangente T;(‘O]RS, e pode
localmente ser parametrizada por dois dos parametros (po, qo, 70) = Po-

Seleccionemos agora uma familia a dois parametros de solugdes (bicaracteristicas)
das equagbes candnicas (2.6.3), digamos:

x = X(po;7)
2.6.29
{ P = P(po;T) ( )
determinadas pelas condigoes iniciais:
x(po;7=0) = xq
2.6.30
{ p(Po;7=0) = po ( )

onde, para cada xg, po € solugao de (2.6.28). A frente de onda é entao determinada por:

(poi ) = / pdx (2.6.31)

onde 7, é a bicaracteristica acima referida. Estas solugoes especiais da equagao de
Hamilton-Jacobi, dizem-se ondas esféricas ou onduletas (wavelets), e a funcao:

V(Py, P) = V(xo,x) / pdx (2.6.32)

¢ a chamada funcao caracteristica pontual de Hamilton. Recorde que o integral
J.. pdx é igual ao comprimento éptico [ n?dr, do raio . e, portanto, V(F, P) é igual
a distancia optica entre os pontos Fy e P;.

Com a ajuda das onduletas V (P, P) podemos dar um outro método, que se deve a
Huygens, para a construcao das frentes de onda ¢ = ct tais que ¥» = 0 é a superficie
inicial T'.

Suponhamos que a superficie inicial I' é dada parametricamente por:

Xp = ¢(u)v u = (5777) (2633)
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Cada ponto xy € I' determina a familia de onduletas:
V(wx) = V(%) = ct (2.6.34)

e, quando u = (&, n) varia e para um certo t fixo, obtemos uma familia a dois parametros
de frentes de onda. Vamos mostrar que a envolvente desta familia é uma frente de onda
1 = ct da familia determinada por I', tal que ¢ = 0 é exactamente I

De facto, essa envolvente é obtida eliminando £ e n nas equagoes seguintes:

V(€ mx) = ct
Ve(€mix) = 0
Val&mx) = 0 (2.6.35)

Em geral, consegue-se esta eliminagao resolvendo as duas ultimas equagoes em ordem a &
e n, como fungoes de x, e substituindo na primeira, para obter uma funcao:

b(x) = V(E(x),n(x);x) = ct (2.6.36)
Pondo x = (z,v, z), obtemos entao as seguintes derivadas:

Yy = Ve&+Viny +V, =V,
V.

v, = V& +Vin. +V, = (2.6.37)

ja que Ve = 0 = V;,. Mas isto significa que Vi) = VV, isto é, a frente de onda que passa
em x ¢é tangente a onduleta que passa nesse mesmo ponto X.

Como V' (&, n; x), como funcao de x, satisfaz a equagao de Hamilton-Jacobi H (x, dV (x)) =
1/2, também 1 a satisfaz, ja que di)(x) = dV(x). Portanto ¢ é uma frente de onda. Resta
mostrar que, para t = 0, 1) = 0 é exactamente I'. Das equagoes (2.6.35) podemos deter-
minar x como fungao de &, 1, t:

x =x(§,n,1)

Para cada t fixo, estas equagoes dao uma representacao paramétrica da superficie ¥ (x) =
ct. Em particular, para t = 0 obtemos uma representacao paramétrica da superficie

P(x) = 0.

2.7 Apéndice. Equacoes de Maxwell e 6ptica geométrica

2.7.1 Propagacao da luz num meio isotropico nao homogéneo

O campo electromagnético é caracterizado por dois campos de vectores em IR?, de-
pendentes do tempo:

(t,x) — E(t,x) = (Ei(t,x), Ex(t,x), E3(t,x)) € R? campo eléctrico
(t,x) ——— H(t,x) = (H,(t,x), Hy(t,x), H3(t,x)) € R®> campo magnético
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enquanto que as propriedades do meio s@o caracterizadas por duas fungoes escalares (que
nao dependem do tempo):

(t,x) — €(x)€R  constante dieléctrica

(t,x) — u(x) € R  permeabilidade magnética
Os campos E e H satisfazem um sistema 6 PDE’s (lineares de primeira ordem):
[M1]. ‘E;, = VxH
[M2]. PH, = -VxE
as quais é habitual adicionar mais duas equagoes:
[M3]. V-(eE) = 0
[M4]. V-(rH) = 0

onde V = (0,,0,, 0,), que dizem que nao existem fontes (cargas ou correntes) de electri-
cidade ou magnetismo. Recorde que V- =div e VX =rot.

Tomando os produtos internos de [M1] com E e de [M2] com H, respectivamente, e
somando os resultados, obtemos:

1
~(¢E-E +pH-H)-E- (VxH) +H (VxE)=0

Como:
H- (VXE)-E-(VxH)=V-(ExH)

vem que:

cV-(ExH)+ %(eEer,uHQ):O

DO | —

onde pusemos E? = E-E e H2 = H - H, ou ainda:

%\8% (eE* + uH2)1+div i(E xH) =0 (2.7.1)
E(t,x) P(t.x)
onde definimos:
E(t,x) = & (cE?+pH?), energia do campo
P(t,x) = Z(ExH), vector de radiagao

Temos entao a seguinte equagao de continuidade (ou conservagao):

o o
5 +divP =0 (2.7.2)
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Se D ¢ IR? é um dominio fechado cujo bordo D é uma superficie fechada, temos que:

o€ .
0 = /D(E—f—dlvP) av

= g 5dV+/diVPdV
- 2/ 5dV+/ P.dS (2.7.3)
ot Jp oD

O primeiro integral representa a variacao temporal da energia total do campo em D
e, portanto, o segundo integral representa o fluxo de energia através da superficie 0D.
Portanto o campo P = ;= (E x H) ¢ interpretado como o fluxo de energia.

2.7.2 Representacao integral das equacoes de Maxwell

Consideremos uma subvariedade compacta orientavel de dimensao 4, V C ]Rf‘x, cujo

bordo I' = 9V é uma hipersuperficie fechada orientada pela normal exterior N. Se 9V for
dada (localmente) por uma equagao do tipo ¢(t,x) = 0, o campo de vectores N é dado
por:

grady (41, ¢x)

lgrad ¢ Vo7 + o2

O resultado mais importante de que faremos uso sistematico é a férmula de Gauss,
que nos permite transformar equacoes que envolvem derivadas de um campo de vectores
Fe %(IF{4) em equagoes que envolvem apenas o campo.

N(t,x) ==+

e & Proposicao 2.9 (Teorema de Gauss) ... Seja F' um campo de vectores
de classe C' definido num aberto que contem uma subvariedade compacta orientdvel
n-dimensional V' C IR", com bordo OV . Entdo:

/didev = / F-Ndo
1% v

n

= Z/avFiNida

=1

= Z/ (=)' Fide' Ae- Adai Ao Ada™ (2.7.4)
i=1 YOV

onde F = (F;), N=(N;) edivF =5, 24

i Oxt”

.

Na nossa situacao F' = (0,€¢E) ou F' = (0,uH), isto ¢, em ambos os casos a t-
componente é nula. Portanto, no segundo membro dos integrais anteriores, apenas figura
a projeccao N da normal N no x-espaco IR®. Obtemos entao:

/V div (¢E)dv = /8 B Nydo (2.7.5)
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Figure 2.11: .

/div(,uH)dU = / uw(H-N)do (2.7.6)
v ov

Mas, como por [M3] e [M4], div (¢E) = 0 = div (uH), concluimos que:

e & Proposicao 2.10 ... Qualquer que seja a hipersuperficie fechada orientada,
I' em RY, tem-se que:

/E(E-N) do = 0 (2.7.7)
/[L(H-N) do = 0 (2.7.8)

onde N € a projeccio, em IR2, da normal esterior N o T.

.

Notemos que as condigoes (2.7.7) e (2.7.8) foram deduzidas das equagoes de Maxwell
[M3] e [M4], sob as hipdteses de que ¢, u, E e H sao de classe C'. Neste caso, aten-
dendo a (2.7.5) e (2.7.6), essas condigdes s@o de facto equivalentes as equagoes div (eE) =
0 = div (uH). No entanto, estas condigoes (2.7.7) e (2.7.8) podem ser aplicadas direc-
tamente, mesmo quando qualquer das fungdes envolvidas sdao descontinuas (desde que
sejam integraveis, é claro!). Alids o nosso objectivo é ver quais as condigbes que devem

ser verificadas por essas possiveis descontinuidades e que podem ser deduzidas de (2.7.7)
e (2.7.8).

Se no teorema de Gauss (para n = 4), F tiver apenas uma componente nao nula,

digamos F}, para um certo i € {0,1,2,3} fixo, vem que [, & dv = [, F,N;do, donde

se deduzem, fazendo os calculos componente a componente, as seguintes férmulas:

/ (VX E)dv = / (N x E)do (2.7.9)
14 oV

/ (Vx H)dv = / (N x H) do (2.7.10)
14 oV
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Apliquemos estas formulas as equagoes de Maxwell [M1]: V x H — ¢E; = 0 e [M2]:
VxE+£H,; = 0. Recordando que € e z nao dependem de ¢, de tal forma que €E, = (cE),
e uH; = (uH),;, vem que:

O:LA(VXH—EE)M::L;OVXH—EME>®- (2.7.11)

0::L(VXE+%E>M:iLXNxE+%%H>M (2.7.12)

onde pusemos N = (Ny,NN). Como V é arbitrario, concluimos que:

e & Proposicao 2.11 ... Qualquer que seja a hipersuperficie fechada orientada,
I' em R, tem-se que:

/«NxH—fME>w - 0 (2.7.13)
r &
/(NxE+ﬁ%H>w - 0 (2.7.14)
r C

onde N = (No,N) € a normal exterior a I'.

.

Novamente notamos que estas condig¢oes envolvem apenas os campos E, H e as fungoes
€, /1, € ndo as suas derivadas. S@o equivalentes as equacoes de Maxwell [M1] e [M2], se
essas derivadas existirem e forem continuas, mas sao mais gerais, no sentido em que devem
ser verificadas também por campos ou fungoes descontinuos.

2.7.3 Propagacao das descontinuidades. Frentes de onda

Os campos da 6ptica geométrica sao, por definicao, os valores dos campos electromagnéticos
E e H, na fronteira que separa a regiao onde esses campos sao nulos da regiao onde sao nao

nulos. No espago IR;{X esta fronteira é uma certa hipersuperficie ¢(t,x) = 0. Quando sec-

cionamos essa hipersuperficie por hiperplanos ¢ = constante, e projectamos as sec¢oes no

espaco IR2, patalelamente ao eixo dos t's, obtemos uma familia de superficies ¥(x) = ct.

Para cada t fixo, a superficie ¢)(x) = ct é a fronteira, no espaco IR?, atingida pelos campos

electromagnéticos E(t,x) e H(¢,x), no instante ¢. Estas superficies chamam-se as frentes

de onda. Os valores de E e H, num ponto x e no instante ¢t = ¢(x)/c, constituem os

campo da déptica geométrica no ponto x:

E* (t’ X) = E(¢(X)/C’ X)> H*(t’ X) = H(¢(X)/C7 X)

Os raios electromagnéticos sao as curvas ao longo das quais a energia do campo da
Optica geométrica flui. Em meios isotrépicos, esses raios sao as trajectérias ortogonais,
no espaco IR2, & familia de frentes de onda ¢ = ct.

Vamos agora aplicar as relagoes integrais (2.7.7), (2.7.8) e (2.7.13), (2.7.14) ao prob-
lema seguinte:
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e & Problema 2.3 ... Seja ¢(t,x) = 0 uma hipersuperficie, em R*, na qual
€, 1, E ou H sao descontinuos. Deduzir as condigoes de descontinuidade a que
devem obedecer os campos E e H em ¢ = 0.

.

Para isso consideremos uma hipersuperficie fechada I', que é dividida em duas partes
I'y e T'y, por p = 0. Seja I'y a parte de ¢ = 0 que esta dentro de I' (ver a figura 2.12).

Figure 2.12: .

A normal a ¢ = 0 é proporcional a grad ¢ = (¢, px). Se p € {¢ = 0}, representamos
por [E](p) a descontinuidade de E em p:

Ep) ¥ m B - lm E) (2.7.15)
q—p q—Dp
(]EVl qEVQ
E;EP) E;Ep)

e analogamente para [H], [e] ou [u].

Vamos agora aplicar a relagao (2.7.13) a hipersuperficie fechada I' = 'y + I'y:

/ (N x H — N, E) do = 0 (2.7.16)
I'1+T2 c

Mas (2.7.13) devera ser também vélida em I'; + I'y:

/mro (NXH—§N0E> do — /F(
:tL( xH—S%E)M
do

N
+/ <<Px x Hy — 6—1<,0tE1> — =0 (2.7.17)
To C

Vi + 2

NxH—EMﬁgmrﬁ/<NxH—S%E>w
C To C

ja que, em I'y, se tem:

N=|Ny=—2 _ N—__Px
Vi + 2 Vi + 2
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Como, por outro lado, (2.7.13) devera ser também valida em I'y + Iy, e como agora, em
I'y se tem:

N N-
\/Sot—i_gpx

N = ——ﬁL—>
Vi + o2

Vem que:

/‘ (NxH—fME>m-:t/(NxH—meerﬁ/<NxH—5%E>m
I'2+T0 c T ¢ o ¢

:tL(NxH—E%E)M

d
—/<%xHrf%mg——i——:0 (2.7.18)
To c

Vi + 2

Agora adicionamos as duas equagoes (2.7.17) e (2.7.18) e subtraimos a equagao (2.7.16),
para obter:

do
/ (‘;Ox X (H2 — Hl) — %(EQEQ — €1E1)> — =0 (2719)
To

Vi + 2

e como (2.7.19) deverd verificar-se para toda a parte I'y de {¢ = 0}, deveremos ter:

o x [H] — % [€E] = 0 (2.7.20)

Consideremos agora a equacao integral (2.7.7): [.€(E - N)do. Aplicando-a as su-
perficies I'y + 'y, I'y + g e I's + I'y, obtemos sucessivamente:

/F e(E-N)da+/ (B-N)do = 0

1)
/(EN)d+/(E ) do 0
e(E - o aEl - py) ———— =
Iy To o \/903"‘90,2(

do

e(E-N da—/ eEs px) —— = 0 2.7.21
/FQ< o= [ (B ) (2.7.21)

donde deduzimos que:

/ (€2E2 - €1E1) cpx ———= =0
1)

e portanto:

[E] - ox = 0 (2.7.22)

Da mesma forma, usando as outras duas equacoes integrais, obtemos mais duas
equagoes (basta trocar € com g e E com —H). Resumindo toda esta discussao, temos a
seguinte:
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e & Proposicao 2.12 ... Um campo electromagnético que seja descontinuo numa
hipersuperficie p(t,x) = 0, onde x = (z,y, z), deve satisfazer as sequintes condigoes
de descontinuidade:

(pxx H]—2[E] = 0
px x [E]+ 2 [u1H] = 0
[CD] ... (2.7.23)
Px - [EE} = 0
V(t,x) € Tg={p =0}
&
Vejamos alguns exemplos:
& Exemplo 2.5 ... Suponhamos que a superficie de descontinuidade é estacionéria

(independente do tempo t):
p(x,t) =¥(x) =0

e que € e u sao descontinuos em ¥ = {x € IR* : 1)(x) = 0}. ¥ representa pois a superficie
de separacao entre dois meios 6pticos. Como neste caso p; = 0 e px = Yy = V), as
equagoes (2.7.23) tém a forma:

Vi x [H] = 0 = Vi x[E]
{W-[EE] = 0 = V¢-[uH] (2.7.24)

Vx € 3,Vt € R. O vector ¢)x = Vi é perpendicular a ¥. Portanto Vi x [H] e Vi) x [E]
sao determinados pelas componentes tangenciais de H e E, respectivamente. Por outro
lado, V4 - [eE] e V1 - [uH] s@o determinados pelas componentes normais de [¢E] e [tH],
respectivamente. Portanto as equagoes (2.7.24) dizem que:

e as componentes tangenciais de H e E e as componentes normais de eE e pH sdao
continuas em qualquer superficie de descontinuidade estaciondria de € e .

& Exemplo 2.6 ... Suponhamos que e = u = 1 e que, no instante ¢t = 0, os vectores
E(x,0) e H(x,0) sdo nulos apenas numa pequena bola de raio § > 0, centrada na origem
de IR*. O que se espera é que, com o evoluir do tempo, este campo electromagnético se
expanda de tal forma que, num certo instante ¢t > 0, os vectores E e H sejam nao nulos
numa esfera de raio o + ct. Por outras palavras, o que se espera é que a superficie que
separa a parte do espaco que ainda estd em repouso, ainda sem a influéncia do campo
electromagnético, da parte ja excitada por esse campo, evolua no espaco quando o tempo
avanca. Uma superficie deste tipo chama-se sugestivamente uma frente de onda. Assim,
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por exemplo, na situagao atras descrita, as frentes de onda serao as esferas concéntricas
de equacao:
p(x,t) = [|x[| =0 —ct =0

Se os valores iniciais dos campos E(x,0) ou H(x,0) s@o nao nulos na esfera inicial de raio
0, entao esta esfera é uma superficie na qual o campo electromagnético é descontinuo.
Quando t > 0 os correspondentes valores do campo na frente de onda ¢(x,t) = ||x|| —
0 — ct = 0 s@o também nao nulos, pelo que o campo electromagnético é ainda descontinuo
nessa frente de onda. Um observador situado no ponto x interpreta essa descontinuidade
como um sinal que o atinge quando a frente de onda passa em x.

.

2.7.4 A equacao iconal da 6ptica geométrica

Suponhamos agora que p(x,t) = 0 representa uma hipersuperficie onde E ou H séo des-
continuos. Admitamos ainda que, quer € quer pu, sdao ambos continuos num aberto que
contem a hipersuperficie p = 0, e vejamos a que condigoes deverd satisfazer .

As duas primeiras condigoes de descontinuidade (2.7.23) dao neste caso:

ox x H] — €2 [E] = 0
(2.7.25)
ox X [E]+p2H] = 0

que sao seis equagoes escalares lineares homogéneas para as componentes de [E] e [HJ.
Se este sistema admite solugoes nao nulas, como estamos a supdr que sim, entao os
coeficientes desse sistema deverao satisfazer certas condigoes que passamos a deduzir.
Podemos supor que ¢, # 0, caso contrario estariamos na situacao descrita no exemplo
2.5. Notemos ainda que se E = 0 entao H = 0 e vice-versa, e, por isso, podemos supor
que ambos E e H sao nao nulos em ¢ = 0.

Resolvendo a primeira equagao em (2.7.25), em ordem a E, e substituindo na segunda

obtemos: »
X (ipx x [H]) + =3 [H] = 0

Finalmente, aplicando a igualdade de Lagrange, obtemos:

(i - [H]) 0 — 2 [H] + 07 [H] = 0 (2.7.26)

Mas a tltima equagao em (2.7.23) diz-nos que (atendendo a que p é continua) ¢ -[H] = 0,
e portanto, uma vez que H # 0, obtemos finalmente a equacao:

P—L2—0 em =0 (2.7.27)
C

onde cpi = Px * Px-
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De facto esta equagao nao é uma verdadeira PDE para ¢, ji que apenas devera
verificar-se em ¢ = 0. Mas como estamos a supor que ¢; # 0, podemos resolver ¢(x,t) = 0
explicitamente em ordem a ¢, para obter:

p(x,t) =1(x) —ct =0
A equagao (2.7.27) fica agora na forma:
(V)2 — e =0 (2.7.28)

ou mais explicitamente:

P2l — e =0 (2.7.29)
que é agora uma verdadeira PDE para ¢ = 1 (x), que se diz a equagao eikonal da
optica geométrica. As respectivas solucoes sao as frentes de onda da éptica geométrica.

No que se segue, vamos concentrar a nossa atencao nos valores do campo electro-
magnético em ¢ = 0, ou, equivalentemente, nos valores que eles tomam sobre as frentes
de onda ¢(x,y, z) = ct, & medida que elas avancam no espaco, quando t cresce. Estes
valores particulares do campo chamar-se-ao sinais. Estes sinais constituem o chamado
campo da optica geométrica.

Os valores do campo electromagnético E e H na frente de onda v (x) = ct, podem ser
representados pelas fungoes vectoriais:

B = B(x )

H(x) = H(x, %@/J(x)) (2.7.30)

e portanto E*(x) e H*(x) dao o valor do sinal que é observado no ponto x, no instante
t = %w(x)

Recordemos agora que os valores dos campos E e H, em ¢ = 0, sao exactamente os
valores das descontinuidades destes campos. Portanto eles devem verificar as condigoes de
descontinuidade (2.7.23). Em particular, as duas primeiras equagoes dizem que, atendendo
a (2.7.30), e ao facto de estarmos a admitir que € e p sdo continuas:

Pt

o x H —ZLems = 0
C
o xE 4+ 2 H = 0 (2.7.31)
C
e, como p = 1) — ct, o que implica que ¢; = —¢, vem que:
VyxH" +eE* = 0
Vi x E* — pH' = 0 (2.7.32)

Tomando o produto interno destas duas equagoes com Vi, e, em seguida, o produto
interno da primeira com H* ou da segunda com E*, obtemos:

vy -E* = 0
vy -H = 0
H-E* = 0 (2.7.33)

isto é:
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e Os vectores E*, H* e Vi sao sempre ortogonais. Além disso, como Vi € perpen-
dicular a frente de onda 1) = ct, os vectores E* ¢ H* sao tangentes a frente de onda

Vv =ct”.

Notemos que as equagdes (2.7.32) sao 6 equagoes lineares homogéneas nas 6 compo-
nentes de E* e H*. Como ¢ —ct = 0 é uma superficie de descontinuidade, esses campos E*
e H* sdo nao nulos (se um ¢é nulo, o outro também o é). Portanto, o determinante desse
sistema tera de ser nulo, o que implica uma condicao para a funcao . Podemos obter
essa condicao resolvendo a segunda equacao em (2.7.32) em ordem a H* e substituindo
na primeira. O resultado é:

Vi x (Vi) x E*) + eu E* =0
Expandindo isto pela regra de Laplace, e usando (2.7.33), obtemos:
(VY)? — ep] E* =0

e, finalmente, como E* # 0:
V2 P2+ Ul = ep (2.7.34)

Concluindo: as frentes de onda 1 = ¢t devem ser solucao da PDE de primeira ordem
(2.7.34), que é a chamada equagao eikonal da éptica geométrica.



Capitulo 3

Geometria Simpléctica e Mecanica

De acordo com a segunda Lei de Newton, uma particula de massa m > 0 move-se, sob a
accdo de um potencial V : IR* — IR, segundo uma trajectéria x(¢) em IR?, de tal forma
que:

mx = —-VV(x) xecQ=IR? (3.0.1)

Por exemplo, o oscilador harmonico o potencial é quadratico e...

Se introduzimos os “momentos” p; = mi’, e a energia total:
1 2 3 3
H(x,p) = 5 |[pl + V(x) (x.p) € R xR

entao a segunda lei de Newton é equivalente as equacoes de Hamilton:

-4 __ OH
= Op;

(3.0.2)
b= 8

Estudemos este sistema de equacoes de primeira ordem, para uma fun(;éoﬁlqualquer
H(x,p), (x,p) € R’ x IR, Para isso introduzimos a matriz:

[0 -1,
=l
onde 13 é a matriz identidade (3 x 3), e notamos que as equagoes (3.0.2) se podem escrever

na forma:

x =—-JVH(x) x = (x,p)

Se definimos o campo de vectores:

Xy = —-JVH

entdo x(t) satisfaz as equagoes de Hamilton se e s6 se x(t) é uma curva integral de Xy,
isto é, sse x(t) = Xy (x(t)).

115
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A relacao entre Xy e H pode ser explicada como segue: consideramos a forma bilinear
anti-simétrica w em IR?® x IR?, definida por:

def
W((X17P1)7 (X27P2)) = x1,p1]J [X2up2]t =X1'P2 — X2 P1

onde (x1,p1), (X2, P2) € IR? x IR?, e - é 0 produto interno usual em IR?. temos entdo que
vx,y € R? x R

w(XH(X)a Y) = de(Y)
3.1 Variedades simplécticas
Comecamos com alguns resultados sobre geometria simpléctica linear.

& Definigao 3.1 ... Um “espago vectorial simpléctico real” (V,w) € constituido
por um espaco vectorial real de dimensdo finita, munido de uma forma simpléctica, i.e.,
uma forma bilinear w : 'V x V — IR anti-simétrica e nao degenerada.

Note que a dimensao de V' tem que ser par. Se {e;} é uma base de V, e se {e'} é a
respectiva base dual, entdo w = w;;€' ® €/, e a matriz anti-simétrica [w;; = w(e;,e;)] é
nao singular. Como w é nao degenerada, a aplicacao “bemol”:

p:V = V™, vis (vVViu e w(v,u))

é um isomorfismo linear.

Exemplos...

(i). V=W x W* onde W é um espago vectorial real de dimensao finita, e w é a forma
simpléctica em V', definida por:

w((wi,a1), (wa, a2)) dlef ag(wy) — ag(ws)

onde wi,wo € W, ar,as € W*. Se {e1,---,e,} é uma base para W e se {e!,---,e"} é a
respectiva base dual, entdo a matriz de w na base {(e1,0),--- ,(e,,0),(0,e!),---,(0,e")} de

V', é a matriz:
_ o 1,
N

(ii). V. =W x W, onde W é um espago vectorial real de dimensao finita munido de um
produto interno -, e w é a forma simpléctica em V', definida por:

f
w((wi,wa), (21,22)) = Wi-z9— w2

onde wi,wo, 21,29 € W.



3.1. Variedades simplécticas 117

& Teorema 3.1 ... Um espaco vectorial simpléctico (V,w) admite sempre uma base
simpléctica, isto €, uma base {e1, - ,e,, £, -+ £,} que satisfaz as condicoes sequintes:
w(ei,ej) = O:w(fi,fj) € w(ei,fj) :5ij

Portanto a matriz de w nessa base é:
o 1,
SRS

Dem.: Comecemos com um e; # 0. Como w é ndo degenerada, existe f; € V' — {0} tal que
w(eq,f;) = 1. O par (e, f1) gera um subespaco Va2 de dimensao 2. Consideremos entéao:

V; d:ef {v cV: w(V,E1) =0= W(V,fl)}

(VQL, W‘Vrj) é um espaco vectorial simpléctico, e podemos proceder por indugao sobre a dimensao
de V, CQD.

Vamos agora introduzir o conceito de variedade simpléctica:
& Definigao 3.2 ... Uma “variedade simpléctica” (M,w) é uma variedade difer-

encidvel C™°, munida de uma forma simpléctica, isto é, de uma 2-forma diferencial w
fechada e nao degenerada.

Note que a dimensao de M tem que ser par, digamos 2n. Além disso, Vx € M, o par
(T, M,w,) é espago vectorial simpléctico, e como w é nao degenerada a 2n-forma:

e def oA A (3.1.1)

n factores

é uma forma volume em M. Se dim M = 2, uma variedade simpléctica é o mesmo que
uma superficie com uma forma de area.

’Exemplo ... Estrutura simpléctica canénica em M = T*() ‘

Seja  uma uma variedade diferencidvel C* (“espago de configuragao”), e con-
sidere o respectivo fibrado cotangente M = T*(Q) (“espago das fases”). Em 7@ define-
se uma 1-forma diferencial candnica 6, dita a “forma de Liouville”, através de:

def

0o, (Var,) (g, T (Va,)) (3.1.2)

onde ag € T7°Q, Vo, € T,,,(T7Q), e 7 : T*Q — Q é a projecgao candnica.
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& Exercicio 3.1 (i). Sejam (x!,--- ™) um sistema de coordenadas locais em Q, e (zt,--- , 2™, py, - - -

o correspondente sistema de coordenadas locais em T*Q. Mostre que a expressdo local de 0 é:

0 = p;dz’ = pdx

(ii). Mostre que 6 tem a propriedade sequinte: “0 é a tinica 1-forma em 7@ tal que o*(0) =
«, para toda a 1-forma diferencial a: Q — T*Q”.

Definamos agora uma 2-forma w em 7% pondo:

B (3.1.3)

& Exercicio 3.2 Mostre w ¢ uma forma simpléctica em T*Q).

A estrutura simpléctica assim obtida , diz-se a estrutura simpléctica candénica em T*().
A expressao local de w nas coordenadas locais (z!,+-+ , 2" p1,- -+ ,pn), &

w=dz' ANdp; = —dp A dx

Note que todas as cartas de um atlas trivializador canénico de T*() sao cartas simplécticas,
isto é, a representacao local de w numa qualquer dessas cartas, tem a forma diagonal
dx’ A dp;. Toda a variedade simpléctica (M, w), admite um atlas simpléctico. Com efeito
¢ valido o teorema seguinte:

& Teorema 3.2 (“Teorema de Darboux” ... Suponha que w € Q*(M) ¢ uma
2-forma nao degenerada numa variedade de dimensao 2n. Entao w é fechada, dw = 0, se
e s6 se existe uma carta (U;xt, - 2"y - - y") em torno de cada ponto p € M, tal
que:

wly = Z dz' A dy’

Portanto as formas simplécticas sao sempre localmente “planas”, em contraste com as
métricas riemannianas, por exemplo...

Exemplo ... Estrutura simpléctica em M = T(Q; (Q,g) variedade riemanniana

. Pn)
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Seja (@, g) uma variedade (pseudo-) riemanniana de dimensao n. A métrica g induz
um isomorfismo “bemol” de fibrados vectoriais:

g TQ — T°Q
dado por:
g Xq = gb(Xq) = qu( Y= gq(Xquzz)> Xg, Yo € TeM

Em coordenadas locais (27, #%) e (27, p;) para TQ e T*Q, respectivamente, ¢’ é dada por:

¢ (2,3 — (2%, p; = gi;(q) i7) (3.1.4)

Considere a forma de Liouville # em T*(Q), e o pull-back:

e gy (0)

0,
Nas coordenadas atras referidas, temos que:
0, = (gb)*(Pz’ dx') = (p; o Qb) d(a’ o gb) = gij(q) ¥’ da’
Se considerarmos agora w, = —df, = —d(¢°)*(0) = (¢°)*(—dh), entdo w, é uma 2-forma

fechada nao degenerada, e portanto T'Q), w, ¢ uma variedade simpléctica. Em coordenadas
locais:

wy = gij(q) da* A did + %95 (q) & da? A da®

& Exercicio 3.3 ... Provar que (04)x,(Vx,) = 94(Xq, T7(Vx,)), VX, € TQ e VVx, €
Tx,(TQ).

& Definigao 3.3 ... Sejam (M,wy) e N,wy) duas variedades simplécticas. Uma
aplicagao diferencidvel F': M — N, diz-se “candnica ou simpléctica”, se F*wy = wy,.

& Exercicio 3.4 ... Seja Q uma variedade e F' € Dif f(Q) um difeomorfismo de Q). nestas
condigoes, define-se o “levantamento de F' a T*(Q)”, como sendo a aplicacao T*F : T*Q —
T*@, definida através do diagrama seguinte:

™9 L 1
) lm
Q < Q
isto é:
T*F : ay — T*Flag) : (X = T*F(a)(X) ' (o, TF(X)) (3.1.5)

Va, € T*Q e VX € Tp1(9)Q.

Mostre que T*F é uma transformagao simpléctica e que (T*F)*0 = 0, onde 0 € a forma de
Liouville em T*@Q).



3.1. Variedades simplécticas 120

& Exercicio 3.5 ... Seja (Q,g) uma variedade riemanniana e F : Q — Q uma isometria.
Provar que TF : TQtoTQ € simpléctica relativamente a forma simpléctica wy e que (TF)*0, =
0,.

g

Vamos agora introduzir o conceito de sistema Hamiltoniano:

& Definicao 3.4 ... Um “Sistema Hamiltoniano” (M,w, H) é constituido por

uma variedade simpléctica (M, w) e por uma fungio H € C*°(M), que se diz o “Hamiltoniano”
(ou a energia) do sistema.

O campo de vectores Xy € X(M) definido pela condigao:

ix, = dH (3.1.6)

isto é, w(Xpy,Y) = dH(Y), VY € X(M), diz-se o campo de vectores Hamiltoniano do
sistema. O seu fluzo FI' = FIXH diz-se o fluzo Hamiltoniano do sistema.

Quando (M, g) é uma variedade riemanniana e F' : M — IR é uma fun¢ao C*°, recorde
que se define o campo gradiente de F', grad F' € X(M), através de:

glgrad F,Y) = dF(Y) VY € X(M)

A defincao anterior é portanto formalmente analoga. No entanto, a anti-simetria da forma
simpléctica conduz a propriedades conservativas, enquanto a simetria da métrica conduz
a propriedades dissipativas do campo gradiente.

& Exercicio 3.6 ... (i). Seja (M, g) uma variedade riemanniana e F : M — IR uma fun¢ao
C®. Mostrar que a longo das érbitas nao singulares de X = grad F', F' ¢ estritamente crescente
e que portanto X mao possui orbitas fechadas.

(ii). Suponha que M é uma variedade riemannina completa. Mostre que existe uma con-
stante C > 0, tal que || X (p)|| < ¢, Vp € M. Mostrar que X é um campo completo.

Vejamos agora a representacao local de um campo Hamiltoniano numa carta simpléctica,
com coordenadas canénicas (x!,--- 2" py, -+ ,p,). Nesta carta w = @' A dp;. Supon-

hamos que:

0 3,0
ort ' Op;

AXVH:CLZ
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Entao ix,dr’ = dz'(Xy) = a', ix,dp; = dp;(Xg) = b; e a identidade que define Xy,
ix,w = dH conduz aos calculos seguintes:
iXHw = ZXH(CCZ/\dpz)

= ) (ix,d) Adp =D d' A lix,dp;)

i

= Z(@’dpi — bidx")

i

Como por outro lado dH = 2H.dx + 22 gy, deduzimos que:

ox? op;
. OH OH
a = e P = — -
8]7,‘ ozt

isto é, a expressao local de um campo Hamiltoniano Xy numa carta simpléctica, com
coordenadas canénicas (x', -+ 2" py, -, pp) é:

__9H 8 _ 9H 9
Xy = Op: 97— 0w Dp; (3.1.7)

ou em forma vectorial:

g[8 5]0E) e

Assim se (¢(t),p(t)) é uma curva integral de Xy, entao ela devera verificar as chamadas
“equacoes de Hamilton”:

=g
(3.1.9)
pi =
que é um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem.
& Teorema 3.3 ... Seja F17 = Flf(H o fluxo hamiltoniano do campo Xy. Entao:
(i)... H(F17(x)) = constante em t. Isto é, H é constante ao longo das curvas

integrais de Xy “Lei da conservacao de energia”.

s

ii)... FZH w = w 1sto é ara cadat a a Z’ZC(Z ao d@ avanco no tempo t EIH €
( ) ( t ) , P p ¢ ¢ p ) t
simpétz'ca.

Dem.: ... (i). Seja au(t) = FI)(z) a curva integral que em ¢t = 0 passa em = € M. Vem
entao que:
d .
g (a(t)) = dHo, (1o (t) = dHa, () (X (0a(t)) = w(X (s (), Xa(as(t) = 0
(ii).
d
@(Flf{)*w = (FI'* Lx,w = (FIN*(ix, dw + dix,w) = (FIIT)*(0 + ddw) = 0

isto é, (FIF)*w é constante em t, e como (FI') = 1d, vem que (FIT)*w = w, CQD.
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& Definicao 3.5 ... Seja (M,w) uma variedade simpléctica, e f,g € C°(M), com
campos H amiltoniamos associados, Xy e X, respectivamente. Define-se o “paréntisis de Poisson”

de f e g, através de:

{f, 9} def w(Xy.X,) (3.1.10)

Numa carta simpléctica, com coordenadas candnicas (x',p;), relativamente as quais a
expressao local de w é w = dz* A dp;, é facil ver que:

{£.9} = admaiy; — sipade = (grad f)' Jgrad g (3.1.11)
Como:
EXFg - indg = inngw = W(XﬂXg) = —W(Xg,Xf) = _£ng
vemos que:

{fag} = EXFg = _‘Cng

e portanto, f é constante ao longo das drbitas de X, se e s6 se {f,g} =0, seesdse g é
constante ao longo das orbitas de Xj.

Consideremos agora um difeomorfismo ¢ : M — N entre duas variedades simplécticas
(M,wyr) e N,wy). Entao, como ¢*(Lxa) = Loxp*a, Va € Q(N), VX € X(N), vemos
que:

e {f.9} = ¢ (Lx,9) = Loox, 079
e por outro lado:
{¢"f.0"g} = LXp 1079
Portanto ¢ preserva o paréntisis de Poisson de duas fungoes f,g € C*(N), se e s6 se
©* Xy = Xpp, Vf € C®(N). Isto é, ¢ preserva o paréntisis de Poisson se e sé se preserva
as equacoes de Hamilton.

Por outro lado:
ix,.,w=d("f) = ¢"(df) = ¢"(ix,w) = iy x, P W

e como w é nao degenerada, e Vv € T, M, v = X;(z), para alguma fungao h € C*(U),
definida numa vizinhanca de z, concluimos que ¢ é simpléctica se e s6 se "Xy =
Xoop, Vf € ¢>®(N). Fica assim demonstrado o seguinte teorema:

& Teorema 3.4 ... Seja ¢ : M — N um difeomorfismo entre duas variedades
simplécticas (M,wyr) e N,wy). Entdo as condi¢oes sequintes sao equivalentes:

e © ¢é simpléctica.

e  preserva o paréntisis de Poisson de duas quaisquer funcoes f,g € C*°(N), isto €,

e {f.9t ={¥"f, ¢ g}
[ J (,O*Xf = Xw*fo - COO(N)
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A Lei da conservacao de energia pode ser generalizada do seguite modo:

& Teorema 3.5 ... Seja Xy um campo Hamiltoniano numa variedade simpléctica
(M,w), com fluvo F1'. Entio Vf € C®(M) tem-se que:

G(foFI) = {foFI', H} (3.1.12)

Dem.:
S o B = SR ) = (P L, f = Ly (f o FY) = {f o Fif )
cQD.

Como ja vimos T*() tem uma estrutura simpléctica candnica. Portanto se @) rep-
resenta o espaco de configuracao de um sistema mecanico, é possivel estudar campos
hamiltonianos no espaco de fases T*Q, e os respectivos fluxos. Vamos agora estudar
um tipo especial de hamiltoniano, particularmente importantes em mecanica classica -
os chamados Hamiltonianos de tipo mecanico. Para isso consideremos uma variedade
riemanniana (@, g) - o espago de configuracao de um sistema mecanico. Como ja vimos
¢ induz um isomorfismo de fibrados vectoriais:

g :TQ — T*Q

Este isomorfismo permite munir cada 77@Q, de um produto interno, notado por gy, e

definido por:

(008 C (¢ 0 (6)715,)

Vg € Q,Vag, B, € T;Q. Se gi(q) sao os coeficientes da métrica g num sistema de
coordenadas locais z*, em (), de tal forma que:

9= gij(q) 3'&’
entdao as componentes de g* sao g”, onde g = (g;;)~*. Isto é:
9 = 9"(a) pip;

(recorde que p; = ¢;;(q)47). Com estas notagoes passemos a defini¢ao de sistema hamil-
toniano de tipo mecanico.

& Definicao 3.6 ... Uma funcio H : T*Q — IR diz-se um hamiltoniano de tipo
mecanico, se H é da forma:

|H=K+Vonr| (3.1.13)

onde K : T*Q) — IR, dada por:

1 * *
K(ag) = §gq(amaq)a g € T,Q

¢ a chamada “energia cinética” do sistema, V : Q — IR € a energia potencial, e
m:T*"Q — Q) € a projec¢ao canonica.

O sistema (T*Q,w,H = K +V o7) diz-se um “sistema hamiltoniano de tipo
mecanico”, com “espago de configuragao” (), “espago de fases” T*(), “energia
total” H, “energia cinética” K e “energia potencial” V.
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Para comparar este tratamento da mecanica classica com o tratamento usual, baseado
em principios variacionais (ponto de vista de Lagrange), vamos introduzir alguns con-
ceitos. Para sistemas hamiltonianos de tipo mecanico, fomos conduzidos a um certo
campo de vectores X em T%()

3.2 Sistemas mecanicos com simetria. Aplicacao mo-
mento. Reducao

& Definicao 3.7 ... Um “sistema mecanico com simetria (Q, K,V,G)”, € con-
stituido por:

o Uma variedade diferencidvel () - o espago de configuracdo do sistema.

e Uma métrica riemanniana g em @), e K = %g ¢ a energia cinética dessa métrica:
_ 1
K(vq) = 39(vg, vg), vg € TyQ.

e Uma energia potencial V € C*(Q).

e Uma acgao de simetria, isto €, uma ac¢do C* de um grupo de Lie G, que actua a
esquerda de (), como um grupo de isometrias da métrica g, e preservando também
o potencial V. Portanto se ® : G x QQ — Q) € a referida ac¢ao:

Vod,=V Vge G

9q (Tq)g(vq)qu)g(Uq)) = gq(vg, wq) Vg, wg € T,Q, Vq € Q

Se g é a algebra de Lie de GG, para cada £ € g, define-se o gerador infinitesimal da accao
®, associado a &, como sendo o campo de vectores g € X(()) definido por:

def
5@(‘]) = %’tzoq)expt&(Q) (321)
Temos assim uma aplicacao natural:
g —T,Q £ &ola)

& Definigao 3.8 ... Seja (Q, K,V,G) um sistema mecanico co simetria. Define-se
entao a respectiva “aplicagao momento”, como sendo a aplicacdao:

J:TQ — g¢"

definida através de:

T () € 30)©) Y gy, L0(a) (3.22)
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Para cada & € g, define-se ainda uma aplicagao j\ﬁ :TQ — IR, através de:

Jew) 39 (3.2.3)

Se ®: G xQ — (Q ¢éaaccao de simetria referida na definicao anterior, entao ¢ induz uma
accao ®7 em TQ, dita a “accao tangente”, definida por:

def
o7 (g,0,) = T®,(v,)
de tal forma que 7 é G-equivariante:

q;.T

TQ —% TQ

T I
(I)g
—

Se {rg € X(T'Q) representa o gerador infinitesimal desta acc@o tangente, associado a um
elemento £ € g:

gTQ (Uq) |t 0 éexptf(vq) € TvqTQ
entao a G-equivariancia de 7 implica que:
Troérg=E§gom (3.2.4)

Recorde que em T'() temos uma estrutura simpléctica dada pela forma simpléctica
Wy = (¢")*w, onde w é a forma simpléctica canénica em T*Q. A accdo tangente ®7 é
simpléctica, i.e., para cada g € G, <I>9T : TQ — TQ é um difeomorfismo simpléctico de
(TQ,w,). De facto, (<I>9T)*99 = 0,, onde 0, = (¢°)*0, é o pull-back da forma de Liouville ¢
em T*Q, por ¢’.

Consideremos de novo, para cada £ € g, a fungao jg :TQ — IR, e verifiquemos que o
respectivo campo hamiltoniano ng € X(TQ), é exactamente o gerador infinitesimal &7¢
da acgao tangente. De facto:

(iETQ Qg) (vg) = Oy(vy) (§TQ (Uq))
9q (U Trérq Uq))
1(60(9))

¢(vg)

I
S

isto é: R
Je = 1,40, (3.2.5)
Por outro lado:
(Cbg)*eg = 99 LETQQQ =0
digro0g + e, dfy = 0
d35 = G oWy por (3.2.5)

ZX‘A].E wg = ZgTng

A

X;, = &raq porque w, € nao degenerada  (3.2.6)
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ApO0s estas observacoes estamos aptos a enunciar e demonstrar o seguinte teorema funda-
mental:

& Teorema 3.6 “Teorema de E. Noether” ... Seja (Q,K,V,G) um sistema
mecanico com simetria, e J : TQ) — g a respectiva aplicagao momento.

Entao J € integral primeiro do campo Xg, isto é, J € constante ao longo das curvas
integrais do campo hamiltiniano Xg, onde E = K+ Von:TQ — IR € a energia total do
sistema.

Dem.: Sabemos que (I); deixa FE invariante: F o @3 = FE, Vg € G, por definicao da acgao
de simetria. Em particular, para cada £ € g, temos que:

E(q)gcptg(vq)) = E(vq), Vv € TQ
Derivando esta expressao em ordem a ¢, para t = 0, obtemos:
dEyérq(vg) =0 = wy(XE(vg),rg(vy)) =0 = {E,J¢} =0

por definicdo de Xg e do paréntisis de Poisson, CQD.

3.2.1 O Problema de Kepler

Vamos considerar o seguinte um sistema mecanico com simetria:

(Q.K,V.G) = (R* — {0}, K = 39.V(x) = 7, G = 5 = (2) 2 S5") (3.2.7)

onde g é a mfrica euclideana usual em IR?. Este sistema descreve o movimento de uma
particula de massa unitdria, que se move no plano, sob a ac¢ao de um campo de forgas
central Newtoniano:

0 10
F(x) = —grad V(x) = — fracl||x||*=— = —— —
(x) = —g (x) = —fracl|x]| A~ rar
x é o vector de posicio da particula, e r = ||x||. E natural efectuar os célculos em

coordenadas polares r, 8 em Q = IR, x SS'. O grupo de simetria G = SO(2) actua em Q
por rotagoes positivas, isto é, se R, ¢ a rotacao de angulo ¢, no sentido directo, a acgao
de simetria é ® : SO(2) x Q — @, onde:

def

O(Ry, (r,0)) (r,0 + )

Claramente que ® é uma accao de simetria do sistema dado. Para calcular a respectiva
aplicacdo momento, identificamos s0(2) = 7350(2) com IR = IR, de tal forma que
exp(itf) = Ry € SO(2). Portanto:

Eala) = “leo®(Re, (r.0)

d
= ayt:()(r, 09 + tﬁ)

0
= ¢

5l Vg =(r,0) € Q (3.2.8)
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A métrica g escreve-se em coordenadas polares na forma:
g= I-,Z + I'202
esev, =12 4+602 €T Q, entao:
q or 90 Q= :

J(Uq)g = gq(’”qviQ(Q))
.0 .0 0
gq(raqt&%,f%)
= &2 (3.2.9)

Finalmente, identificando IR = IR*, obtemos a aplicacdo momento J, que nao é mais do
que o momento angular usual, expresso em coordenads polares, J : T'Q) — IR:

J(r,0,1,0) =120 (3.2.10)

3.2.2 Movimento livre de um sdélido com um ponto fixo

Consideremos agora um sélido, constituido por pelo menos 3 pontos nao colineraes, que
se move livremente em IR? (auséncia de forgas externas), com um ponto fixo que sup6mos
ser a origem 0 € IR

O movimento deste solido pode ser descrito da seguinte forma: consideramos um
referencial fixo Ry em IR?, e um outro referencial R,,, com a mesma origem 0, rigidamente
ligado ao sélido, a que chamamos referencial movel.

Se x(t,a) € (IR?, R ) representa a posicao no instante t, relativamente ao referencial
fixo Ry, do ponto do sélido que no instante ¢ = 0 estava em a € (IR*, R,,), entdo:

x(t,a) = g(t)a (3.2.11)

onde g(t) : (R*,R,,) — (IR*,Rs) é uma isometria linear positiva, isto é, g(t) € SO(3),
com ¢(0) = Id.
As coordenadas de um ponto de IR? relativamente ao referencial fixo R; dizem-se

coordenadas espaciais, enquanto que as coordenadas de um ponto de IR? relativamente
ao referencial mével R,,, dizem-se coordenadas do sélido.
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