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1 Introducao

O problema que nos propémos discutir é o seguinte:

Problema... Estudar a geometria local de subvariedades S de dimensao s em espagos homogéneos
(geometrias de Klein) M = G/H de dimensao n, onde G é um grupo de Lie de dimensao r > n, que actua
transitivamente em M, e H é o subgrupo de isotropia de um ponto fixo o € M.

O método de Cartan ou método do referencial mével é um método que permite calcular invariantes
diferenciais de M sob a acgao de GG, se possivel determinando um nimero suficiente desses invariantes que per-
mita decidir quando duas subvariedades de M sao (localmente) congruentes, i.e., diferem apenas (localmente)
por uma transformacao de G.

Grosso modo, a ideia é a seguinte: pensando em G como um fibrado de referenciais sobre M = G/H,
tentamos associar a S um “referencial natural”, isto é, uma secgdo de G — G/H sobre S. Quando isto for
possivel, as formas de Maurer-Cartan quando restritas a esse “referencial natural” fornecem um conjunto de
G-invariantes geométricos de S, que se espera venham a caracterizar a posicao de S “dentro” de M, a menos
de congrueéncia.



2 Equacoes de estrutura de E.Cartan

Seja G um grupo de Lie de dimensao r = dim G, e g = T.G = X,(G) a respectiva dlgebra de Lie. A forma de
Maurer-Cartan é, por defini¢do, a 1-forma w = wg : T'G' — @, invariante a esquerda, definida por:

wy(v) = Ly (v), veT,G \

Quando H é um subgrupo de G, entdo wy = we|y-

Se {Xy,--+,X,} é uma base para a algebra de Lie g = T.G, e se {w!,---,w"} é a respectiva base dual para
g, entao podemos escrever:

we=Y w'®X, (2.1)
a
onde as formas w® sdo invariantes a esquerda (f;w® = w*, Vg € (). Suponhamos ainda que:

X, Xp] = > Co X (2.2)

onde C¢, sao as constantes de estrutura de g. Utilizemos a férmula d0(X,Y) = X0(Y) + Y6(X) — 0([X,Y)),
valida para qualquer 1-forma 6, quando X = X,,Y = X, sdo campos invariantes a esquerda e quando 6 = w®.
Neste caso w’(X,) e w(X,) sdo constantes e, por outro lado, w®([Xq, Xp]) = w(C% X4) = C¢,. Portanto:

dw®(X4, Xp) = —w([Xa, Xp)) = —-C5, (2.3)
Pondo por definigao, para cada a =1,2,---,r = dimG:
dw*®X,) = dw*®X,
(W@ X, @Xy] = w'Aw @ [X,, X (2.4)

deduzimos as chamadas equagoes de estrutura de Maurer-Cartan do grupo de Lie G:

dwe + 3 [wa,wa] =0 (2.5)

Estas equagoes de estrutura podem ser escritas na forma de um sistema de r = dim G equagoes:

W+ 5 S WP AW = c= ST .
d ¢ ézab Cgb “ b 07 1a2a ) (2 6)

A integrabilidade deste sistema é de facto equivalente as identidades de Jacobi da &lgebra de Lie g.

3 Equacoes de estrutura de alguns grupos classicos

3.1 Grupo Afim GA(n)

Consideremos o espago IR™ com a sua estrutura afim candénica. Uma bijecgao afim g : R" — IR" é uma
aplicacao que é da forma:
g:Pw—a+ A(P), PeR" (3.1)

onde A € GL(n,R) e a € IR™. As bijecgoes afins de IR™ constituem um grupo GA(n), que é o produto semi-
directo de R™ por GL(n), e para o qual utilizamos a representacao homogénea GA(n) — GL(n + 1,IR)
seguinte:

def

g = (a,A)= { clz 21 } com Ae€GL(n,R),acR" (3.2)



3.1 Grupo Afim GA(n) 2

A 4lgebra de Lie ga(n) pode ser identificada com a subalgebra de Lie de gl(n + 1,IR) constituida pelas
matrizes da forma:

g:[g )O(} def o x com x€R", X € gl(n) (3.3)

O paréntisis de Lie em ga(n) é dado por:
e X,yaY]=(Xy—Ya)d[X,Y] (3.4)
e a representacao adjunta de GA(n) em ga(n), por:
Adgay(z ® X) = (-AXA a + Az) & (AXA™Y) (3.5)

Portanto:

ga(n) =R" @ gl(n)

Esta soma directa é reductiva:
AdGA(n)IR" CR" (3.6)

De facto:
Adq,4)(x®0) = Az © 0, Y(a,A) € GA(n), Yz € R" (3.7)

Calculemos agora a forma de Maurer-Cartan do grupo afim G = GA(n). Pondo g = (a, A) vem que:

wa = g tdg = (a,A)_ld(a,A)
_ [ 1 0 ]‘1{ 0 0 }
a A da dA
= A l'da® A7'dA
© e (3.8)

que é uma 1-forma diferencial em GA(n), invariante & esquerda, com valores na &lgebra de Lie ga(n) =
R" @ gl(n). Com A = (4%) € GL(n,R) e a = (a') € R", temos explicitamente que as componentes da forma
de Maurer-Cartan sao:

w' = (ATY)idd! para a IR" —componente
wi = (A~1)idAk I(n)— (3.9)
o= RdA; para a gl(n)—componente
As equagées de estrutura do espago afim IR" sdo:
0 = dwg+wagAwg
ST e )
w' Wl W' Wl w' Wl
0 0
= { dw' + wiwh  dw! + wi A wh ] (3.10)
isto é:
dw' + wi AwF = 0
- (3.11)
dw + wi A w? =0

Significado geométrico (cinemitico) destas equagoes...




3.1 Grupo Afim GA(n) 3

Uma bijecgdo afim g : R" — IR™ fica completamente determinada pelo ponto a = ¢(0) € IR™ no qual
ela transforma a origem 0 € IR", e pelos vectores e = A(E1),---,e, = A(F,) nos quais a aplicagdo linear
homogénea A, associada a g, transforma os vectores E71,---, F, da base canénica de IR". Usdmos a notacao
matricial e = F - A.

Um referencial afim em IR"™ é uma sequéncia da forma:

R = (a;e) = (a;e1,---,€,) € R"xR" x--- xR" (3.12)
—_———

n factores

O conjunto de todos os referenciais afins em IR™ estd em correspondéncia bijectiva com o grupo afim GA(n), e
6 um aberto de R D" que notamos por RA(R™):

o

t: GA(n) — RA(R™) (3.13)
g=(a,4) «— Ry=(a;e=FE-A)

Em RA(IR™) estao definidas naturalmente fungoes (equivariantes) de classe C°°, com valores em IR", que
sdo as projecgdes em cada um dos (n + 1) factores de R D" notadas tradicionalmente (de forma abusival)
por:

a:R=A{aser,  ,e,} e RAR") — a(R)=a
et:R={a;er,  -,en} e RAR") +— e1(R)=e1

e,:R={a;er,---,e,} e RAR") — e,(R)=¢e, (3.14)
Podemos por isso considerar as respectivas diferenciais:
da;dey,---,de, € Q' (RAR");R")

Se £ € TRRA(IR™) é um “deslocamento infinitesimal” do referencial R, entdo da|r(£),de1|r(§), -, den|r(§)
s@o vectores de IR™ que podemos escrever como combinagéo linear dos elementos da base {e; = e1(R), -+, e, =
en(R)} de R™:
dalr(§) = Y4 wlr(S)ei(R)
de1|=(£) iy wilr(§) ei(R)

(3.15)
den|r(§) = iy wilr(6)ei(R)
ou mais sucintamente:
da = wle;
{ dej = w; e; j:l,...,n (316)

onde {w'}1<icn € {w! }1<i j<n sd0 1—formas diferenciais usuais (escalares) em RA(IR™) (ao todo n+n? formas),
cujo significado é claro - se { € TR RA(IR") é um “deslocamento infinitesimal” do referencial R, entdo (w’|r ()
sao as componentes relativas (ao referencial R) do “deslocamento infinitesimal” da|g(§) da origem do
referencial R, enquanto que, para cada j = 1,---,n fixo, (w;|R(§)) s@o as componentes relativas (ao
referencial R) do “deslocamento infinitesimal” de;|z(£) do vector e; do referencial R, isto ¢, wi|r(£) é a
componente relativa (a R) do “deslocamento infinitesimal” do vector e; na direcgao do vector e;.

E claro que estas formas wﬂwé coincidem com as que atrds foram definidas em (3.9). As equagdes de
estrutura, neste contexto, nao sao mais do que consequéncia de que d?a = d?e; = 0. De facto, derivando ambos
os membros da primeira equagao em (3.16) obtemos:

0=dda = Z (eidwi + de; N wi)

i=1



3.2 Grupo Euclideano especial SE(n) 4

3

i=1

= e;dw’ + Z wle; | AW atendendo a (3.16)
j=1

3

Z (dwj +i wg /\wi> e;
=1

j=1 i—
e como 0s e; sao linearmente independentes, deduzimos que:
n
do' +) " wi Aw! =0, Vi=1,---,n (3.17)
j=1
Analogamente, derivando ambos os membros da segunda equacdo em (3.16), deduzimos que:
n
dw’ + ) wi Awh =0, Vi,j=1,---,n (3.18)
k=1
As equagoes (3.17) e (3.18) sdo exactamente as equagoes de estrutura obtidas em (3.11).

Vejamos como sao as equagoes de invaridncia do espaco afim. Se P =a+ ), 2'e; € IR" est4 fixo, entao
vem sucessivamente que:

0=dP = da+dx'e;+z'de;
= w'e;+drte; +12! w{ e por(3.16)
= (do'+w'+ wé ) e; (3.19)

isto é, as equagoes de invariancia do espago afim sao:

dxi:—wi—zj w' 2, i=1,--,n (3.20)

As 1-formas: ‘ ‘ o
0= —wt =) whad, i=1,---,n (3.21)
J

definem uma distribuigdo integrével em G A(n), cuja variedade integral que passa em e € G é exactamente a
componente conexa que contem e do subgrupo de isotropia do ponto p = (a*).

Nota... Do ponto de vista da teoria de fibrados principais, a aplicagao:
a:RAR") =2 GA(n) — R"

d4 origem ao fibrado principal GA(n) — R"™ = GA(n)/GL(n), com grupo de estrutura GL(n). Neste contexto, a 1-forma
w = (w'), definida em RA(IR") e com valores em IR", é a chamada forma canénica (ou forma de soldagem) do
fibrado de referenciais RA(IR™), enquanto que a 1-forma w = (w}), definida em RA(IR™) e com valores em @l(n) é a
chamada forma de conexao. A equacdo de estrutura (3.17) diz que esta conexdo tem torgao nula, enquanto que a
segunda equagao de estrutura (3.18) diz que esta conexao tem curvatura nula.

3.2 Grupo Euclideano especial SE(n)

Os movimentos rigidos de IE" constituem um grupo SE(n), chamado o grupo Euclideano especial de IE",
que pode ser identificado com o subgrupo de SL(n + 1,IR) constituido pelas matrizes da forma:

g def (a,R) = [ 611 1?2 } com ReSO(n),aclR” (3.22)
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As equagoes de estrutura do espago Euclideano IE™:

dw' +wi ANwh = 0
i i _ 3.23
dwl +wp AWk = 0 (3.23)
W} + W’ =0

3.3 Grupo afim unimodular ou especial afim SA(n)

Grupo especial afim (ou afim unimodular) de IR"™ - pode ser identificado com o subgrupo de SL(n + 1,IR)
constituido pelas matrizes da forma:

9= { Lll 21 :| d:ef (a7 A) com A¢g GL(TL,IR), detA=1, acR" (3.24)

O conjunto RE(IR™) de todos os referenciais afins especiais (ou unimodulares) em IR"™ estd em corre-
spondéncia bijectiva com grupo especial afim SA(n):

v SAn) — RE(IR™)

g=(a,A4) +— Rg:(a;e:E.A) (3.25)

onde e é uma base unimodular de IR" (i.e., dete = 1). As componentes relativas de um deslocamento infinites-
imal de um referencial R, = (a;e) sdo dadas por:

da = Y we
' (3.26)
dej = Yo, wie j=1,---,n
As equagoes de estrutura sao:
dw' +wi AwF = 0
dwi +wp AWk = 0 (3.27)
Zi wf =0
3.4 Grupo Projectivo PGL(n)
O espago projectivo real IRIP(n) de dimensao n, define-se por:
RIP(n) def {¢: ¢ ¢ subespaco de dimensdo 1 em ]R"H} (3.28)
Definamos a aplicagao natural:
7 R"™—-{0} — RIP(n)
x — 7(z)=[z]=R-z
Se e = {e;}i=1,...n+1 ¢ uma base de R"™! e se 2 = 2'e; € R""" — {0}, entdo (2°,---,2") dizem-se as

coordenadas homogéneas de [z], relativamente & base e, e escrevemos:

7T($) = [xlel} = [LL,val, T 73571}



3.4 Grupo Projectivo PGL(n) 6

Se A € GL(n + 1,IR) é um isomorfismo linear de R™*, entdo, como A envia rectas em rectas (vectoriais),
A induz uma aplicagdo IP(A) : RIP(n) — IRIP(n), que é evidentemente um difeomorfismo:

P(A): RP(n) — RIP(n)
[z]  — P(A)([z]) = [Az]

O conjunto de todos os difeomorfismos de IRIP(n) deste tipo constitui um grupo de Lie, notado por PGL(n) e
que se diz o grupo projectivo ou grupo das homografias de RIP(n). De facto PGL(n) é o quociente de
GL(n) pelo seu centro = IR — {0}.

Um conjunto de n + 2 pontos R = {FPy, P1,- -+, Ppt1} em IRIP(n) diz-se um referencial projectivo de
IRIP(n) se existir uma base {eg, ey, --,e,} de R""! tal que P; = 7(e;), i = 0,1,---,n e P,i1 = m(ey + e +
--+ep). Py, P, -, P, dizem-se os vértices e P11 o ponto unidade do referencial R.

Alguns factos:

o Se R={Py,Pi,--,Poy1} e R ={Py, P, --, P} sdo dois referenciais projectivos em IRIP(n), existe
uma udnica transformacdo projectiva g € PGL(n) tal que g(P;) = P/, i=0,1,---,n+ 1. Portanto temos
mais uma vez uma correspondéncia biunivoca:

t: PGL(n) «—— TRP(RIP(n))
g — Rg =9-Ro

onde Ro = {Py, P1,- -, Pny1} é o referencial absoluto de IRIP(n).

e Duas bases de R"™!, {eg,e1,---,e,} e {eh, e}, -, €.}, que sejam determinadas pelos n + 1 primeiros
pontos:
P, =n(e;) = m(e}), i=0,1,---,n
e que atribuam ao tltimo ponto P11 as coordenadas homogéneas [1,1,---, 1]:

Poii=n(ept+e+ -+e,) =m(e,+e,+ -+e))
sS40 necessariamente proporcionais:
{ej, €], -, e} = {lep, et -, \e,}
para algum A € IR — {0}.

e Como:
det(\eg, Ne1,---, de,) = \"det(eg, e1,---,e,)

podemos concluir que:
— Se n fér par, PGL(n) = SL(n + 1).
— Se n for impar, PGL(n) = SL(n + 1)/{xId}
— em qualquer dos casos, a componente conexa de PGL(n) que contem a identidade é isomorfa a

SL(n+1).

Portanto um referencial projectivo em IRIP(n) pode ser visto como uma matriz:

R: [607e17”'7en]
onde {eg,e1,---,e,} é uma base unimodular de IR"™* (mod =+1 se n for fmpar). Definindo, como no exemplo
3.1, fungoes:
.. n+1
e : RP(IRIP(n)) — R (3.29)
R =lep,e1, --.en] — &
parai=0,1,---,n, podemos escrever para as componentes relativas de um deslocamento infinitesimal de R:

de; = wle; com sz =0 (3.30)



e as equagoes de estrutura deduzem-se como antes:

0 = d% (3.31)
= dwle; +w! Ade, (3.32)
= dwlep+wl A(whep) (3.33)

= (dc.uvﬁ;C erg /\w?)ek

Isto é, temos as seguintes equagées de estrutura do grupo projectivo PGL(n):

dwi = wh A w? com Y, wi=0 (3.34)

4 Referenciais segundo Cartan

De acordo com E. Cartan ([4], pag.16), um sistema de referenciais para uma geometria de Klein M = G/H,
é um conjunto de “figuras” R(M) = {R, : g € G} em M que estd em correspondéncia bijectiva com os elementos
do grupo G:

'Rg — g

Se pudermos encontrar uma figura particular R, tal que toda a transformagao ®, (# Id) transforme Ry numa
figura distinta Ry = g - Ro, entdo a familia:

R(M)={Ry=9-Ro: g€ G}

constitui um sistema de referenciais, a que chamamos o sistema de G-referenciais do espago homogéneo
M = G/H (deduzido do referencial fixo (absoluto) Rg). Por exemplo, quando G actua simplesmente transiti-
vamente em M, entdo os pontos de M constituem um sistema de G-referenciais de M (considere por exemplo
a acgao de G em si préprio por multiplicages & esquerda £g).

Munimos R(M) de estrutura de variedade diferencidvel de tal forma que a correspondéncia R, «— g,
seja um difeomorfismo. A ac¢do de G em M, induz entdo uma acgdo de G no conjunto dos referenciais R(M):

G — Diff(R(M)), 9= (Lg: Ry = Ryy') (4.1)

E claro que, do ponto de vista formal, podemos identificar o conjunto R(M), com o conjunto dos elementos
do grupo G, obtendo desta forma uma descri¢ao abstracta de um sistema de G-referenciais do espago homogéneo
M = G/H. Usaremos por isso sistematicamente a identificagio:

G — R(M)

4.2
g 'R,g ( )

5 Teoria de Darboux-Cartan

Os teoremas seguintes sao fundamentais para a justificacao tedrica do método do referencial mével de E. Cartan
(demonstragoes em [7], por exemplo).

Teorema 1 ... Seja S uma variedade conexa, G um grupo de Lie e F,ﬁ : S — G duas aplicagoes C°.
Entao existe um elemento g € G tal que:

Fu)=g-F(u),Vue S seesése Frwg=F‘wg (5.1)

(g nao depende de u, nesta formula).



Notas... (i). Se F': S — G é uma aplicacdo C*°, & 1-forma diferencial:
F'wg=wgoF.: TS — ¢ (5.2)

chama-se a diferencial de Darboux de F, e nota-se por DF'. O teorema afirma portanto que a diferencial de Darboux
de F': S — (G, determina F' a menos de multiplicacdo & esquerda por um elemento fixo g € G.

(ii). Formulagao de Cartan ([4], pag. 32, ou [3], pag. 83): Teorema fundamental de igualdade... “Suponhamos
que temos duas famdlias continuas de referencais {Ru.} e {ﬁu}, que dependem do mesmo nimero de parametros u =
(ul, -, uP). Entdo existe um deslocamento que faz coincidir simulténeamente todos os referenciais da primeira familia
com 0s referenciais correspondentes da sequnda familia, se e s6 se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre os referenciais das duas famdlias, tal que as componentes relativas w'(u;du) do deslocamento infinitesimal de um
referencial da primeira familia se torne igual as componentes andlogas (.Aui(u; du) relativas d segunda familia”.

Tomando S = G podemos deduzir o corolario seguinte:

Corolario 1 ... Seja G um grupo de Lie conezxo e F': G — G um difeomorfismo. Entao F = {4 para algum
g € G, se e so se I preserva a forma de Maurer-Cartan:

F=/{, seesése F‘wg=uwg ‘ (5.3)

Como poderemos caracterizar as 1-formas diferenciais com valores em g:
w:TS — g
que sao derivadas de Darboux de alguma aplicacao F' : S — G?7 O teorema anterior diz-nos que se isso acontece:
w=DF = F*wg

entao w devera satisfazer a equacao de estrutura seguinte:
1
dw + i[w, w]=0

uma vez que w¢ satisfaz a equacao de Maurer-Cartan e F*d = dF*. Esta condigao necessaria é de facto também
suficiente, pelo menos localmente. Portanto é sempre possivel construir (localmente) uma aplicagdo F : S — G
da qual se conhece a respectiva diferencial de Darboux:

Teorema 2 ... Seja G um grupo de Lie e § a respectiva dlgebra de Lie. Seja S uma variedade e w : T'S — @
uma 1-forma em S, com valores em g. Endao, para cada ponto uw € S, existe uma vizinhan¢a U de u e uma
aplicagdo C°, F : U C S — G tal que:

w|ly = DF = Frwg

se e s0 se w satisfaz a equacgao de estrutura sequinte:

dw + %[w,w] =0 (5.4)

Nota... Formulagio de Cartan ([4], pag. 37, ou [3], pag. 191) ... “Sejam w’(u;du), i =1,---r, 1-formas diferenciais
construidas com um nimero qualquer de varidveis u',---,uP e suas diferenciais du®,-- -, du?, e suponhamos que essas
formas satisfazem as equagées de estrutura (5.4). Entdo é possivel construir, para cada u = (u',-- -, uP), um referencial
R, cujas componentes relativas do respectivo deslocamento infinitesimal sao precisamente as formas w' dadas”.



Exemplo familiar

Consideremos uma parametrizagdo natural f : s € I CIR — f(s) € IR?, de uma curva regular em IR?, de
classe C™ (m > 3), sem pontos de inflexao, e seja:

F: 1 — SE(3) = ROT(IR?)
s+ F(s) ={f(s);t(s),n(s),b(s)}

o respectivo triedro de Frenet. Fazendo o pull-back F*wggs) das formas de Maurer-Cartan do grupo SE(3),
obtemos as equagoes de Frenet usuais:

(5.5)

f = dst
dt = k(s)dsn
dn = —k(s)dst — 7(s)dsb (5.6)
db = — 7(s)dsn

e os teoremas anteriores nao sao mais do que o:

Teorema 3 (Teorema fundamental da teoria local das curvas orientadas em R?) ... Dadas funcées
diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € 1, existe uma curva parametrizada regular f : I — IR3, tal que s € o pardmetro
comprimento de arco, k(s) € a curvatura e 7(s) a torcdo de f. Além disso, qualquer outra curva f, que satisfaz
as mesmas condicées, difere de f por wm movimento rigido em IR®.

6 Alguns Exemplos

6.1 Geometria Euclideana regrada

Consideremos o conjunto:

M = {rectas afins orientadas £ em IR®}
= {(,p)eR*xR*: ju|=1 e p-u=0} (6.1)

O grupo SE(3) actua em M da seguinte forma:
(a,R)-£=(a,R) - (u,p) = (Ru,a+ Rp — (a - Ru)Ru) (6.2)
Esta acgao é transitiva, e o subgrupo de isotropia da recta ¢, = {te;, t € R} = (e1,0) é:
H = {(pe1,R), peR, Re SO(2)}

onde SO(2) é o subgrupo de SO(3), constituido pelas rotagoes que deixam a recta ¢, fixa. Note que dim H = 2
e que a algebra de Lie de H ¢é definida por:

={(waw)ese?): W =w=w=wl=0 6.3
J 1 1
(recorde que wé. = de; - €;). As equagcbes w? = w? = w% = w? = 0, que formam um sistema completamente

integravel, podem ser consideradas como as “equacdes diferenciais das rectas orientadas de IR” ).

Uma superficie regrada em IR? é uma curva em M: t € I+ ((t).

Referenciais de ordem 0 “por cima” de ¢ = (u,p) € M: s@o os referenciais afins (a;e,eq, e3), de R?,
tais que a € £ e e = u. A familia de referenciais de ordem 0 depende de 3 parametros - um parametro

1

leste sistema desempenha exactamente o mesmo papel que o desempenhado pelo sistema w! = w? = w3 = 0, em geometria

afim. Nese caso, estas sdo as equagdes diferenciais dos pontos de IR3.
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principal ¢, de que depende a geratriz da superficie regrada, e dois parametros secundarios p e §. Formam
um fibrado principal sobre I, cujo grupo de gauge é H C SE(3).

Quando um referencial de ordem 0, (a; e1, e, €3), varia, permanecendo sempre de ordem 0 (a permanecendo
sempre sobre uma mesma geratriz e o e; sempre na direcgdo dessa geratriz), vemos que da serd paralelo a eq,
enquanto que de; serd nulo. Portanto as respectivas componentes relativas satisfazem:

o que significa que as chamadas componentes principais de ordem 0 sao:

’wQ, w3, w? w?‘ (6.5)

Isto é, sdo formas semi-bésicas ou horizontais (w? = A%(t; p,0)dt,...). Vejamos como é que estas componentes
dependem dos parametros secundarios p e 6.

Comparacao de dois referenciais de ordem 0: (a;e1,e3,€3) e (a;€1, €2, €3):

a = b+pe; (istoé ab=pé;)
e = 51

- - 6.6
ey = €y cosf + es sinf (6.6)
e3 = —e5sinf+ ez cosl

onde p e 0 s@o parametros arbitrarios. A familia de referenciais de ordem 0 depende pois de 3 pardmetros - um

parametro principal ¢, de que depende a geratriz da superficie regrada, e dois parametros secundarios p
ed.

Comparacgao das componentes relativas w e @, dos deslocamentos infinitesimais de dois referenciais de
ordem O:

wt = e -da=2¢;-(db+dpe, +pde)) =" +dp

w? = ey-da= (€ cosf+essinb) - (db+dpe; + pde,)
= (&2 cos @ + &° sin9)—|—p(&f cos @ + & sin6)

w? = e3-da= (-6 sinf+e;cosh) - (db+dpe; + pde;)

= (7(32 sin@ + &3 cos 0) +p (,&f sin@ + & cos 9)

A dependéncia das componentes principais de ordem 0, relativamente aos parametros secundarios p e 6 é
portanto:

w? = (@?cosf+ @ sind) + p (0% cosh + wF sinb)

w? = (—@?sinf+ &* cosh) + p (—wi sinf + &} cosb) 6.7)
w? = @?cosh+w; sinb '
w$ = —w?sind+ & cosd

Referenciais de ordem 1... Podemos entdo dispor dos parametros secundarios p e 6 de tal forma a que w; e

w? sejam sempre nulas. Os referenciais que satisfazem essa condicio dizem-se de ordem 1.

Férmulas de Frenet... Pondo agora:

w? =do e W’ =kdo (6.8)
e ainda:
Wi = fdo e w'=ado (6.9)
as férmulas de Frenet sao:
da = do(axe;+kes)
d61 = do €o
des = do(—ei+ Bes) (6.10)

de3 = do (7/662)
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Uso das equagoes de estrutura

Suponhamos ainda que f : I C IR — M é uma superficie regrada em IR3.

Seja RECU) o fibrado de referenciais de ordem 0 ao longo de f. Os pull-backs das formas w?, w3 w?, w?

a Rgco), notadas pelos mesmos siimbolos, sao as componentes principais de ordem 0 - sao formas semi-
bésicas ou horizontais, todas combinacao linear da forma dt (ndo contém as diferenciais dp e dff dos pardmetros
secunddrios). Logo existem 3 relacoes lineares entre elas. Se w?, w3 fossem ambas nulas, a superficie regrada f
seria um cilindro. Suponhamos entio que, por exemplo, w? # 0. Podemos entio por:

w? = Aw?, w® = Bwi, Wi =Cw? (6.11)

)

0 . -
Quanto aos pull-backs das formas w!, w3 a R; , as respectivas componente verticais:

1_ g1 3_¢,,3
T ={w }{w?:wi%:wf:wf:o} € T = {WQ}{wi’:wS:wfzw?:o}
chamam-se as componentes secundarias de ordem 0.

Derivando a ultima das equagdes (6.11), e entrando com as equagoes de estrutura de SFE(3), obtemos:

[dA—(AC —B)wi —w!'] A w? = 0
[dB—Cw'— (A+BC)w3] A wi = 0 (6.12)
[dC + (1 + C?)wi] A wi o= 0
A componente vertical da ultima equagao da:
0
SC+(1+CHRS=0 = Xi= (1+02)% (6.13)

Portanto, ou 1+C? = 0 ou 1+ C? # 0. Neste tltimo caso, podemos variar o pardmetro secundario de tal forma
a que C' = 0. Vird entao de (6.12):

3,1 2 _ 3_ .1 _
[dA + Bw} o ] A wi 0 N A+ Bms T 0 (6.14)
[dB — Aw3] A w? o= 0 6B — An =0
Os geradores infinitesimais em IR124, 5 sdo pois X7 = B% — A% e Xj = —%. Podemos pois escolher os

pardmetros secunddrios de tal forma que A = B = 0, e assim fixar o triedro de Frenet (de ordem 1). Pondo
2
wi =do e

w! = ado, Wi = fdo, w3 =kdo
(e w? = w$ = 0), obtemos as férmulas de Frenet:
da = do(ae;+kes)
de1 = do €9
dEQ = do (—e1 + ﬂeg) (615)
de3 = do (7/8 eg)

6.2 Geometria (local) afim especial (ou unimodular) de curvas planas orientadas
em IR

As componentes relativas de um deslocamento infinitesimal de um referencial afim especial (ou unimodular) em
2
R":

Ry=g=(a;e=[e; e =FE-A) (6.16)
onde g = (a, A) € SA(2), sdo dadas por:
da = wle; + w?ey
de; = wle; +wiley (6.17)
des = wie;+wies onde wl+wi=0
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As equagoes de estrutura sao:

dw! =  w'Awl + wPAwld
dw? = wAhw? - WrAwl
dwl = w? Awl (6.18)
dw? = 2wiAw?
dw} = —2wilAwl
Consideremos agora uma curva:
folck — R’ (6.19)

definida num intervalo aberto I C IR.

Fibrado de referenciais de ordem 0:

RSCO) ={(f(t);e1,e2): {er,ey}é uma base de IR?, tal que det(e;,eq) = 1}

Um referencial especial g = (f(t);e1,ez), de ordem 0, depende de um parametro primdrio ¢ e de 3 pardmetros
secundérios (ou de gauge) a* que definem o referencial especial {eq,es}.

R}O) é um fibrado principal sobre I com grupo de estrutura H = Sp(2) constituido pelas matrizes reais 2 x 2
de det 1 (tem dimensédo 3). As fibras sdo as variedades integrais do sistema de Pfaff completamente integrével
wh=w?=0.

Facamos o pull-back das formas {w?, w;} a R;O), que representamos pelos mesmos simbolos. Como w!, w?
sao semi-basicas e nao ambas nulas, deveremos ter uma relacao linear do tipo:

w=Aw',  AeCc®RY) (6.20)

onde A depende de ¢ e dos 3 parametros secundarios. Portanto TR;O) C SA(2) é definido pela equagio
w2 —Aw!' =0, ¢ dingpo) =4,

Fibrado de referenciais de ordem 1:

Podemos ja supor que A = 0, i.e., que e; tem a direc¢ao da recta tangente a curva, definindo desta forma
os os referenciais de ordem 1. Como w? = 0, vem por (6.18), que:

0 =dw’ = w' Nw? = wi=Buw (6.21)

Portanto T’R;l) C SA(2) é definido pelas equagoes w? = 0 e w? — Bw! =0, i.e., dimR;l) = 3. O grupo de
gauge (1, de ordem 1, é o subgrupo de SA(2) que deixa uma recta fixa, e tem dimensdo 2. Existem pois 2
parametros secunddrios de ordem 1, e como 77 = 0, as formas 71 e 7wl formam um co-referencial vertical para

R(fl) — 1.

Derivando agora (6.21): w? = Bw! e atendendo novamente as equacdes de estrutura, vem que:

2w ABw! =
2w% A w% =
= dw?
= dB Aw'+ Bdw'
= dB ANw' + Bw!' Aw; (6.22)
donde se deduz que:
Ww'AN(@dB—-3Bwj)=0 = dB-3Bw]=-3Cuw' (6.23)

e para a derivada vertical:

| 6B —3Bw} =0 (6.24)
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e Se B =0, entdo w? =0 e de (6.17) viria que de; = wiey, isto é, e; mantem uma direccio fixa, e a curva
é uma recta. A reducgao nao pode continuar.

e Se B # 0, podemos definir os referenciais de ordem 2, tomando B = 1 (orientando a curva), e portanto
1
m; =0.

Fibrado de referenciais de ordem 2:

Existe agora apenas uma componente principal de ordem 1, que é w? = w!, e os referenciais de ordem 2
dependem apenas de 1 parametro secundério. T’R(fz) C SA(2) é definido pelas equacoes w? =0, w? —w! =0e
wi—Cw!=0,ie., dim Rgcl) = 2. O grupo de gauge G5, de ordem 2 tem dimensao 1. Existe pois 1 pardmetro

- . . . 2
secunddrio de ordem 2, e como 7% = 0 = w1}, a forma w3 é um co-referencial vertical para R} L

Como B =1, entdo (6.23) é wi = C w!, e portanto:
dw' =w' ANwi +w? Awh =0 (6.25)

o0 que significa que w' é fechada, logo exacta, e podemos por w' = do, que é uma 1-forma invariante chamada
o arco afim. Note que para definir o arco afim precisamos de f'(t) e de f”(¢).

Referenciais de ordem 3:

Derivando agora (6.23), com B = 1: wl = C w! e atendendo novamente as equacdes de estrutura, vem que:

w? A w% =
wh A w% =
= dw?
= dC Aw'+Cdw!
= dC AW +Cw' AWl
dC A w? (6.26)
donde se deduz que:
w' A (dC +wh) =0 = d0+wi=Duw' (6.27)

e para a derivada vertical:
6C+mi=0 (6.28)

O referencial de Frenet de ordem 3 pode ser entao definindo tomando C' = 0, isto é, w3 = 0. Nao restam
parametros de gauge. Pondo D = —k, obtemos um invariante de ordem 4, a que chamamos curvatura afim.
Finalmente as equagoes de Frenet sao:

da = do e
del = do deg (629)
deg = —kdo (31
Um célculo mostra que:
CClT‘Z = (ay — y/$//)1/3 — pu/3 (6.30)

?a dPa 1 /
— 5/3 Dl R —2/3
k(t) = D>/ °det [dtz’ dt3} 5 (D ) (6.31)
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6.3 Geometria Euclideana complexa. Superficies minimais

Seja ¢ : U C C — €3, t — ¢(t) = (x(t),y(t), 2(t)) uma curva complexa isotrépica (ou minimal), isto é, tal que:

def

¢ (t)? 22(t) +y* () + 22(t) =0, VteU

onde U é um aberto simplesmente conexo de C. Vamos utilizar os chamados triedros ciclicos directos da
forma R = {a; e, ez, e3} tais que:

e% e;-ey e]-e3 0 0 1
ey - e e ee3 | =010 (6.32)
e3-e; ez-ey €3 100
e ainda:
€] X ey = iel €9 X e3 = z'e3 €3 X e} = ieg (633)

As componentes relativas do deslocamento infinitesimal de um triedro ciclico directo sao obtidas através de:

{da = wie;

dor — w (6.34)

€j

i

Além disso, diferenciando as relagoes (6.32), obtemos e; - de; + e, - de; = 0. Substituindo as diferenciais pelas
suas expressoes (6.34) e atendendo a (6.32), obtemos entdo:

wi=0, wi=0, wi=0, Wtwi=0 wi+wi=0, witwi=0 (6.35)

da = wle; + w?ey + wies
de; = w}el + w%eg 6.36
de; = w%el — w%eg (6.36)
de; = -—wie; —wiley
onde:

w!' = e3-da, wi = e3-deg = —e;-des

w? = ey-da, w? = ey-deg = —e;-dey (6.37)

w? = e -da, w% = e3-de; = —ey-des

1

o que significa que as seis formas w', w?, w?, wi, w?, wi sdo suficientes para determinar o deslocamento infinites-

imal de um triedro.

Consideremos agora os triedros ciclicos directos de ordem 1, isto é, os triedros da forma R = {a;e;, e2, €3},
para os quais ¢ é um ponto da curva minimal dada e e; é um vector tangente a essa curva em a. Num triedro
de ordem 1, da deverd ser paralelo a e; e portanto:

Wwi=0=0uw? (6.38)

Fixemos um triedro de ordem 1, {a;€;,€5,€3}, e vejamos como sdo os triedros de ordem 1, {a; ey, eq, e3}, que
tém o mesmo vértice. Usando a definico, as relages (6.32) e (6.33), e apds alguns cdlculos, obtemos:

e = aél
e; = e +Ae; (6.39)
e = é (Eg — /\52 — gﬂél)

donde se conclui que a familia dos triedros ciclicos directos de ordem 1 depende de um parametro principal
t, que localiza a posigdo de a sobre a curva dada, e de dois pardmetros secundérios (ou de gauge) a #0 e
A
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Comparemos agora as componentes relativas do deslocamento infinitesimal dos dois triedros de ordem 1
acima referidos. Usando (6.33), (6.36), (6.37) e (6.39), obtemos:

1/ - A2 1.4
w!' = es-da=—(8;3—XNes— =8, ) -da = ~@
a 2 «
1 /. ~ 2~ ~1 ~2 da
wi = e3-de; = — (€3— )&y — —¢; |- (ade; +eda) = &) — Ao} + —
« 2 a
isto é: .
wl = 15
<9 2 4
wl = @] -\ “
~2 .
w? = aw; (6.40)
~1 2 .9 ~1
wi = é (w2 — ’\70.: + A w; + d/\)
. ~2 ~3 L S
e ainda w? = ©° = 0 = w? = @°. Como se vé, existem certas combinacoes lineares das componentes w, onde

nao figuram as diferenciais do e d\ dos parametros secunddrios: sdo as combinacdes lineares de w!, w?, w3 e w?.

Os seus valores dependem apenas da escolha do triedro {a;e;} e do deslocamento infinitesimal do seu vértice.
Designaremos estas componentes:

1

’ wl,  w?(que é nula), w3 (que é nula), w? ‘

por componentes principais de ordem 1. De (6.40) deduzimos que:

oW1 _ Wi
O T =1
w w
e por isso podemos escolher o parametro o de maneira a reduzir a um valor numérico fixo (por exemplo igual
. w? . .
a 1) arazao t. Os triedros de ordem 1, para os quais se tem:
2 _ 1
w] =w

dizem-se triedros de ordem 2 (?).

Vamos agora comparar dois triedros de ordem 2. Fixemos um triedro de ordem 2, {a;€;, €3, €3}, e vejamos
como sao os triedros de ordem 2, {a;e;, ez, €3}, que tém o mesmo vértice. Nas férmulas (6.40) vemos que A
pode ser arbitrdrio mas que aw = 1. “Orientemos” a curva dada, isto é, suponhamos que a = 1. Entao (6.39)
e (6.40) tomam o aspecto seguinte:

e = 61
€y = 62 + /\61 (641)
~ ~ 2.
e = e3— /\e2 — %el
w'o= &
Y L AD
Z; - ‘:3}2 “i (6.42)
1 = 1
wh = Oy — A0 + A +dA

onde X ¢ arbitrario. Daqui se conclui que w! é sempre o mesmo para todos os triedros de ordem 2 de uma curva

orientada - é uma forma de Pfaff invariante (de ordem 2), que sé depende do parametro principal ¢, que se diz
a diferencial do pseudo-arco e se nota por do.

As combinagoes lineares das componentes de um triedro de ordem 2, onde nao figura a diferencial d\ do
parametro secundario A, sao combinacoes lineares das componentes principais seguintes:

w', w?(que é nula), w?(que énula), w?(=w'), Wi
-
de ordem 1 de ordem 2

?Esta defini¢io nio é possivel quando w% = 0. Excluimos para ja este caso exceptional...
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Como A é arbitrario, podemos seleccionar de entre os triedros de ordem 2, aqueles para os quais:
1 _
w; =0

a que chamamos triedros de ordem 3. A forma w? = k do serd pois invariante e a funcio k serd um invariante
a que chamamos pseudo-curvatura. As férmulas de Frenet da curva de minima sdo pois:

da = ejdo

de1 = €2 do

des = (ke —es)do (6.43)
deg = k €9 do
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