COMPENSACAO E VARIACAO: UM ESTUDO SOBRE O
PENSAMENTO RELACIONAL DE ALUNOS DO 4.° ANO DE
ESCOLARIDADE'

Célia Mestre
Agrupamento de Escolas Romeu Correia, Almada
celiamestre @hotmail.com

Hélia Oliveira
Instituto da Educagdo da Universidade de Lisboa
hmoliveira@ie.ul.pt

Resumo

Nesta comunicagdo apresenta-se um estudo inserido numa investiga¢do mais ampla de
implementacdo de uma experiéncia de ensino em que se pretende desenvolver o
pensamento algébrico de alunos de uma turma do 4.° ano de escolaridade. O objectivo
particular deste artigo € analisar o pensamento relacional evidenciado pelos alunos em
tarefas que exploram igualdades numéricas com duas varidveis. A recolha de dados
incide sobre a realizacdo de duas tarefas em aula, tendo sido usados, como métodos, a
observacdo participante e a andlise documental das fichas de trabalho dos alunos.
Conclui-se que os alunos apresentam evidéncias da mobilizagdo do pensamento
relacional, expressando claramente as relacdes numéricas presentes e as nocdes de
compensacdo e variagdo em diferentes representacdes.

Palavras-chave: Early dlgebra, Pensamento algébrico, Pensamento relacional,
Variagdo.

Introducao

No ambito da Educacdo Matemética em Portugal, o novo Programa de Matematica do
Ensino Basico (Ponte et al., 2007), representa uma inovacao curricular no que respeita
ao tratamento do tema Algebra ao considerar como um dos quatro eixos fundamentais
do ensino-aprendizagem o desenvolvimento do pensamento algébrico desde os
primeiros anos de escolaridade. Esta abordagem estd em sintonia com as recentes
tendéncias internacionais que consideram que a introducdo ao pensamento algébrico

deve comecar nos primeiros anos, mas que este ndo deve constituir simplesmente um

! Trabalho realizado no ambito do Projecto PPPM - Prdticas Profissionais de Professores de
Matemdtica, apoiado pela FCT - Fundacdo para a Ciéncia e Tecnologia (contrato PTDC/CPE-
CED/098931/2008).



tema adicional do curriculo. Ao invés, deve ser entendido como uma forma de
pensamento que aporta significado, profundidade e coeréncia a aprendizagem de outros
temas. Também o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000)
considera a Algebra como um fio condutor curricular desde os primeiros anos de
escolaridade e que pode contribuir para unificar o curriculo da Matematica. Assim,
desde cedo, pode ser construida uma base sélida centrada, por exemplo, nos nimeros e
nas suas propriedades que cimente o trabalho posterior com os simbolos e expressoes
algébricas e também na experiéncia sistemdtica com padrdes que poderd vir a

desenvolver a compreensdo da nocao de funcdo.

O trabalho de investiga¢do em curso, no qual se integra este artigo, tem como objectivo
geral compreender como se desenvolve o pensamento algébrico dos alunos de uma
turma de 4.° ano de escolaridade. Em particular, este artigo tem como objectivo analisar
o pensamento relacional evidenciado pelos alunos em tarefas que exploram igualdades

numéricas com duas variaveis.

O pensamento algébrico e a aritmética

O pensamento algébrico pode ser encarado como um processo em que os alunos
generalizam ideias matemdticas a partir de um conjunto de exemplos particulares,
estabelecem essa generalizacdo através do discurso da argumentacdo e expressam-na
gradualmente de uma forma simbdlica apropriada a sua idade (Blanton & Kaput, 2005).
No pensamento algébrico déd-se aten¢do nio s6 aos objectos, mas também as relacdes
existentes entre eles, representando e raciocinando sobre essas relagdes, tanto quanto

possivel de modo geral e abstracto (Ponte, 2006).

Uma das possiveis abordagens para o desenvolvimento do pensamento algébrico baseia-
se no cardcter potencialmente algébrico da aritmética, ou seja, na aritmética
generalizada. Isso implica a constru¢ao da generalizacao a partir das relagdes numéricas
e das operagOes aritméticas e suas propriedades e inclui ainda a nocdo de equivaléncia
associada ao sinal de igual (=). Carpenter et al. (2003) reconhecem essas ideias como o
pensamento relacional, isto €, a capacidade de olhar para expressdes ou equagdes na sua
concepc¢do mais ampla, revelando as relagdes existentes nessas expressdes ou equagoes.
Para ilustrar o que pretendem dizer com pensamento relacional, Carpenter et al. (2005)

usam a igualdade numérica seguinte: 8+4=__+5. Para resolvé-la, os alunos podem



adicionar 8 e 4 e depois pensar em quanto t€ém de adicionar a 5 para obter 12. No
entanto, o processo usado, ainda que valido, ndo tem em conta a relacdo entre os
nimeros envolvidos. O aluno que apreenda a expressdao no seu todo, pode considerar
que 5 € mais um do que 4 e, por isso, o nimero a colocar no espago serd menos um do

que 8, usando a seguinte relacdo: 8+4=(7+1)+4=7+(1+4).

A aritmética tem sido, ao longo dos tempos, o tema com maior incidéncia no curriculo
da escola elementar, no entanto, torna-se necessario reconsiderar o modo como,
habitualmente, tem sido ensinada e o seu papel na forma¢ao matematica das criancas.
Numa perspectiva tradicional do ensino da Matematica tem existido uma preocupagdao
quase exclusiva com o cdlculo, e, nesta perspectiva, o propdsito é operacionalizar um
conjunto de nimeros a partir de um conjunto de passos para gerar um Unico nimero,
que ¢é a resposta pretendida. Numa perspectiva mais algébrica, por outro lado, o foco
desloca-se para as relagdes numéricas. Carpenter et al. (2003), por exemplo, referem
que a separacgdo artificial entre dlgebra e aritmética impede que os alunos construam
formas poderosas de pensamento sobre a Matematica, nos primeiros anos, € torna mais

dificil a aprendizagem da algebra nos anos mais avangados.

Na perspectiva de Stephens (2006), o desenvolvimento do pensamento relacional
depende de os alunos serem capazes de ver e usar possibilidades de variacdo entre os
nimeros de uma expressao numérica. Reconhecendo a importancia de ser trabalhada a
igualdade numa perspectiva relacional, este autor refere-se a capacidade de usar a
variacdo numa expressao numérica como uma importante caracteristica do pensamento

relacional, argumentando que € essencial que os alunos identifiquem as direc¢des dessa

variacdo e ndo apenas que reconhecam que ela existe.

O pensamento relacional pode ser expresso através de uma grande variedade de
métodos e formas, mas que dependem sempre das ideias fundamentais de equivaléncia e
compensac¢do requeridas em operagdes particulares (Stephens, 2006). Também Irwin e
Britt (2005) reconhecem que os métodos de compensacdo e equivaléncia que alguns
alunos usam na resolugdo de expressdes numéricas constituem evidéncias da utilizacdo

do pensamento relacional.

As explicacOes gerais dos estudantes sobre o porqué da veracidade da expressdo
numérica 78 - 49 + 49 = 78 e a sua capacidade de usar exemplos especificos daquilo
que mais tarde serd uma relacdo geral (a - b + b = a) foram descritas como o

pensamento quase — varidvel (Fujii & Stephens, 2008). A expressdo quase-varidvel



significa um ndmero ou conjunto de nimeros numa expressdao que revelam a relacdo
matemadtica subjacente e que se manterd verdadeira independentemente dos nimeros
que sejam usados (Fujii, 2003). Desta forma, os alunos podem usar expressdes
numéricas generalizdveis, centrando a atencdo na estrutura dessas expressoes, €
identificar e discutir a generalizacdo algébrica antes da introducdo da simbologia

algébrica formal.

De acordo com Fujii e Stephens (2008) o trabalho em torno destas expressoes
numéricas pode ser visto como um tipo de proto-dlgebra onde se procuram explorar
padrées de variacdo que podem ser, mas niao necessariamente, representados por
expressoes algébricas. Muitas expressdes numéricas tém esse potencial, mas como esse
potencial pode ser usado depende de como os alunos conseguem apreender essa

possibilidade de variacao.

Stephens e Wang (2008) aplicaram um questiondrio a alunos dos 6.° e 7.° anos de
escolaridade, com o objectivo de perceber como os alunos mobilizavam o pensamento
relacional na exploracdo de expressdes numéricas. As questdes do questiondrio
envolviam a igualdade e a compensacgdo aplicadas as quatro operacdes aritméticas. As

questdes foram categorizadas em trés tipos:

Tipo I) Expressdes numéricas com um nimero “em falta” ou um nimero
“desconhecido” que poderiam ser resolvidas através do cdlculo ou

usando o pensamento relacional:

43 + [ =48+ 76, 39-15=41- [, L= 5=20=15, 21+56=[L+8

Figura 1. Questdes do Tipo I (Stephens & Wang, 2008).

Tipo II) Expressodes envolvendo dois nimeros desconhecidos, mas inter-

relacionados:



(a) In each of the sentences below, can you put numbers in Box A and Box B to
make each sentence correct?
18+ O =20 + O

Box A Box B
18+ O =20 + 0O

Box A Box B
18+ O =20 + 0O

Box A Box B

(b) When you make a correct sentence, what is the relationship between the
numbers in Box A and Box B?

(c) If instead of 18 and 20, the first number was 226 and the second number was
231 what would be the relationship between the numbers in Box A and Box B?

(d) If you put any number in Box A, can you still make a correct sentence? Please
explain your thinking clearly.

(e)What can you say about ¢ and & in this mathematical sentence? ¢+ 2 =g+ 10

Figura 2. Questdes do Tipo II e III (Stephens & Wang, 2008).

Tipo III) Expressoes semelhantes as segundas, mas envolvendo simbolos,

correspondendo a alinea c) da figura anterior: “c+2=d+10".

Estes dois tltimos tipos de questdes tinham como principal objectivo mobilizar a
utilizacdo do pensamento relacional, pois embora fosse possivel usar o célculo para
obter alguns exemplos particulares, a identificagdo da estrutura relacional da expressao

exigiria a mobilizagdo do pensamento relacional.

Os autores categorizaram as respostas dos alunos as questdes de tipo II e III, concluindo
que estes evidenciavam a utilizagdo do pensamento relacional estabelecido quando
eram capazes de: a) especificar claramente a relacdo entre os nimeros das caixas A e B
com claras referéncias ao valor numérico e a direc¢do da compensacao aritmética; b)
descrever a condi¢do para que qualquer nimero possa ser usado na caixa A e manter a
expressdo verdadeira; c) explicar claramente como c e d estao relacionados para que a

expressao do tipo III seja verdadeira, tratando ¢ e d como nimeros gerais.

Stephens e Wang (2008) concluem com este estudo que questdes, como as descritas,
que envolvem duas varidveis impulsionam os alunos para a utilizacdo do pensamento
relacional. Assinalam que os resultados demonstraram que os alunos que revelavam um
pensamento relacional ainda emergente evidenciavam uma concepcao limitada da nogdao
de varidvel, concentrando a sua atencdo em algumas caracteristicas da relacdo numérica,

mas nao a apreendendo no seu todo.



Metodologia do estudo

Os resultados apresentados nesta comunicacao inserem-se num estudo mais amplo, de
tipo interpretativo, ainda em fase inicial, assente na implementacdo de uma experiéncia
de ensino, onde se pretendem explorar tarefas que promovam o desenvolvimento do
pensamento algébrico nos alunos de uma turma de 4.° ano de escolaridade do 1.° Ciclo

do Ensino Basico.

Este artigo foca-se na exploracdo de duas tarefas especificas, envolvendo igualdades
numéricas com duas varidveis e procura analisar o pensamento relacional evidenciado
pelos alunos na resolucdo dessas tarefas. Para recolha dos dados foram gravadas em
formato video as duas aulas em que os alunos realizaram as duas tarefas e analisados os
momentos de discussdo colectiva. Também foram usadas para andlise as fichas de
trabalho dos alunos. Estas duas aulas foram dinamizadas pela investigadora deste estudo
(primeira autora deste artigo) e a professora titular de turma assumiu um papel de
coadjuvante, apoiando os alunos nos diferentes pares. Refira-se que a investigadora é
professora de 1.° Ciclo na mesma escola da turma onde se implementa a experiéncia de
ensino e que, anteriormente a esta investigacao, jd mantinha um contacto directo com a

professora e os alunos, nomeadamente a partir da coordenacdo de projectos.

Para andlise dos dados definiram-se como indicadores da utilizacdo do pensamento
relacional os seguintes: a) identificacdo da relacdo entre os nimeros colocados nas
caixas A e B, com claras referéncias ao valor numérico e a direc¢do da compensagao
aritmética; b) identificacdo da condi¢do para que qualquer nimero possa ser usado nas
caixas A e B, de forma a manter a igualdade; c) utilizacdo de formas de representacdao

que expressam a generalizagcdo da relacao numérica.

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino decorre durante o presente ano lectivo e as tarefas exploradas
em sala de aula t€ém como base os temas e topicos matemadticos da planificacdo anual
definida pela professora titular de turma, respeitando a perspectiva de conceber o
pensamento algébrico como um fio condutor curricular (NCTM, 2000), numa 16gica de
integracao curricular. De acordo com a potencialidade de tratamento algébrico de cada

um dos topicos matemadticos da planificacio anual da turma, as tarefas foram



introduzidas na experiéncia de ensino com uma média de duas tarefas por semana e com
a duracdo de 90 minutos cada uma. Foram realizadas, até ao momento, vinte € uma
tarefas, inseridas nos tépicos “multiplos e divisores” e “operagdes com numeros
naturais”, de acordo com o Programa de Matemadtica do Ensino Basico (Ponte et al.,

2007).

A turma onde decorre a experi€ncia de ensino € constituida por 19 alunos, 7 raparigas e
12 rapazes, com uma média de nove anos de idade. Embora a turma estivesse a
trabalhar de acordo com o PMEB (Ponte et al., 2007) desde o 3.° ano de escolaridade,
no inicio da experiéncia de ensino os alunos revelavam algumas dificuldades na
exploracdo de questdes que envolviam o sentido de nimero, privilegiando quase
exclusivamente a utilizagdo dos algoritmos na resolu¢do das tarefas. Esse facto era
expresso inclusivamente quando os alunos comunicavam os seus raciocinios, referindo
que colocavam os nimeros “em cima” e “em baixo”, ilustrando o procedimento que
efectuam quando resolvem o algoritmo. Também a exploracdo de relacdes numéricas
denotava algumas fragilidades por parte dos alunos. Refira-se, como exemplo, o inicio
da exploracdo de sequéncias numéricas, onde os alunos ficaram muito surpreendidos

com a expressdo 11x3, argumentando que ““ a tabuada do trés terminava no 10x3”.

As tarefas exploradas na experi€ncia de ensino centraram-se na exploracao das relacdes
numéricas e das propriedades das operagdes, numa perspectiva de desenvolvimento do
sentido de nimero, e tendo em conta os topicos matematicos, como ja foi referido. A
exploracdo destas tarefas tinha como objectivos a identificacdo de regularidades e
expressdo da generalizacdo através da linguagem natural, e a iniciagdo de um percurso
em direc¢do a simbolizacdo através da passagem da linguagem natural para a linguagem
matematica. A utiliza¢do de alguma simbologia informal comecou a ser introduzida, em

particular, em quatro tarefas (10%, 12%, 14* e 17%), como se descreve em seguida.

Na décima tarefa, “Salas de cinema” era pedido aos alunos que descobrissem de quantas
formas seria possivel arrumar uma sala de cinema com cem cadeiras, tendo cada fila o
mesmo ndmero de cadeiras. Na parte final da exploracio dessa tarefa, foi proposto pela
professora a utilizagdo do simbolo “?” para expressar “qual o nimero” em expressoes

como “7x5=100".

A décima segunda tarefa, “Calcular usando o dobro”, explorava uma estratégia de
calculo em que se usava a tabuada do 4 para calcular produtos da tabuada do 8, a partir

de expressdes numéricas como 6x8=2x6x4 e 12x8=2x12x4. Ao generalizar essa



estratégia, os alunos expressaram em linguagem natural o seguinte: “Para descobrirmos
a tabuada do oito fazemos o dobro da tabuada do quatro”. Quando lhes foi pedido para
traduzirem esta frase em linguagem matematica, os alunos propuseram “?x8=2x7x4". O

simbolo “?” aqui apresentado traduzia para os alunos a expressdo “qualquer nimero”.

A décima quarta tarefa, “A estratégia do Afonso”, explorou a relagdo entre as tabuadas
do cinco e do dez a partir da seguinte expressdo numérica “36x5=360:2". Traduziu-se
em linguagem natural em: “Para descobrirmos a tabuada do cinco fazemos metade da
tabuada do dez”. Os alunos traduziram essa generaliza¢do para linguagem matematica

do seguinte modo:

Figura 3. Representacdo simbdélica da generalizacdo apresentada pelos alunos.

A décima sétima tarefa, “A estratégia da Marta”, explorou a expressdo numérica
“18x9=180-18" e foi traduzida em linguagem natural e em linguagem matemaética como

nas tarefas descritas anteriormente.

A utilizacdo de simbologia como o ponto de interrogacdo e a flor apresentada pelos
alunos, surgiu sempre no contexto especifico da tarefa e para expressar
matematicamente aquilo que tinha sido dito em linguagem natural. Para os alunos,
nestas trés ultimas tarefas descritas, o significado destes simbolos relacionava-se com a
utilizacdo de um mesmo ndmero (“qualquer nimero”) em cada um dos lados da

igualdade para manter a sua veracidade.

As tarefas que estiveram na base do estudo que aqui se apresenta (20" e 21*) sdo as
primeiras em que os alunos sdo confrontados com a situagdo de dois nimeros

desconhecidos inter-relacionados numa igualdade.



Apresentacio dos resultados

Em seguida, apresenta-se a exploracdo das duas tarefas em discussdo neste artigo: “Os
cromos da Ana e do Bruno” e “Descobre A e B”, inspiradas na questdo do tipo II
apresentada no estudo de Stephens e Wang (2008). Na primeira tarefa considerou-se
importante criar um contexto de modelacdo ancorado na realidade, de forma a dar
sentido aos conceitos mais abstractos apresentados (Tabach & Friedlander, 2008). As
duas tarefas foram resolvidas pelos alunos em pares e tiveram momentos de discussao
colectiva na turma. Para andlise da exploracdo das tarefas apresentam-se alguns

trabalhos dos alunos e excertos significativos das discussdes colectivas.

Tarefa “Os cromos da Ana e do Bruno”

*0s cromos da Ana e do Bruno” ¢

A Ana e o Bruno estio a fazer uma colecgio de cromos. No

domingo passado, a av0 ofereceu a cada um deles a mesma

guantidade de cromos para colarem nas suas cadernetas. A Ana
colou 18 cromos na caderneta e guardou os restantes na caixa A. O Bruno colou 20
cromos na caderneta e guardou os restantes na caixa B.

Podemos representar a quantidade de cromos que a Ana tem, da seguinte forma:

18+ @A

Nimero de cromos colados na caderneta cromos puardados na caixa A

Podemos representar a quantidade de cromos que o Bruno tem, da seguinte forma:

20+ ®

MNamero de cromos colados na caderneta cromos guardados na caixa B

Como os dois meninos tém o mesmo nimero total de cromos, podemos construir a
seguinte ipualdade:

18+ A =20+B

a) Quantos cromos terd a Ana na caixa (% e quantos cromos terd o Bruno na caixa
B

Figura 4. Enunciado da tarefa “Os cromos da Ana e do Bruno”, primeira parte.



Na apresentacdo da tarefa considerou-se importante comecar por trabalhar o contexto,
interpretando o enunciado em conjunto com os alunos. Foi projectado um acetato com o
enunciado da tarefa e procurou-se clarificar aspectos como o0 que representavam oOs
nameros 18 e 20, a simbologia usada para as caixas A e B e que os alunos atendessem a
igualdade verificando que os meninos, Ana e Bruno, tinham a mesma quantidade de

cromos.

Para responder a primeira questdo da tarefa os alunos atribuiram valores as caixas A e
B. Nessa resposta, trés dos oito pares reconheceram a comutatividade da adi¢do e
usaram apenas os numeros presentes no enunciado, 18 e 20, para manter a igualdade,
ficando 18+20=20+18. Os restantes pares usaram outros ndmeros, como mostra o

exemplo, onde se observa a escrita da igualdade envolvida:

a) Quantos cromos terd a Ana na caixa (A e quantos cromos tera o Bruno na caix

(€53 pd Na Caxe @ 2% +em (0 Clomos -

Ne coi¥@ @JO BrYuvo e 8§ (o>’

IR +10220 +B

Figura 5. Resolugao da alinea a) feita pelo par Joana e Gongalo.

Em seguida, foi distribuida a segunda parte da tarefa, onde na alinea b) era pedido aos
alunos que usassem outros valores para A e B mantendo a igualdade. Todos os alunos
resolveram essa questdo sem dificuldade, apresentando mais do que um par de valores

que mantinham a igualdade.

. . . £
b) Descobre se existem outros valores para o numero de cromos das caixas @A e B,

de modo a que o nimero total de cromos dos dois meninos continue a ser igual.

18+ A =20+B

¢) Que relagiio existe entre os niimeros que usaste para as caixas @ e®?

Figura 6. Enunciado da tarefa “Os cromos da Ana e do Bruno”, segunda parte.



A alinea c) teve respostas diferentes por parte dos pares. Cinco pares conseguiram
mostrar de forma muito clara a relacdo entre as caixas A e B com referéncias explicitas
da compensacdo usada. Um par expressou essa relagdo, mas com pouca clareza na
linguagem e dois pares ndo identificaram correctamente a relacdo, embora na alinea
anterior tivessem respondido correctamente. No exemplo que se apresenta em seguida,
os alunos mostraram que reconheciam a relagdo numérica empregue na igualdade,
incluindo o valor numérico e a direc¢do da compensacdo aritmética. Reconheceram e
explicitaram ainda que a relacdo existente entre os valores atribuidos as caixas A e B

estava dependente da relacao entre os valores iniciais 20 e 18.

c) Qne_telac.!o c:uste cntre os num.u'os que usaste para as calxa; @ e®? e
‘ %\ SR S 6y AT Gt g pas A

ABL M Wi K Jag i
o Giinp. 0w

Figura 7. Resolugdo da alinea c) feita pelo par Henrique e Rita.

Na discussdo colectiva referente a alinea c), Gongalo escreve no quadro: “A relacdo que
existe entre os ndmeros que usei para as caixas A e B é que a B tem sempre menos dois
cromos do que a A”. Neste momento, Fabio acrescentou que a relag@o entre os nimeros
relativos as caixas A e B poderia ser escrita em linguagem matemdtica. Quando lhe €
pedido para escrever no quadro aquilo a que se referia, o aluno apresenta a seguinte

expressao:

Figura 8. Representacdo do valor de A apresentada pelo Fabio.



e . ~ ~ o 2 A
Para facilitar a discussdo da expressdo apresentada pelo Fabio, a professora” propods a
constru¢do de uma tabela no quadro, com possiveis pares de valores para A e B. A

professora foi registando, na tabela, os valores que os alunos iam sugerindo:

Figura 9. Tabela explorada durante a discussdo colectiva.

Em seguida, retomou-se o que Fébio tinha referido relativamente a representacdo do
valor de A e Rita sugeriu que a forma correcta deveria ser A=B+2. Essa representacao
foi escrita no quadro e foram experimentados alguns valores da tabela para confirmar se

estava correcta:

Figura 10. Representagdo de A durante a discussdo colectiva.

Neste momento, a relacdo entre os nimeros colocados em cada uma das caixas parecia
estar compreendida por todos os alunos, reconhecendo o valor e a direccdo da
compensac¢do aritmética usada. No entanto, importava perceber se eles reconheciam a
dependéncia dessas varidveis com os valores usados na expressao numérica. O excerto
que se segue mostra o momento da discussdo colectiva em que esta questdo foi

explorada:

2 L . . N . .
Nesta comunicagdo, a referéncia “professora” diz respeito a professora/investigadora.



Rita: (...) arelagdo que existia entre os nimeros que usei para as caixas A
e B € que na caixa A had sempre mais dois cromos do que na caixa B.
Porque o 20 é mais 2 cromos do que o 18, por isso € sempre mais dois
Cromos.

Professora: (...) porqué o “mais dois”? Porque é que a caixa A tem
sempre mais dois do que a caixa B?

Gongalo: Porque a diferenca € de dois.

Professora: E porque € que a caixa B tem sempre menos dois do que a
caixa A?

Rita: Ali no dezoito mais A e vinte mais B, o 18 € menos dois do que o
20.

No momento de sistematizacdo, a professora explicita a relagdo entre os nimeros
usados na igualdade. A partir do esquema que se apresenta na figura seguinte, sdao
evidenciados o valor numérico e a direccio da compensac¢do, assim como a sua

dependéncia dos valores 18 e 20:

Figura 11. Representacdo das relacdes da igualdade durante a discussdo colectiva.

Também foi usado o modelo da balanca para ilustrar como a relagdo de igualdade
poderia ser vista como uma relagdo de equilibrio. Foram atribuidos valores a cada prato
da balanca, usando o contexto das medidas de massa com diversas possibilidades para
manter a balanca em equilibrio. Depois, foi transposto para a balanca o contexto da

tarefa e experimentadas diversas possibilidades daquela compensacao aritmética.

Em seguida, € distribuida a terceira e tltima parte da tarefa. Nesta questdo pretendia-se
que os alunos reconhecessem a relacdo entre A e B, mas com um valor numérico

diferente na compensacao.



d) Se a igualdade for a seguinte, que relagdo poderd existir entre os numeros das

caixas @ e (B?

226+ B =231+®

Figura 12. Enunciado da tarefa “Os cromos da Ana e do Bruno”, terceira parte.

Decorridos cerca de dez minutos ja todos os alunos tinham completado esta parte da
tarefa. A maior parte dos pares conseguiu identificar de forma explicita e clara a relagao

entre os nimeros das caixas A e B nesta nova igualdade:

! .
d) Se a igualdade for a seguinte, que relagiio poderd existir entre os nimeros das

caixas A e B?
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Figura 13. Resolucio da alinea d) feita pelo par Matilde e André.

Um dos pares conseguiu ainda representar correctamente, através de uma expressao, o

valor de A em relagdo a B:
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Figura 14. Resolucido da alinea d) feita pelo par Henrique e Rita.

Analisando esta primeira aula, pode perceber-se que os alunos comecam a dar
evidéncias da utilizacdo do pensamento relacional quando explicam a relacdo entre os
nimeros da caixa A e B. A partir da utilizacdo de diferentes nimeros possiveis para
cada uma das caixas, os alunos descobrem a regra, ou seja, a estrutura daquela
igualdade numérica e conseguem explicitar de forma clara essa relacdo para qualquer
niimero colocado na caixa A e na caixa B: “na caixa A ha sempre mais dois cromos do
que na caixa B”. Os exemplos anteriormente analisados evidenciam que a professora
sugeriu diferentes representagdes para expressar as relagdes existentes, a que os alunos

foram correspondendo bem, embora ainda com algumas limitacdes.



Tarefa “Descobre A e B”

“Descobre A e B”

1. Observa a seguinte igualdade:

Bx@E=12x8

a) Coloca niimeros nas caixas 4 e (B) de modo a teres trés afirmagdes verdadeiras.

BxB =12x B
=
B =

6xB=12xB
B=

6xB=12xB
®=

b) Que relagio existe entre 0s niimeros que colocaste nas caixas W e (B?

Figura 15. Enunciado da tarefa “Descobre A e B”, primeira parte.

Esta tarefa €, em continuidade com a primeira, igualmente adaptada de Stephens (2008)
e foi aplicada sem contexto de modelacdo. Apresenta também uma situacdo de
compensac¢do aritmética, mas envolvendo agora as operagdes multiplicacdo e divisdo.
Pretendia-se que, numa primeira alinea, os alunos atribuissem valores a A ¢ B mantendo

aigualdade e, na segunda alinea, identificassem a relag¢do entre esses valores.

Analisando as resolu¢des dos alunos pode referir-se que oito dos nove pares
conseguiram identificar a relacdo entre os numeros das caixas A e B de forma bastante

clara, como mostra o exemplo seguinte:



Figura 16. Resolucio da alinea b) feita pelo par Jodo e Lawry.

O exemplo seguinte mostra a resolucdo de um par que consegue representar
simbolicamente, através de duas expressdes diferentes, a relacdo entre os valores de A e
B (como dobro e como metade). Os alunos apresentam ainda uma tabela evidenciando o
reconhecimento de A e B como varidveis e um sentido de co-variacdo. No entanto,
possivelmente sugestionados pela natureza aditiva da compensagdo presente na tarefa
anterior, concretizam erradamente o terceiro par de valores, assumindo que “a

diferenca € de 2”.

Figura 17. Resolugdo da alinea b) feita pelo par Anténio e Fabio.

Na discussdo colectiva, os alunos da turma apresentaram, sem dificuldade, a relagdo
entre os nimeros da caixa A e da caixa B e vice-versa. Relacionando os nimeros da
igualdade, uma das alunas representa esquematicamente as relacdes numéricas

envolvidas nesta tarefa.



Figura 18. Representacdo das relacdes na igualdade, feita pela Rita.

Ainda na discussdo colectiva surgem afirmacdes dos alunos que mostram como
conseguiram, para além de apreenderem a relagdo numérica entre os valores
desconhecidos, chegar a uma generalizacdo dos valores que satisfazem a igualdade

presente e identificar o conceito de varidvel. Os excertos seguintes sdo exemplo disso:

Jodo: ... A caixa A vai ser sempre o dobro da caixa B. Os niimeros da
caixa A vao ser sempre o dobro do que estd na caixa B.

Matilde: A caixa A pode ser um nimero qualquer, mas tem de ser sempre
o dobro da caixa B.

Tendo em conta o trabalho realizado com as expressdes simbdlicas na tarefa anterior, a
professora solicita ainda uma forma de escrever A e B. Matilde vai ao quadro e escreve

correctamente:

Figura 19. Representagdo do valor de A e de B, feita pela Matilde.

Por dltimo, os alunos resolvem a segunda parte da tarefa que envolve também as
operagdes multiplicacdo e divisdo, mas que apresenta as relacdes mais complexas de

triplo e terca parte.



“II - Descobre @ e B”

c) Se a igualdade for a seguinte, que relagio poderd existir entre os nimeros das

caixas @ e B?

15x@ =5x®

Figura 20. Enunciado da tarefa “Descobre A e B”, segunda parte.

Perante esta questdo, todos os pares conseguiram expressar a relacdo entre os valores de
A e B de forma mais ou menos explicita, usando, pelo menos, uma representacao
correcta. Nenhum dos pares usou apenas uma forma de representagdo, completando a
explicitacdo da relacdo em linguagem natural com outra forma de representacdo, como a
tabela ou o diagrama de setas. Por exemplo, na resolucdo do par que a seguir se
apresenta observa-se a dupla utilizacdo de uma tabela estruturada e uma proto-tabela
constituida por duas colunas, embora em ambos os casos apenas com dois pares de
valores. Os alunos conseguem expressar, em linguagem natural, de forma clara, a

relacdo entre os valores atribuidos as caixas A e B.

©); f:g’a'j?%?dg for a seguinte, que relagio poderd existir entre os nimeros das

Figura 21. Resolucido da alinea c) feita pelo par Jodo e Marco.

Um outro par utiliza diferentes formas de expressar a relacdo entre os nimeros das

caixas A e B. O diagrama com setas tem explicito o tipo de relacdes entre os valores A e



B e também a relacdo de dependéncia com o 15 e o 5. Recorre ainda a representacio da

balanca para ilustrar um exemplo daquela igualdade.

Figura 22. Resolucdo da alinea c) feita pelo par Gongalo e Joana.

No momento da discussdo colectiva verifica-se que a generalidade dos alunos ndo s6
compreendeu as relacdes numéricas em causa nesta questdo, como conseguem expressi-
las em linguagem simbdlica através de uma expressao matemdtica. Essa compreensao é
manifesta quando os alunos reagem a uma resolucdo apresentada pelo par Fédbio e
Anténio. Anténio vai ao quadro e expressa correctamente as relacdes numéricas

presentes através da linguagem natural:

Figura 23. Representacdo da relacio entre A e B, apresentada pelo Anténio.



No entanto, quando, em seguida, Anténio apresenta simbolicamente os valores de A e
B, escreve incorrectamente B = A : 5 e A =B x 5. Os colegas reagem, de imediato, € o

par de alunos admite que se tinha enganado e substitui o cinco pelo trés:

Figura 24. Representacdo dos valores de A e B, apresentada pelo Anténio.

Os colegas mantém-se atentos as expressdes que foram registadas pelo Anténio. Uma

das alunas consegue identificar o erro dos colegas, corrigindo-o :

Rita: Aqui, como eles estdo a dizer (apontando para o que os colegas
escreveram em linguagem natural)... O B € o triplo... Aqui era o vezes
(apontando para a expressao B = A : 3, escrita pelo Ant6nio) do A.

(...)

Rita: Porque eles disseram que o B € a terca parte do A.

E representa correctamente as duas expressoes:

Figura 25. Representacdo dos valores de A e B, feita pela Rita.

Quando a professora questiona os alunos sobre o porqué de isso acontecer, Rita refere
que “cinco vezes trés é quinze e quinze a dividir por trés € cinco”. Matilde acrescenta
ainda que “B podia ser um nimero qualquer, mas tinha que ser o triplo do A”,

expressando a generalizacdo da relacdo trabalhada.

Nesta segunda tarefa, aplicada sem contexto de modela¢do, os alunos conseguem
também expressar a relacdo entre os nimeros da caixa A e da B, de forma clara e
evidenciando a utilizagdo do pensamento relacional. Na comparacdo desta tarefa para a

primeira percebe-se uma evolug¢do nas formas de representacdo que os alunos usam



agora, nesta tarefa, com maior variedade. A escrita simbdlica das relacdes entre os
nimeros das caixas A e de B é mais facilmente conseguida na primeira parte desta
tarefa, que envolvia a relacdo de dobro e metade. Na parte da tarefa que envolvia uma
relac@o de triplo e terca parte, o aluno que tinha tido a iniciativa de experimentar usar
esta representacdo na primeira tarefa troca as relagdes e apresenta o contrario do que
tinha expressado com as outras representacdes. Esta situagcdo foi discutida na turma e
corrigida de forma a expressar a relacdo correcta. Este episddio demonstra como os
alunos estdo, ainda, numa fase inicial neste processo e a apropriar-se do significado na

escrita simbdlica.

Consideracoes finais e conclusoes

Tendo em conta os dados apresentados, procuramos agora analisar o pensamento
relacional que os alunos do 4.° ano evidenciaram ao explorarem igualdades numéricas

com duas variaveis, usando como referéncia os indicadores referidos.

Ainda que numa fase inicial, o trabalho desenvolvido pelos alunos manifesta algumas
evidéncias da utilizacdo do pensamento relacional, tais como, a identificacdo clara da
relacdo existente entre os nimeros colocados nas caixas A e B, referindo os valores e a
direc¢do da compensacgdo aritmética; a descri¢cdo da condi¢@o para que qualquer nimero
pudesse ser usado nas caixas A e B, mantendo a igualdade inicial; e, a utilizacdo, por
alguns alunos, de formas de representacdo que expressam a generalizacdo da relagcao

numérica.

O conceito de varidvel surge pela primeira vez e, de modo informal, a partir da
exploracdo de duas varidveis numa igualdade. A utilizacdo inicial de um contexto de
modelac¢ao significativo na primeira tarefa, “Os cromos da Ana e do Bruno”, parece ter
contribuido para que os alunos atribuissem significado as varidveis A e B. Assim, para
além de conseguirem usar diferentes valores para A e B, os alunos ainda conseguiram
generalizar que aquela igualdade seria possivel para qualquer nimero desde que
obedecesse as relagdes de dependéncia identificadas. Possivelmente, sugestionados pela
representacdo em forma de tabela, alguns alunos comegaram a usar a no¢ao de co-
variagcdo entre as grandezas, mas ainda de forma muito incipiente e com alguns erros

decorrentes da tentativa de aplicacdo a segunda tarefa da estrutura aditiva presente na



primeira tarefa. Esta € também uma nog¢do ainda em estado embriondrio, mas que se

mostra promissora para as etapas seguintes de constru¢do da nocao de varidvel.

Tendo em conta as formas de representacdo apresentadas nas resolugdes dos alunos, a
exploracdo destas tarefas permitiu a utilizacio de um conjunto diversificado de
representacdes. Os alunos usaram a linguagem natural, tabelas, diagramas de setas e
conseguiram, até mesmo, apresentar de forma simbolica os valores de A em relagdo a B,
e vice-versa. Embora este processo ainda esteja numa fase inical, pode constatar-se que
os alunos comecam a utilizar a linguagem simbdlica para expressar matematicamente
aquilo que traduzem em linguagem natural. A tentativa de um aluno de encontrar uma
forma de escrever B em relacdo a A, na primeira tarefa, sem que isso lhe tenha sido
solicitado, demonstra o reconhecimento da utilidade dessa representacdo € como o0s
alunos lhe atribuiram valor e sentido. Apds a sua exploracdo na aula, outros alunos
procuraram essa forma de expressar as relacdes envolvidas, embora, nem sempre, a

conseguissem expressar de forma correcta, o que € natural nesta fase inicial.

Para compreender melhor os resultados apresentados é importante considerar o trabalho
desenvolvido até ao momento na experiéncia de ensino. Pela descricdo, ainda que
sucinta, de algumas das tarefas realizadas anteriormente, pode depreender-se a
importancia que teve para os alunos o trabalho desenvolvido em torno do sentido de
nimero, nomeadamente a exploracdo de expressdes numéricas envolvendo estratégias
de cdlculo, por exemplo. Essas tarefas permitiram trabalhar a generalizacdo e
simbolizacdo a partir de expressOes numéricas particulares passiveis de ser
generalizadas. Este procedimento enquadra-se no conceito de quase-varidvel
apresentado por Fujii (2003) e justifica a sua pertinéncia e utilidade para a construcao

do conceito de variavel.

Concluindo, pode referir-se que os alunos conseguiram mobilizar o pensamento
relacional nas tarefas com igualdades numéricas com duas varidveis. A expressdo clara
das relacOes envolvidas na igualdade numérica, a identificagdo da variacdo tendo em
conta o seu valor e a sua direc¢do e, a utilizacido de casos particulares para a construcao
da generalizacdo sdo indicadores de como os alunos fizeram uso do pensamento
relacional. A utilizacdo de diversas representacdes para expressar as relacdes envolvidas
na igualdade numérica também revela a apreensdo de uma forma de pensar que vai para
além dos procedimentos bdsicos da aritmética e que atende a natureza estrutural das

expressoes numéricas envolvidas. No entanto, temos consciéncia de que esta é apenas



uma fase inicial de desenvolvimento do pensamento relacional por parte dos alunos. Os
resultados aqui apresentados e a reflexdo por eles suscitada constituem uma importante
contribuicdo para subsequente desenvolvimento e aperfeicoamento da experiéncia de

ensino em curso.
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