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Resumo

O presente artigo refere-se a um estudo em que se investigou de que modo os alunos
utilizam as representacdes multiplas na resolugdo de tarefas que implicam a utiliza¢ao
de Fung¢des num contexto de trabalho com o Geogebra. O estudo procurou identificar
quais as representacdes a que os alunos recorrem, os factores que influenciam a sua
escolha e a forma como relacionam as diferentes representacdes. O estudo desenvolveu-
se numa turma de 9° ano que j4 tinha trabalhado com o Geogebra. Este software tem
inimeras potencialidades no estabelecimento de conexdes entre a Geometria € a
Algebra e permite ao utilizador trabalhar com distintas representacdes das Funcdes,
nomeadamente as representacdes numérica, tabular, algébrica e gréifica. Os alunos
realizaram um conjunto de tarefas diversificadas em que podiam livremente recorrer ao
Geogebra. A investigadora assumiu essencialmente o papel de observadora participante
durante a recolha de dados (registos de aula e produgdes dos alunos). Foi elaborado um
estudo de caso descritivo e analitico da turma. As conclusdes apontam que os alunos
tendem, predominantemente, a recorrer a representacdo grafica, mas conseguem usar
eficazmente uma variedade de representacdes no seu trabalho com Fungdes. Os alunos
revelam também estabelecer relagdes entre diferentes representacdes. A escolha pelas
representacOes usadas parece estar relacionada com o tipo de conhecimento matematico
que as questdes evocam, bem como com a predisposi¢ao dos alunos para as distintas
representacdes proporcionadas pelo Geogebra.
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Introducao

As representacdes assumem um papel importante em toda a aprendizagem da

Matemadtica. Elas sdo encaradas como elementos essenciais na compreensao de

' Trabalho realizado no 4mbito do Projecto Prdticas Professional dos Professores de Matemdtica, com
apoio da FCT, contrato PTDC/CPE-CED/098931/2008.



conceitos e das relacdes matemdticas; na comunica¢ao de abordagens, de argumentos e
de conhecimentos matemdticos; na explicitacdo de raciocinios; na identificacdo de
conexoes entre conceitos matematicos interrelacionados; e na aplicacdo da Matematica
a problemas realistas ou modelagao (NCTM, 2007).

E importante que os alunos compreendam que existe uma variedade de representacdes
para as ideias matemadticas e que adquiram a capacidade de passar informacao de uma
forma de representacdo para outra, estabelecendo desta forma relagdes entre diferentes
ideias matematicas sobre um tema, em particular no estudo das Funcdes, dominio da
Matemitica onde existe uma grande riqueza de representagdes (NCTM, 2007; Kieran,
2007).

As novas tecnologias vieram criar novas oportunidades de enfatizar o uso de multiplas
representacdes no ensino da Matemadtica (Zbiek et al., 2007). O uso de tecnologias é
referido no actual Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte et al., 2007). Ao
longo de todos os ciclos, os alunos devem usar o computador em situacdes diversas e,
em particular, devem ter oportunidade de trabalhar com diversos programas educativos,
nomeadamente de graficos de func¢des e de geometria dinamica, que permitem conciliar

as diferentes representacdes das funcgdes.

Neste contexto, torna-se relevante compreender de que modo os alunos lidam com as
representacdes das fun¢des quando trabalham com o Geogebra®, software que retdne
ferramentas de Algebra, Geometria e uma folha de célculo e oferece a possibilidade de

explorar multiplas representacdes. As questdes orientadoras do estudo sao:
1. Quais sdo as representacdes a que os alunos mais recorrem?
2. Que factores influenciam a escolha da representacao?

3. Como € que os alunos conciliam as diferentes representacdes?

2 O Geogebra foi desenvolvido principalmente para o ensino e aprendizagem da Matemdtica ao nivel do
Ensino Bésico e Secunddrio, por Markus Hohenwarter, na universidade americana Florida Atlantic
University. Este software, para além de ter uma versao portuguesa e de dispor de uma vasta combinagdo
de ferramentas, apresenta uma outra mais valia que € ser de uso livre, ficando assim disponivel para
professores e alunos, nas escolas e em casa.



Funcoes, representacoes e tecnologia

A Algebra é um tema da maior importancia nos curriculos de Matematica (Kaput, 1999)
que tem vindo a ver a sua abordagem alterada e antecipada junto dos alunos, com vista a
um maior reforco dos seus aspectos conceptuais e uma nao focalizacdo exclusiva na
manipulacdo simbdlica e reproducdo de técnicas desprovidas de sentido. O NCTM
(2007) recomenda que os programas de Matemdtica, do ensino pré-escolar ao 12.° ano,

habilitem os alunos para:

¢ Compreender padrdes, relacdes e fungdes;

® Representar e analisar situagdes e estruturas matemdticas usando
simbolos algébricos;

¢ Usem modelos matematicos para representar € compreender relacdes
quantitativas;

e Analisar a variacdo em diversos contextos. (NCTM, 2007, p. 39)

Uma tendéncia semelhante pode ser identificada no nosso pais nos tltimos anos (Ponte,
2006). No Curriculo Nacional do Ensino Basico (ME-DEB, 2001), “Algebra e Fungdes”
surge como um grande tema curricular e propde-se que neste dominio, ao longo de
todos os ciclos do ensino bdsico, seja desenvolvida a competéncia matemdtica que
inclui:

® A predisposicao para procurar padroes e regularidades e para formular

generalizagdes em situacOes diversas, nomeadamente em contextos
numéricos e geométricos;

e A aptiddo para analisar as relacdes numéricas de uma situacdo,
explicitd-las em linguagem corrente e representd-las através de
diferentes processos, incluindo o uso de simbolos;

e A aptidao para construir e interpretar tabelas valores, graficos, regras
verbais e outros processos que traduzam relacdes entre varidveis,
assim como para passar de umas formas de representacdo para outras,
recorrendo ou ndo a instrumentos tecnolégicos;

e A aptidio para concretizar, em casos particulares, relacdes entre
varidveis e formulas e para procurar solucdes de equacdes simples;

® A sensibilidade para entender e usar as no¢des de correspondéncia e
de transformacgdo em situagdes concretas diversas. (ME, 2001, p.66)

Com o novo Programa de Matematica do Ensino Bésico (Ponte et al., 2007), a Algebra

surge como um dos quatro grandes temas. Prevé-se que o seu estudo se inicie nos



primeiros anos de escolaridade e, no 3.° ciclo, institucionaliza-se o uso da linguagem
algébrica, trabalha-se com expressdes, equacdes, inequacdes e funcdes, procurando
desenvolver no aluno a capacidade de lidar com diversos tipos de relacdes mateméticas
e estudar situacdes de variacdo em contextos significativos. Assim, o estudo das

Fungdes surge valorizado no 3.° ciclo.

Também as representagdes tém vindo a assumir especial destaque nas orientagdes
curriculares para o ensino da Matemdtica. O NCTM (2007) dedica uma norma
especifica a representacdo matematica, considerando como objectivos para os alunos,
desde o pré-escolar até ao 12.° ano (NCTM, 2007, p. 160):
e Criar e usar representagdes para organizar, registar e comunicar ideias
matematicas;

e Seleccionar, aplicar e traduzir representacdes matemdticas para
resolver problemas;

e Usar as representacOes para modelar e interpretar fendmenos fisicos,
sociais e matematicos.

Segundo o NCTM (2007), € necessdrio estimular os alunos para a representagdo das
suas ideias, ainda que inicialmente estes o facam recorrendo a formas nao
convencionais mas que para eles tém sentido. Todavia, € importante que os alunos
aprendam formas de representacdo convencionais, para facilitar quer a aprendizagem da

Matematica, quer a comunicacdo das suas ideias matematicas.

Também os documentos curriculares portugueses tém vindo a valorizar as
representacoes. O Curriculo Nacional do Ensino Basico (ME/DEB, 2001) defende que
ser-se matematicamente competente implica o desenvolvimento de atitudes,
capacidades e competéncias, destacando-se aqui as que dizem respeito as
representacdes, ainda que implicitamente: “a aptiddo para discutir com outros e
comunicar descobertas e ideias matemadticas através do uso de uma linguagem, escrita e

oral, ndo ambigua e adequada a situacao” (ME/DEB, 2001).

No Programa de Matematica do Ensino Bésico (Ponte et al., 2007) as representacdes
matemadticas sdo uma das dimensdes da aprendizagem mais valorizada. Neste

documento € apresentado como objectivo geral do ensino da Matemética:

Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matemadticas em
diversas representagdes. Isto €, devem ser capazes de:



e Jer e interpretar representacdes simbolicas, pictéricas, tabelas e
graficos, e apresentar adequadamente informag¢ao em qualquer destas
formas de representagdo;

e traduzir informagdo apresentada numa forma de representacdo para
outra, em particular traduzir para termos matematicos informacgdo
apresentada em linguagem natural;

e claborar e usar representacdes para registar, organizar € comunicar
ideias matematicas;

e usar representagdes para modelar, interpretar e analisar situacdes
matematicas € nido matematicas, incluindo fenémenos naturais ou
sociais. (Ponte et al., 2007, pp. 4-5)

Ainda neste documento € referido a importancia das representacdes matematicas na
aprendizagem dos alunos e do trabalho com multiplas representagdes, sempre que
possivel. Defende-se que os alunos, ao trabalharem com diversas representacdes para as
ideias matematicas, adquirem a capacidade de passar de uma forma de representacao
para outra, que € tdo importante como saber reconhecer as convengdes inerentes a cada

tipo de representacao e interpretar a informacao apresentada.

O conceito de fungdo, como ja foi referido anteriormente, deve ser abordado de forma a
englobar as diferentes representacdes e a utilizacdo de ferramentas tecnolégicas pode,
em certa medida, permitir que sejam ultrapassados alguns problemas de representacdo e
manipulacdo de fungdes. Segundo Gomez (1997), o recurso as tecnologias para o ensino
e aprendizagem das funcdes permite uma melhor e mais facil consolidacdo do conceito
de funcdo em comparagdo com a abordagem cldssica do estudo formal das fun¢des, em
que se partia das representacdes simbdlicas e se traduziam por representacdes tabulares
e finalmente por representagcdes graficas (Coulombe & Berenson, 2001). As tecnologias
que foram progressivamente ficando acessiveis ao ensino da Matemadtica,
nomeadamente aquelas que exibem capacidades graficas, permitem a criacdo de
multiplas representagdes, ainda com as vantagens de exibirem representacdes diversas e

também permitirem acc¢des sobre essas representagoes.

Destaca-se aqui a utilizacdo do software de geometria dindmica, com o seu caracter
dindmico que potencia a exploracdo de representacdes e sua inter-relacdo, em especial
de gréficos, tabela e expressdes algébricas. Este tipo de soffware permite trabalhar e
compreender a Matematica de uma forma que ndo € possivel com as tradicionais

ferramentas como o papel e o I4pis, proporcionando aos alunos acrescidas



oportunidades, destacando-se: a exploracdo de problemas e conceitos matematicos
complexos, a execucdo de procedimentos rotineiros de forma mais rdpida e precisa,
deixando os alunos mais disponiveis para as tomadas de decisdes, para a reflexdo e

raciocinio, e a andlise de exemplos ou formas de representagao (NCTM, 2007).

A compreensdo das relagOes existentes entre as vdrias representacoes de um mesmo
conceito e a identificacdo das suas semelhancas e diferencas contribui para uma melhor
compreensdo do conceito por parte dos alunos (Goldin & Shteingold, 2001). Quando €
utilizada uma forma de representacdo e essa ndo representa na totalidade a ideia
matemadtica, é necessdrio recorrer a mais formas de representacdo (Hadmard, 1945,

citado por Wong, 2004).

Friedland e Tabach (2001) apresentam quatro modos de representacdo essenciais ao
ensino da Matemética, nomeadamente da Algebra — representacio verbal, representacio
numérica, representacdo grafica e representacdo algébrica. O uso de diferentes
representacdes tem o potencial de fazer com que o processo de aprendizagem da
Algebra, em particular das Funcdes, seja significativo e efectivo. Estes autores
apresentam as vantagens e desvantagens associadas a cada uma das formas de

representacao que identificam:

N

a) representacdo verbal — estd normalmente associada a apresentacdo do
problema e a interpretacao final dos resultados obtidos, d4a énfase a conexao
da Matematica com outras dreas do conhecimento e entre a Matemdtica e o
quotidiano. Esta forma de representacdo pode tornar-se um obsticulo para a
comunicacdo matemdtica, uma vez que nao € universal e a sua utilizacdo pode

ser feita de forma ambigua ou conduzir a associacdes incorrectas.

b) representacdo numérica — é uma representacao natural para os alunos que se
encontram a iniciar o estudo da dlgebra e, normalmente, precede qualquer
outro tipo de representacdo. Este tipo de representacdo € importante na
compreensdo inicial de um problema e na investigacdo de casos particulares,
no entanto, ndo € generalizdvel, sendo por isso uma ferramenta, em alguns

casos, limitada.

c) representacdo grdfica — proporciona uma imagem clara de uma funcdo de
varidvel real. E uma forma de representacdo intuitiva e apelativa para os

alunos que gostam de uma andlise visual. No entanto, a representacao grafica



€ muito influenciada por factores externos (por exemplo, escalas) e apresenta
frequentemente s6 uma parte do dominio do problema. A sua utilidade como

ferramenta matematica varia de acordo com a tarefa em causa.

d) representacdo algébrica — esta é concisa, geral e efectiva na apresentacdo de
padrdes e modelos mateméticos, por vezes € o tnico método de justificar ou
efectuar generalizacdes. Contudo, esta forma de representacdo, que usa
exclusivamente simbolos algébricos pode ocultar o significado matematico ou

a natureza do objecto e causar dificuldades de interpretacao de resultados.

A importancia de trabalhar com vdérias representacdoes resulta das vantagens e
desvantagens apresentadas anteriormente para cada uma das formas de representacdo e
da necessidade de corresponder a estilos individuais de raciocinio dos estudantes. Desta
forma defende-se que se deve trabalhar num ambiente multiplas representagdes, uma
vez que as desvantagens de umas sdo colmatadas pela combinacdo com as outras. No
entanto, a natureza da tarefa, a preferéncia pessoal, o estilo de pensamento do individuo
que resolve o problema ou dificuldades em determinados tipos de representagdo sao

factores que poderdo determinar o tipo de representacdo a utilizar (Kaput, 1992).

Brown e Mehilos (2010) fazem referéncia a uma outra forma de representacdo das
Funcdes, a tabular. As tabelas ajudam os alunos a passar do mundo concreto da
aritmética, onde os problemas envolvem nimeros especificos, para o mundo abstracto
da dlgebra, onde as quantidades variam. As tabelas ddo aos alunos uma experiéncia
tangivel em que as varidveis sdo numeros que se alteram e em que o valor das
expressoes varia como o resultado. A tabela actua como uma ponte entre a Aritmética,
onde os ndmeros sdo especificos, para a Algebra, onde as varidveis ndo sdo

especificadas e expressam relagdes gerais.

No estudo desenvolvido por Brown e Mehilos (2010), alguns alunos desenvolveram
rapidamente a facilidade em manipular os simbolos e perceberam o seu potencial.
Outros continuaram a mostrar preferéncia pelo uso de tabelas, sendo estas um suporte a
usar enquanto os alunos procuram ficar confortdveis com as expressoes algébricas. As
tabelas fazem com que se sintam mais confiantes no trabalho algébrico e encoraja-os a
persistir; sdo ferramentas poderosas para ajudar os alunos a darem significado a
varidveis e a expressoes algébricas. Esta forma de representacdo permite aos alunos

verem os simbolos algébricos como descrigdes gerais de nimeros especificos, o que é



de extrema importancia para aqueles que precisam de desenvolver uma melhor

compreensdo de simbolos abstractos.

No ambito deste estudo, e atendendo a que os alunos sdo do 3.° ciclo, considerou-se
pertinente adoptar os modos de representagdo enunciados por Friedland e Tabach
(2001) a excepcao da representacdo verbal, e ainda a representacdo tabular (Brown e
Mehilos, 2010), disponivel no Geogebra, e com reconhecidas potencialidades no

trabalho com Funcdes.

Metodologia

Este estudo’, tendo em conta o seu propdsito, objectivos e a natureza dos resultados
finais que se pretendiam obter, € um estudo de natureza qualitativa, na modalidade de
estudo de caso instrumental, com caracteristicas descritivas e analiticas (Merriam, 1988;
Stake, 2009). Importa fazer aqui referéncia ao caso em estudo, uma turma do 9° ano de
escolaridade, de uma escola do concelho de Elvas, que se considera como o conjunto
dos grupos de alunos que a constituem, nos quais se identificam tendéncias principais.
A turma foi alvo de uma experiéncia de ensino que foi desenvolvida em contexto
natural, na sala e hordario lectivo normais e conduzida pela professora titular da turma,
que funcionou em cumplicidade com a investigadora. Esta experi€ncia ou intervengao,
concretizada em 2009/2010, criou as condi¢des para a recolha de dados, na qual a
investigadora assumiu uma postura de observadora participante durante a fase de
apresentacdo da tarefa e trabalho auténomo sobre a mesma, mas com maior intervengao

na fase de discussio colectiva das tarefas.

Para a realizac@o da interven¢ao diddctica foi necessdrio organizar a turma em pequenos
grupos. Estes grupos, em nimero de cinco, foram organizados pelo professor titular
com a participacdo dos alunos. O professor teve em consideragdo os seguintes critérios
na constituicdo dos grupos: o empenho, o interesse, o comportamento e a afinidade
entre os alunos. Destes cinco grupos, quatro eram compostos por trés alunos e um por
dois alunos. Os alunos tinham j4 tido contacto com o Geogebra durante as aulas de
Matemadtica e as de Estudo Acompanhado leccionadas também pelo professor de

Matematica.

? O estudo a que se reporta este artigo corresponde ao desenvolvimento da tese de mestrado da primeira
autora (Gafanhoto, 2011).



A interven¢do didactica consistiu na realizacdo de seis tarefas diversas, durante seis
aulas (cinco blocos de noventa e um de quarenta e cinco minutos), classificadas quanto

a sua natureza de acordo com o seguinte quadro:

Quadro 1 - Tarefas classificadas consoante a sua natureza: exploragdo e modelagao.

NATUREZA

- - REFERENCIA
EXPLORACAO MODELACAO
1. Qual o tarifario melhor? Eis a X Adaptado do Grupo de
questdo... trabalho T3, 2002
2. As informacgdes dadas por X Adaptado de exercicios
uma func¢do do tipo y=mx+b... de manuais
‘o Adaptado do Grupo de
3. Matemdtica por um canudo X trabalho T3, 2002
4. As folhas de papel que X Criado pela
usamos investigadora
5. Estudo das fungdes y=ax’ X Adaptado de CXereiclos
de manuais
6. O crescimento do meu cabelo X Adaptado do Grupo de
€ modelado por uma funcio trabalho T3, 2002

A estrutura das tarefas seguiu sempre a mesma légica a excep¢do da tarefa 6. As tarefas
eram divididas em duas partes: na primeira parte os alunos criavam, a pedido, as
diferentes formas de representacdo (tabular, grifica e algébrica) e, na segunda parte,
eram colocadas questdes aos alunos de interpretacdo das funcdes em estudo,
permitindo-lhes que eles utilizassem as representagdes que considerassem mais
adequadas para produzir as respectivas respostas. A tarefa 6 foi colocada de forma mais
aberta, apresentando-se a situa¢do em linguagem corrente e colocando-se directamente
questdes a responder pelos alunos recorrendo as formas de representacdo que

entendessem.

2

A tarefa “Qual o tarifirio melhor? Eis a questdo...” corresponde a uma tarefa de
consolidacdo e aprofundamento do conceito de funcdo de proporcionalidade directa e
afim. Esta tarefa consistia na defini¢do, representacdo e interpretacdo de diferentes

tarifarios telefénicos reais como fungdes.

A tarefa “As folhas de papel que usamos” foi assinalada, para esta turma, como uma
tarefa de exploracdo do conceito de func¢do de proporcionalidade inversa. Com esta

tarefa pretendia-se que os alunos caracterizassem e representassem a fun¢do que a cada



valor da largura da folha A4 associa uma altura, de forma a manter constante a medida
da drea. O professor titular, na aula subsequente, baseou-se nos resultados desta tarefa

para formalizar o conceito de func¢do de proporcionalidade inversa.

A tarefa “Matemadtica por um canudo” foi aplicada no seguimento da tarefa descrita
anteriormente, tendo sido aplicada como uma tarefa de consolida¢do e aprofundamento
do conceito de proporcionalidade inversa. Nesta tarefa foi estudada a relagdo entre o

comprimento de um cilindro oco e o tamanho de fita visualizada.

z

A tarefa “O crescimento do meu cabelo é modelado por uma funcdo” teve como
objectivo colocar os alunos perante uma tarefa de modelacdo mais aberta. Esta tarefa
tinha como contexto um problema da realidade (crescimento do cabelo) o qual é

modelado por uma funcao de proporcionalidade directa.

As tarefas “As informagdes dadas por uma fun¢do do tipo y=mx+b...” e “Estudo das
funcoes y:axz” sdo situagdes estritamente matemadticas, tendo como objectivo estudar

matematicamente as fungdes do tipo y=mx+b e y:ax2.

A recolha de dados foi realizada através da observacdo e andlise documental. A
investigadora fez o registo dos acontecimentos da aula e a andlise dos documentos
produzidos pelos alunos, como as resolugdes escritas das tarefas e os ficheiros de

Geogebra correspondentes a resolucio de cada uma.

A anélise dos dados realizou-se em duas fases diferentes. A primeira fase ocorreu
durante a recolha de dados; a segunda fase foi realizada posteriormente, a qual pode ser
subdividida em trés sub-fases. Primeiramente, definiram-se categorias para andlise
posterior dos dados recolhidos. Essas categorias estavam de acordo com as
representacdes utilizadas pelos alunos e com a natureza/objectivo das perguntas das
tarefas. Em seguida realizou-se uma andlise de todos os dados recolhidos relativamente
a todos os grupos, segundo as categorias definidas. Por ultimo, efectuou-se uma anélise
cruzada de forma a encontrar semelhancas e diferencas, formulando, por fim,

conclusoes.

Apresentacao de resultados

De uma forma global, os grupos aderiram bem a realizacdo destas tarefas, ndo s6 ao

nivel do empenho e responsabilidade mas também das respostas matematicas



conseguidas. Ao longo de todas as tarefas, os alunos foram capazes de utilizar diversos
tipos de representacdo disponibilizado pelo Geogebra, fazendo uso das potencialidades
deste software, em particular das tabelas da folha de célculo que tem incorporada, a qual
consideraram uma mais valia significativa que lhes proporciona representacdes

rigorosas em pouco tempo:

O meu grupo usou a folha de cédlculo porque € mais facil e rapido do que
se tivéssemos que fazer a mao. (Rui, grupo 4)

Pois quando descobrimos como fazemos para o primeiro ja sabemos as
outras todas, ou seja, quando descobrimos a férmula do primeiro ja temos
para os outros todos. (Bérbara, grupo 3).

De seguida apresenta-se as respostas dos alunos a Tarefa 6 — O crescimento do meu
cabelo ¢ modelado por uma fung¢do — que, como ja explicado, permitia que os alunos
adoptassem as representacdes que entendessem. Escolhe-se esta tarefa por ter cardcter

ilustrativo e por ter, de alguma forma, ido contra as expectativas das investigadoras.

Na primeira pergunta era pedido aos alunos que determinassem qual seria o
comprimento do seu cabelo, tendo em conta a sua idade e se nunca o tivessem cortado,
sabendo que este cresce ao ritmo médio de 13 mm por més. Os diferentes grupos

apresentaram as seguintes respostas:
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Figura 1. Resposta do grupo 1.
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Figura 2. Resposta do grupo 2.
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Figura 3. Resposta do grupo 3.
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€.4) 46 % 1= 450 (Boxd® = @ BU6 mav.

D“jac) Bw 16 axned, e o cdeole Sl 13 eononm omos . fve
aiven “quanted  fmeses Koo oaSando | o Licarmo) 1S o R anees,
(elasaesmdd G Qo‘\m\ &Dcpgc‘uLm Lcamey | @ el QR -\m\'\o.xn wscdo’
IR0 trpoeSes - , RWO. 2doee. quamto Wmve ansude omnal
a mdomess e Awses  peles  ailitnalaen s G mey , MCme@c&o

&«i{n de calids, e ﬁw oL Saloen gwe K c-:m«grumm{o

N ol .

Figura 5. Resposta do grupo 5.

Para responderem a esta questdo todos os grupos usaram a representacdo numérica e

utilizaram como ferramenta de célculo a folha de célculo do Geogebra.

Todos os grupos, a excep¢do dos grupos 4 e 5, ndo tiveram em conta a unidade da
varidvel tempo, ou seja, ndo determinaram a sua idade em meses ou entdo ndo

determinaram qual € o crescimento médio do cabelo por ano.

Na segunda pergunta era dado o comprimento do cabelo e pedia-se que determinassem

a idade minima, tendo os grupos respondido:
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Figura 6. Resposta do grupo 1.
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Figura 7. Resposta do grupo 2.
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Figura 8. Resposta do grupo 3.

4.2) Raga St\de € L WQade le7-3%2| =O | cn = To0 vy
520! = 28,46 mess loao | em | aloes e | ams | dem
= F B =D, 24
A
e 3,4 anos

Figura 9. Resposta do grupo 4.
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Figura 10. Resposta do grupo 5.

A estratégia utilizada pelos grupos para responderem a esta questdo, foi a mesma que
haviam usado na pergunta anterior; recorreram a representacdo numérica da funcdo e

usaram a folha de célculo do Geogebra para efectuarem os célculos.

O grupo 2 na resposta escrita apresenta os célculos com 50 cm, contudo na folha de

calculo efectuou-os correctamente, usando 500 mm.

Para responder a esta questdo, os elementos do grupo 5 apresentaram opinides e
estratégias de resolucao divergentes. Houve um elemento do grupo que usou a regra de
trés simples com os dados da alinea anterior, enquanto que os outros dois elementos
efectuaram com os dados iniciais do problema. Esta situagcdo levou a que discutissem as

resolucdes apresentadas e por fim a concluir que o comprimento do cabelo é sempre



igual ao produto do nimero de meses por 13mm, e dai a escreverem a expressao

algébrica da funcdo que modela o problema.

Na pergunta 1.3, era pedido o tempo necessdrio para que o cabelo tenha de 1m de

comprimento. Os grupos responderam o seguinte:
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Figura 11. Resolu¢do do grupo 1.
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Figura 12. Resolu¢do do grupo 2.
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Figura 13. Resposta do grupo 3.
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Figura 14. Resposta do grupo 4.
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Figura 15. Resposta do grupo 5.



Os grupos 1, 2 e 4 usaram nas suas respostas, ainda que implicitamente, o conceito de
proporcionalidade directa. Os grupos 3 e 5 utilizaram a representacdo algébrica para
determinarem o valor pretendido. O grupo 5 partiu da expressdo algébrica que haviam
escrito na resposta a pergunta anterior. A folha de cdlculo do Geogebra foi aqui também

utilizada pelos grupos como auxiliar nos calculos.

Na pergunta 1.4 era pedido aos alunos que determinassem quanto tempo havia passado

para que o cabelo crescesse 1,95 cm, a qual responderam:
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Figura 16. Resposta do grupo 1.
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Figura 17. Resposta do grupo 2.
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Figura 18. Resposta do grupo 3.
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Figura 19. Resposta do grupo 4.
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Figura 20. Resposta do grupo 5.



As respostas a esta pergunta ndo apresentam estratégias diferentes das utilizadas
anteriormente, todos 0s grupos recorrem a representacdo numérica € usaram mais uma
vez a folha de célculo do Geogebra como ferramenta de cdlculo. O grupo 5 distingue-se

mais uma vez dos restantes grupos pelo simples facto de recorrer a expressao algébrica.

Na questdao 1.5 € alterada a constante de proporcionalidade e é pedido aos alunos que
determinem o tempo necessdrio para que o cabelo atinja o comprimento de 1,95 cm.

Verificaram-se entio as seguintes respostas:
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Figura 21. Resposta do grupo 1.
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Figura 22. Resposta do grupo 2.
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Figura 23. Resposta do grupo 3.
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Figura 24. Resposta do grupo 4.
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Figura 25. Resposta do grupo 5.



Mais uma vez todos os grupos recorreram as mesmas representagoes e procedimentos

que haviam utilizado nas perguntas anteriores.

Na ultima pergunta pedia-se, aos alunos, que comparassem duas situagdes de
crescimento de cabelo, modeladas por funcdes afim e, em particular, que determinassem
se em algum momento as duas fungdes representavam o mesmo comprimento de

cabelo. A esta pergunta os grupos responderam da seguinte forma:
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Figura 26. Resposta do grupo 1.
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Figura 27. Resposta do grupo 2.
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Figura 28. Resposta do grupo 3.
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Figura 29. Resposta do grupo 4.
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Figura 30. Resposta do grupo 5.

Os grupos 1, 3 e 4 recorreram a representacao grafica para responderam a esta pergunta,
efectuando a representacdo de cada uma das funcdes no Geogebra e determinando o

ponto de intersecc¢do entre elas:

. Objectos livres x
J aty=13x+100
4 bry=15x 1400
. Objectos dependentes
4 A=(50,750)
iPonio A: Ponto de interseccio de b a|
1000
8004 "
B
6004
4004
2004
—
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
2004

Figura 31. Procedimento utilizado pelos grupos 1, 3 e 4.

Os grupos 2 e 5 usaram as representagdes algébricas e tabulares, mas usando

procedimentos distintos.



O grupo 2 usou a folha de célculo do Geogebra e as suas potencialidades em conjunto
com a expressao algébrica da funcdo que modela cada uma das situagdes, como se pode

ver em seguida:
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Figura 32. Procedimento usado pelo grupo 2.

O grupo 2 cometeu o erro de usar os 10 cm onde teria que usar 100 mm, dai a
justificacdo para a sua resposta ndo estar correcta. O grupo 5 sé usou a folha cédlculo
para efectuar os cdlculos auxiliares; no entanto, cometeram alguns erros o que justifica a

sua resposta.

Note-se que os grupos nesta tarefa tinham total liberdade de escolha da(s)
representacdo(des) a que recorreriam para responder a questdes. Todavia, ndo houve
grandes diferencas nos procedimentos utilizados entre 0s grupos € no mesmo grupo
entre as perguntas. Os alunos resolveram numericamente todas as questdes, a excepgao
do grupo 5 que a partir da pergunta 1.2 recorreu a expressao algébrica. Os grupos 1, 2, 3
e 4 s6 definiram a expressao algébrica que modela o problema quando tiveram

necessidade de fazer a representacdo gréfica.



Conclusoes

De seguida tecem-se comentarios conclusivos incidindo sobre as questdes orientadoras

do estudo desenvolvido.

Quais as representacoes a que os alunos mais recorrem?

O Quadro 2 resume as representacdes a que os alunos recorreram na realizacio de cada

uma das tarefas, possibilitando assim uma andlise cruzada das informagdes recolhidas

relativamente as representacdes utilizadas por cada grupo na resolugdo de cada questao.

Este quadro s6 contempla as questdes em que os alunos podiam escolher as

representacdes para produzir a resposta sem que nada lhes fosse imposto.

Quadro 2. Representacdes utilizadas por cada grupo.

PERGUN GRUPOS Representagao
1 2 3 4 5 Predominante
Algébrica Algébrica Algébrica Algébrica Algébrica Algébrica
Gréfica Griéfica Gréfica Griéfica Tabular Gréfica
Griafica Grafica Griafica Grafica Grafica Griafica
Tabular Tabular Algébrica Tabular Tabular Tabular
Griafica Grafica Grifica/ Grafica Grafica Griafica
Tabular
Algébrica/ Algébrica/ Gréfica Algébrica/ Griafica/ Algébrica/
Gréfica Griéfica Grifica Tabular Gréfica
Algébrica/ Grafica/ Gréfica/ Algébrica/ Grafica/ Gréfica/
Griéfica Tabular Tabular Grifica Tabular Tabular
Griéfica Grifica Griéfica Grifica Grifica Gréfica
e | gt | e | AR | Gt e
Griafica Grafica Griafica Griafica Grafica Griafica
Griéfica Griéfica Griéfica Griéfica Griéfica Griéfica
Griafica Grafica Griafica Grafica Grafica Griafica
Griéfica Grifica Griéfica Griéfica Griéfica Griéfica
Grafica/ Gréfica/ Griafica/ Tabular Tabular Grafica/
Tabular Tabular Tabular Tabular
Algébrica Griafica Griafica Algébrica Algébrica Algébrica
Algébrica Grifica Griéfica Algébrica Algébrica Algébrica




al | 0| Meebrica | AEEEY | onifia | “EG | “Giiten | Grifcn.
? | i) | Algébrica | Grfica Grifica Tabular Tabular -

Bl |ii) | Grafica | 95 | Grafica | AP | Alggbrica | Grfica

1 V) Grafica Tabular Grafica Tabular Tabular Tabular

P i) | Algébrica Tabular Griéfica Algébrica Algébrica Algébrica
ﬁ " 1i) Tabular Grafica Grafica - Tabular --

T iii) Gréfica Griéfica Gréfica Griéfica Griéfica Gréfica

]25 1v) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica

1.1 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica

1.2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica

1.3 Numérica | Numérica Numérica Numérica Algébrica Numérica

1.4 Numérica | Numérica Numérica Numérica Algébrica Numérica

1.5 Numérica Numérica Numérica Numérica Algébrica Numérica

1.6 Grafica | MEOUY | Gimca | Grafica | Alefbricd [ g mca

Tabular Numérica
Repres. pred. Griéfica Griéfica Graéfica Graéfica Grafica Grafica

Todos os grupos utilizaram os diferentes modos de representa¢do no conjunto de tarefas
propostas. A representacdo grafica foi a representacdo a que os alunos mais recorreram
por sua iniciativa, tendo sido as representacdes tabular e numérica as segundas mais

utilizadas, surgindo em ultimo lugar a representagdo algébrica.

Ao efectuar o mesmo tipo de andlise, mas para cada grupo individualmente, verifica-se
que todos os grupos recorreram também com maior frequéncia a representacao gréfica.
No entanto, verificou-se que s6 os grupos 2 e 3 apresentaram a mesma ordem de
preferéncia/utilizacdo dos modos de representacdo, ou seja, as representagdes tabular e
numérica como as segundas representagdes mais utilizadas, seguidas pela representagcao
algébrica. Para os grupos 1, 4 e 5 a segunda representacdo mais utilizada é a
representacao algébrica, logo de seguida estdo referidas as representagdes numérica e
tabular, respectivamente. O grupo 3 destaca-se por apresentar uma forte incidéncia no

recurso a representacao grafica em comparagc@o com 0s outros grupos.

Que factores influenciam a escolha da representacio?

Para além das preferéncias que os alunos ou grupos parecem revelar, a escolha das

representacOes parece ser orientada pelo tipo de conhecimento matemdtico que as



questdes evocam. Assim, nas questdes em que era pedido para se identificar a imagem
dado o objecto, todos os grupos a excep¢do do grupo 3 recorreram maioritariamente a
representacdo algébrica. O recurso generalizado a representagdo algébrica pode ser
justificado por serem expressdes algébricas de facil compreensdo, ainda mais quando
foram escritas pelos proprios alunos, em que eram usadas estratégias de resolugdo
(cdlculo) com que os alunos estdo mais familiarizados. O grupo 3, como desde inicio
mostrou a vontade e entusiasmo em utilizar as potencialidades graficas do Geogebra,

procurou sempre que o conseguiu utilizar somente a representacao grafica.

Nas respostas as perguntas em que era necessdrio identificar o objecto dada a imagem,
verifica-se que os grupos recorrem maioritariamente a representacdo grafica, sendo
excepgdo o grupo 5. Analisando em particular o grupo 5, este grupo recorre em grande
parte a representacdo tabular, no entanto a representacdo tabular de cada uma das
funcdes foi construida com base na representacdo gréfica. Portanto, pode afirmar-se que

este grupo conciliou dois tipos de representacdo, a grafica e tabular.

Nas respostas em que era solicitado o estudo comparativo de duas ou mais funcdes, os
alunos recorreram na maioria das vezes a representacdo grafica. A representacdo grafica
d4d uma imagem clara global das funcdes, sendo esta uma mais valia quando se pede aos
alunos que estabelecam comparagdes entre fungdes ou que identifiquem momentos em
as funcdes assumem o mesmo valor. Os alunos recorreram a representaciao tabular
quando lhes foi pedido para analisarem as fung¢des em determinados valores do seu

dominio, estando estes representados nas tabelas.

Nas tarefas foram propostas questdes em que os alunos tinham que analisar e interpretar
a relacdo entre as varidveis e as variacoes das fung¢des quanto a sua monotonia e
compreender a influéncia da variagdo dos pardmetros das fungdes e ainda estudar a
influéncia dos parametros dos tipos de fun¢do. Também nestes casos, a representacao

matemadtica predominante escolhida pelos grupos € a representacdo gréfica.

Como € que os alunos conciliaram as diferentes representacoes?

Note-se que os alunos usaram frequentemente mais do que um tipo de representagio,
tirando partido do software permitir visualizar e alterar, no mesmo ambiente de

trabalho, todas as representagcdes. Nao ficaram por isso limitados na sua andlise por ndo



terem presente uma dada representacdo, sendo sempre possivel colmatar as

desvantagens de cada uma das representacdes com as vantagens das outras.

Os alunos conciliaram sobretudo a representa¢ao grafica com a representacdo algébrica
e a tabular com a grafica. A representacdo grafica foi conciliada com a representagcao
algébrica nas seguintes situagdes: quando o dominio representado pela representacdo
grifica ndo abrange os valores em estudo ou entdo quando, por limitagdes do software,
o aluno ndo consegue seleccionar o valor em estudo. Os alunos também recorreram
frequentemente a representacio algébrica para construirem a representacao grafica das

funcoes.

Dadas as caracteristicas/potencialidades do Geogebra, a representacao grafica foi muitas
vezes a base da construgdo da representacao tabular das fungdes, uma vez que a partir
da definicdo de um ponto sobre o grifico da funcdo e a deslocacdio do mesmo, o

Geogebra constrdi automaticamente a tabela.

A possibilidade dos alunos usarem de forma autébnoma o Geogebra fez com que nio
existissem constrangimentos relativamente ao tipo de representagdo a adoptar, pois a
utilizacdo de qualquer tipo de representacdo foi agilizada pelo uso do software, bem
como a utilizacdo simultdnea de diversas representagdes para a mesma situacdo. No

N

entanto, e como foi possivel observar das respostas dos alunos a Tarefa 6, a
disponibilidade do software nao chega. Este estudo alerta também para que o trabalho
com as representacoes multiplas deve ser acautelado pelo professor, de forma a que

possa ser potenciado e bem aproveitado pelos alunos.
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