
O GRUPO PROFINITO DE UMA SUBSTITUIÇÃO
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Resumo. Para um palavra bi-infinita, o fecho topológico da linguagem
dos seus factores finitos no semigrupo profinito livre reflecte propriedades
combinatórias e dinâmicas da palavra bi-infinita. Por exemplo, a palavra
bi-infinita é uniformemente recorrente se e só se os elementos infinitos
do referido fecho são regulares, J-equivalentes e entre eles encontram-se
todos os seus factores infinitos. Em particular, há um grupo profinito de
estrutura associado à correspondente J-classe, o qual é na realidade um
invariante por conjugação do sistema dinâmico simbólico gerado pela
palavra bi-infinita.

Um método simples para produzir palavras bi-infinitas consiste na
iteração infinita de substituições primitivas. O objectivo último da in-
vestigação aqui relatada é o cálculo de grupos profinitos de estrutura
associados a palavras bi-infinitas geradas por tais meios. Vários exem-
plos naturais, como as palavras bi-infinitas de Fibonacci, conduzem a
grupos profinitos livres, mas nem sempre assim acontece. No entanto,
sob condições bastante gerais, nomeadamente se a substituição induz
um automorfismo do grupo livre, o grupo em causa é de facto um grupo
profinito livre.

1. Introdução

Em dinâmica simbólica, considera-se sistemas que, em cada instante (sendo
o tempo considerado discreto), se encontra em algum de um certo conjunto
finito de estados posśıveis. Um historial do sistema é uma sequência bi-in-
finita

· · ·x−nx−n+1 · · ·x−1x0x1 · · ·xn−1xn · · ·
onde xi representa o estado no instante i. Por translação da origem do
tempo, obtemos uma acção do grupo aditivo dos inteiros Z no espaço SZ

de todos os historiais do sistema, visto como potência topológica do espaço
discreto S, sendo a acção realizada por transformações cont́ınuas.

Um sistema dinâmico simbólico é um subconjunto fechado de SZ que seja
estável para a translação da origem do tempo. A topologia de SZ é deter-
minada pela base formada pelos abertos que consistem em prescrever uma
secção do historial num intervalo de tempo espećıfico. Pela estabilidade para
a acção do grupo Z, é irrelevante onde se situe a origem, ou seja as condições
topológicas traduzem-se combinatoriamente pela prescrição da presença de
segmentos finitos nos nossos historiais. Em termos mais formais, mostra-se
que um sistema dinâmico simbólico é completamente determinado pelo con-
junto dos segmentos finitos dos seus historiais, ou seja por uma linguagem
de palavras finitas. As linguagens que podem ocorrer deste modo são fáceis
de identificar: são aquelas que (a) são fechadas para tomar factores e tais
que (b) cada palavra na linguagem pode ser estendida à esquerda e à direita
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a outras palavras na linguagem acrescentando letras. Ver [15, 9] para obras
de introdução à dinâmica simbólica e [10] para um trabalho mais avançado
versando especificamente sistemas dinâmicos simbólicos gerados por iteração
de substituições.

A dinâmica simbólica pode portanto ser vista como um caṕıtulo da teoria
de linguagens sobre alfabetos finitos, ou seja do estudo combinatório dos
subconjuntos do monóide livre A∗ sobre um alfabeto finito A. No entanto,
a estrutura algébrica dispońıvel no monóide livre para a investigação de
problemas combinatórios é muito pobre. Uma ideia que surgiu na teoria de
semigrupos finitos consiste em considerar uma métrica natural sobre A∗ e
passar a trabalhar com o completado Â∗. A aplicação desta ideia na relação
com a dinâmica simbólica surgiu como subproduto de trabalhos do autor,
em parte em colaboração com M. V. Volkov, procurando esclarecer aspectos
estruturais do monóide profinito livre Â∗ ou para obter certos resultados da
teoria de semigrupos finitos [2, 1, 4, 5, 8].

Este trabalho é o texto desenvolvido, mas sem demonstração detalhada
da maior parte dos resultados, correspondente a uma palestra realizada no
âmbito do Encontro de Algebristas Portugueses realizado em Vila Real em
Setembro de 2004. O leitor interessado poderá consultar as referências bibli-
ográficas para as demonstrações dos resultados apresentados. Em geral, as
provas dos resultados para os quais não são apresentadas referências podem
ser encontradas no artigo [6], onde o tema deste texto é tratado em detalhe.

Este trabalho pretende ser uma breve introdução ao estudo das J-classes
maximais dos semigrupos profinitos livres e das suas relações com os siste-
mas dinâmicos simbólicos. Concentramo-nos especificamente na estrutura
dos subgrupos maximais de tais J-classes. Esboçamos uma demonstração de
que, se a J-classe contém a imagem de uma letra por uma substituição pri-
mitiva que induz um automorfismo do grupo livre, então os seus subgrupos
maximais são grupos profinitos livres finitamente gerados.

2. Ingredientes básicos

Consideremos no monóide livre A∗, cujos membros são as palavras finitas
sobre o alfabeto finito A, e cuja operação é simplesmente a concatenação de
palavras, a métrica dada por

(1) d(u, v) =
{

2−r(u,v) se u 6= v
0 caso contrário

onde r(u, v) é o menor cardinal |M | de um monóide finito M para o qual
existe algum homomorfismo ϕ : A∗ → M tal que ϕ(u) 6= ϕ(v). Trata-se de
facto de uma ultra-métrica no sentido que, em relação às propriedades reque-
ridas para uma métrica, a desigualdade triangular é reforçada na seguinte
desigualdade:

d(u, w) ≤ max{d(u, v), d(v, w)}.
Além disso, a operação de concatenação é contractiva:

d(u1v1, u2v2) ≤ max{d(u1, u2), d(v1, v2)}

pelo que a operação de concatenação se estende de forma única a uma ope-
ração cont́ınua no completado Â∗ de A∗ em relação à métrica d. Logo Â∗
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é um monóide topológico. Como há, a menos de isomorfismo, somente um
número finito de monóides com um dado número N de elementos, existe
algum homomorfismo uniformemente cont́ınuo ϕN : Â∗ → SN num monóide
finito tal que d(u, v) ≤ 2−N se e só se ϕN (u) = ϕN (v). Assim, por um ar-
gumento de extracção sucessiva, podemos extrair de uma qualquer sucessão
(wn)n de Â∗ uma subsucessão convergente.1 Por outras palavras, o monóide
Â∗ é compacto. Ele também é zero-dimensional no sentido de admitir uma
base da sua topologia formada por abertos fechados, nomeadamente os con-
juntos da forma ϕ−1

N (s) com s ∈ SN e N ≥ 1. Por outro lado, como as
imagens rećıprocas de subconjuntos de monóides finitos M por homomorfis-
mos ϕ : A∗ → M são precisamente as linguagens racionais, e todo o aberto
fechado de um semigrupo profinito é união de classes abertas fechadas de
um congruência de ı́ndice finito (Lema de Hunter [13]), conclúımos que os
abertos fechados de Â∗ são precisamente os fechos topológicos das linguagens
racionais de A∗.

Um monóide compacto zero-dimensional também se diz um monóide profi-
nito. De forma equivalente, trata-se de um monóide compacto residualmente
finito, ou ainda de um limite projectivo de monóides finitos [3]. O monóide
Â∗ diz-se o monóide profinito livre sobre A porque tem a seguinte proprie-
dade universal para a função de inclusão ι : A → Â∗: para toda a função
ϕ : A → M num monóide profinito, existe um único homomorfismo cont́ınuo
ϕ̂ : Â∗ → M tal que o diagrama seguinte comuta

A
ι //

ϕ
  @

@@
@@

@@
@ Â∗

ϕ̂

���
�
�

M

Esta propriedade decorre imediatamente da definição de Â∗ no caso de M
ser um monóide finito e dáı segue para qualquer monóide profinito M pela
propriedade deste de ser residualmente finito.

Num monóide finito, dado um elemento m, a sucessão (mn!)n converge
(na topologia discreta) para o único idempotente que é uma potência de
expoente positivo de m. Esse idempotente representa-se por mω. Logo,
também em qualquer monóide profinito, dado um elemento m, a sucessão
(mn!)n converge para um idempotente, o único que é limite de uma sucessão
de potências de expoente positivo de m, e o qual novamente se representa
por mω. Para um monóide profinito M , representamos por EndM o mo-
nóide de endomorfismos cont́ınuos de M .

Teorema 2.1 ([3]). Se M é um monóide profinito finitamente gerado, en-
tão EndM é ainda um monóide profinito para a topologia da convergência
pontual, i.e., como subespaço de MM . Além disso, a função de avaliação
(EndM)×M → M dada por (ϕ, m) 7→ ϕ(m) é cont́ınua.

1Digamos, começando na posição n1 = 1 e, em cada passo N , retendo o elemento na
posição actual e escolhendo uma subsucessão dos elementos que se lhe seguem que tenha
valor constante sob ϕN , avançando para a posição nN+1 dada pelo ı́ndice do primeiro
termo dessa subsucessão.
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Em particular, dado ϕ ∈ End Â∗, podemos considerar o seu único iterado
infinito idempotente ϕω = limn→∞ ϕn!. Sendo Â∗ um monóide profinito li-
vre sobre A, cada elemento ϕ de End Â∗ é completamente determinado pela
sua restrição ϕ|A a A. Informalmente, ϕ(w) obtém-se substituindo cada
letra a ∈ A por ϕ(a) e “fazendo as contas” em Â∗. Por isso diz-se sim-
plesmente que ϕ é uma substituição. Uma substituição ϕ diz-se finita se
ϕ(A) ⊆ A∗. Só consideraremos substituições finitas embora substituições
mais gerais também desempenhem um papel importante na teoria [2, 1].
Seguindo a notação adoptada em [8], para simplificar a descrição de ϕ po-
deremos escrever ϕ = [w1, . . . , wn], no caso de A = {a1, . . . , an} com uma
ordem fixada para as letras, onde wi = ϕ(ai) para i = 1, . . . , n.

Uma substituição ϕ diz-se primitiva se existir n tal que, para qualquer
par de letras a, b ∈ A, a ocorre em ϕn(b). Uma substituição primitiva ϕ
determina um sistema dinâmico simbólico Sϕ, cuja linguagem L de segmen-
tos finitos consiste dos factores das palavras ϕn(a) para n suficientemente
grande e a ∈ A. Como, para n suficientemente grande, ϕn(a) é factor de
ϕn+1(b) para quaisquer a, b ∈ A, e ϕω(a) = limn→∞ ϕn!(a), o fecho da lin-
guagem L em Â∗ consiste precisamente dos factores (finitos ou infinitos) de
ϕω(a) para qualquer a ∈ A.

O resultado seguinte é essencialmente bem conhecido [20]. Uma demons-
tração na linguagem deste trabalho de um resultado mais geral pode ser
encontrada em [6].

Proposição 2.2. Para qualquer substituição primitiva ϕ, o sistema dinâ-
mico simbólico associado Sϕ é minimal, i.e., não contém estritamente ne-
nhum outro sistema.

Eis alguns exemplos clássicos sobre o alfabeto A = {a, b}.

Exemplo 2.3. Seja ϕ = [ab, ba]. O sistema dinâmico simbólico Sϕ foi in-
troduzido por Hedlund e Morse em 1938 [12] como forma de descrever uma
geodésica recorrente não periódica numa superf́ıcie simplesmente conexa de
curvatura constante negativa.2 A forma de descrever uma tal geodésica
consistiu na sua codificação através da sequência de intersecções com deter-
minadas curvas. Este trabalho constituiu a fundação da dinâmica simbólica,
sendo precisamente esse o seu t́ıtulo. A sequência

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaab . . . ,

cujos prefixos são os de ϕn(a) para n suficientemente grande, tinha já an-
teriormente sido considerada por Prouhet [19] e Thue [23] em trabalhos de
natureza combinatória. Uma sua propriedade importante é que não possui
segmentos da forma u3, o que permite, por codificação, obter um sistema
em três letras que não possui segmentos da forma u2. Daqui segue que o se-
migrupo de Burnside em pelo menos três geradores definido pela lei x3 = x2

é infinito. Ver [16] para mais detalhes.

2A recorrência de uma geodésica g significa que, para todo o ε > 0, existe ` ∈ R tal
que, para todo o segmento s de g de comprimento pelo menos `, qualquer ponto de g está
a distância no máximo ε de algum ponto de s.
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Exemplo 2.4. Seja ϕ = [ab, a]. A sucessão dos comprimentos das palavras
ϕn(b) (n ≥ 0)

b, a, ab, aba, abaab, abaababa, abaababaabaab, abaababaabaababaababa, . . .

é precisamente a sucessão de (números de) Fibonacci, pelo que Sϕ se diz
o sistema de Fibonacci. Trata-se do exemplo mais simples de um sistema
dinâmico simbólico não periódico gerado por substituições. Possui várias
propriedades notáveis. Por exemplo, entre dois quaisquer factores do mesmo
comprimento, a diferença dos números de ocorrências de uma letra não ex-
cede 1 e, para cada comprimento, há precisamente um factor u desse com-
primento tal que ua e ub também são factores. Daqui decorre que o número
de factores de comprimento n é q(n) = n+1, precisamente o número mı́nimo
para que o sistema não seja periódico [12]. Sistemas dinâmicos simbólicos
cuja função de complexidade q(n) possui esta propriedade dizem-se Stur-
mianos e têm sido objecto de numerosos estudos, cf. [17, Caṕıtulo 2], [10,
Caṕıtulo 6]. Eles também são conhecidos como “rectas discretizadas” pois,
grosso modo, descrevem as instersecções com a quadŕıcula Z×R∪R×Z de
rectas ` no plano Euclidiano R2 de declive irracional, onde a e b codificam
respectivamente intersecções com rectas horizontais ou verticais, rectas estas
` que podem ser vistas como geodésicas não periódicas no toro R2/Z2.

Um sistema dinâmico simbólico minimal é, como consequência imediata
da definição, o fecho da órbita de qualquer dos seus pontos para a acção de Z
por translações, uma vez que esse fecho é ele próprio um sistema dinâmico
simbólico. Uma caracterização alternativa é dada pela recorrência uniforme,
que se exprime em termos da linguagem dos segmentos finitos como segue:
todo o segmento finito ocorre como segmento de todo o segmento finito
suficientemente longo. Analogamente, diremos que um elemento de Â∗ é
uniformemente recorrente se todo o seu factor finito for factor de todo o seu
factor finito suficientemente longo. O seguinte resultado é essencialmente
uma reformulação da Proposição 2.2.

Proposição 2.5. Se ϕ é uma substituição primitiva finita, então todo o
ϕω(a) (a ∈ A) é uniformemente recorrente.

Um elemento s de um semigrupo S diz-se regular se existir algum t ∈ S
tal que sts = s.

Para poder dispor da linguagem clássica da teoria de semigrupos, passa-
mos a relembrar as relações de Green. Chamamos prefixo de um elemento
u de um monóide um seu factor esquerdo, isto é v tal que u = vw para
algum w. Um sufixo é definido dualmente. Dados dois elementos u e v de
um monóide M , escrevemos

• u ≤J v se v é factor de u;
• u ≤R v se v é um prefixo de u;
• u ≤L v se v é um sufixo de u.

Trata-se de três relações de quasi-ordem sobre M . Dois elementos u, v são
equivalentes para a relação de equivalência associada a uma quasi-ordem ≤
se u ≤ v e v ≤ u. A relação de equivalência associada a uma quasi-ordem
de Green ≤K denota-se por K. Adicionalmente, considera-se a relação de
equivalência H = R ∩ L.
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Eis alguns factos sobre as relações de Green. Num monóide compacto,
(1) todos os elementos de uma J-classe J são regulares se e só se J con-

tiver algum idempotente; neste caso, todos os subgrupos maximais
contidos em J são grupos compactos isomorfos;

(2) toda a J-classe é união de R-classes e união de L-classes, sendo não
vazia a intersecção de cada R-classe com cada L-classe;

(3) as H-classes que contêm idempotentes são os subgrupos maximais;
(4) se u J v e u ≤R v, então u R v, e analogamente para L.

O leitor interessado poderá encontrar em qualquer livro clássico sobre teoria
de semigrupos, por exemplo em [14], a demonstração destes resultados no
contexto dos semigrupos discretos. Algumas das propriedades mais restriti-
vas, respeitantes a semigrupos compactos, são válidas mais geralmente nos
chamados semigrupos estáveis.

Munidos desta linguagem, podemos passar a apresentar alguns resultados
básicos sobre as J-classes de palavras profinitas uniformemente recorrentes.

Teorema 2.6. Seja w uma palavra profinita infinita. Então w é uniforme-
mente recorrente se e só se w é ≤J-maximal como palavra profinita infinita.

Assim sendo, na ordem ≤J de Â∗ encontramos, no topo, uma parte for-
mada por J-classes singulares, constitúıdas pelos elementos de A∗, pois é
fácil mostrar que os factores destes são necessariamente finitos. Imediata-
mente abaixo situa-se uma “faixa” de J-classes formadas precisamente pelas
palavras profinitas uniformemente recorrentes. A não ser no caso especial
do alfabeto com uma só letra, para baixo desta faixa ficam ainda muitas
J-classes. Delas, pouco se conhece, a não ser daquela que fica no fundo da
ordem, a J-classe que coincide com o ideal mı́nimo de Â∗ [22, 21, 7].

Eis algumas outras propriedades das J-classes das palavras uniformemente
recorrentes.

Proposição 2.7. (1) A J-classe de uma palavra profinita uniformemente
recorrente é completamente determinada pelos seus factores finitos e
também pelos seus prefixos finitos, e ainda pelos seus sufixos finitos.

(2) Toda a palavra profinita uniformemente recorrente w é H-equivalente
a algum limite de uma sucessão de factores finitos de w.

(3) A J-classe de uma palavra profinita uniformemente recorrente é re-
gular.

Logo, a uma tal J-classe está associado um grupo profinito, a saber qual-
quer dos subgrupos maximais dessa J-classe, que já observámos serem todos
isomorfos.

O correspondente natural em Â∗ à linguagem L de um sistema dinâmico
simbólico é simplesmente o seu fecho topológico L. Na passagem a L não há
perda de informação: u é um factor finito de v = limn→∞ vn, com vn ∈ L;
a linguagem A∗uA∗, das palavras que têm u como factor, é racional, pelo
que o seu fecho Â∗ u Â∗, formado pelas palavras profinitas que têm u como
factor, é um aberto; logo u é factor de vn para n suficientemente grande;
como L é fechado para tomar factores, resulta que u ∈ L.

Nesta passagem, é agora fácil identificar os sistemas dinâmicos simbólicos
minimais através do seguinte resultado.
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Proposição 2.8. Seja X ⊆ AZ um sistema dinâmico simbólico e seja L
a linguagem dos seus segmentos finitos. Então X é minimal se e só se os
elementos infinitos de L são J-equivalentes (e, portanto, ≤J-maximais como
palavras profinitas infinitas).

Logo todo o sistema dinâmico simbólico minimal X tem um grupo pro-
finito natural associado, nomeadamente “o” grupo da J-classe dos limites
infinitos das sucessões dos segmentos finitos de X. Como caso particular
de um resultado muito mais geral obtido recentemente por Alfredo Costa,
segue que este grupo é um invariante topológico do sistema X, ou seja é
invariante por conjugação. Uma conjugação de um sistema dinâmico sim-
bólico X ⊆ AZ noutro sistema Y ⊆ BZ é um homeomorfismo ϕ : X → Y
tal que o seguinte diagrama comuta:

X
σA //

f

��

X

f

��
Y

σB // Y

onde σA e σB designam as translações de origem, repectivamente em AZ

e BZ.

3. De volta às substituições

Em particular, a toda a substituição primitiva ϕ está naturalmente as-
sociado um grupo profinito Gϕ, o qual é um invariante para conjugação
topológica do sistema dinâmico simbólico Sϕ.

Problema 3.1. Calcular estes grupos.

O objectivo destas notas é apresentar alguns resultados parciais para a
resolução deste problema que mostram que há situações relativamente gerais
em que estes grupos são grupos profinitos livres. Dizemos que uma subs-
tituição finita ϕ é grupo-invert́ıvel se ϕ induz um automorfismo do grupo
livre FGA. O resultado principal é o seguinte.

Teorema 3.2. Seja ϕ uma substituição primitiva sobre um alfabeto finito
que é grupo-invert́ıvel. Então Gϕ é um grupo profinito livre finitamente
gerado.

Podemos ser mais precisos quanto ao número de geradores livres de Gϕ e
podemos mesmo calculá-lo. A descrição deste cálculo segue da apresentação
que se segue dos ingredientes essenciais para a demonstração do teorema.

Começamos por ver como a recorrência uniforme se comporta para subs-
tituições. Dizemos que uma substituição ϕ apaga uma letra a se ϕ(a) = 1.

Teorema 3.3. Se a substituição ϕ não apaga todas as letras e w é unifor-
memente recorrente, então ϕ(w) também o é.

Seja ϕ uma substituição finita sobre um alfabeto finito e seja w ∈ Â∗.
Uma igualdade x1 · · ·xm = y1 · · · yn diz-se redut́ıvel se existirem ı́ndices i e j
tais que x1 · · ·xi = y1 · · · yj e 2 ≤ i + j < m + n. Dizemos que ϕ tem atraso
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limitado em relação a w se existir um inteiro N tal que seja redut́ıvel toda
a igualdade de factores de w de uma das formas

uc1 · · · cmv = c′1 · · · c′n
uc1 · · · cm = c′1 · · · c′nv

com os ci, c
′
j ∈ ϕ(A), u, v ∈ A∗ tais que A∗u∩ϕ(A∗) 6= ∅ e vA∗ ∩ϕ(A∗) 6= ∅,

e m + n > N . Dizemos que ϕ é uma codificação se ϕ é um endomorfismo
injectivo de Â∗. Sendo ϕ uma substituição finita, segue de [18] que ϕ é
uma codificação neste sentido se e só se ϕ|A∗ for uma codificação no sentido
clássico, isto é se ϕ|A∗ for injectiva.

Teorema 3.4. Se ϕ(w) é uniformemente recorrente e ϕ é uma codificação
de atraso limitado em relação a ϕ(w), então w também é uniformemente
recorrente.

Daqui por diante, assumimos que ϕ é uma substituição finita primitiva
sobre A. Notamos que, se ba é um factor de comprimento 2 (dos elementos)
de Jϕ, então todas as palavras profinitas da forma ϕω(u), com u um factor
finito de Jϕ que começa com a letra a e termina com a letra b, são H-
equivalentes e pertencem a um subgrupo maximal de Â∗ contido em Jϕ.
A razão essencial que justifica esta afirmação reside na observação de que,
como ϕω é um homomorfismo e a imagem de cada letra é uma palavra
profinita infinita, os factores finitos de ϕω(u) são factores de ϕω(v) para
algum factor v de u de comprimento 2. Se tomarmos para a a primeira letra
dos elementos de H e para b a última letra desses elementos, chamamos a
ba uma conexão para ϕ. As conexões estão em bijecção com os subgrupos
maximais de Jϕ que contêm elementos da imagem de ϕω.

Dadas duas letras a, b ∈ A tais que ba é um factor de Jϕ, seja Xϕ(a, b) o
conjunto das palavras finitas u tais que:

• bua é factor de Jϕ;
• u começa com a;
• u termina com b;
• u não contém ba como factor.

Uma vez que os elementos de Jϕ são uniformemente recorrentes, todo o
factor suficientemente longo de ϕω(a) contém ba como factor e, portanto,
Xϕ(a, b) é um conjunto finito.

Proposição 3.5. Seja ba uma conexão para ϕ e seja H o subgrupo maximal
que contém ϕω(Xϕ(a, b)). Então ϕω(H) é gerado, como subgrupo fechado,
pelo conjunto ϕω(Xϕ(a, b)).

Mas, o que nos interessa é calcular o subgrupo maximal H. Para começar,
note-se que, por construção, como ϕω(Xϕ(a, b)) ⊆ H, também ϕω(H) ⊆ H.
Logo ϕω(H) é um subgrupo fechado de H, sendo portanto ele próprio tam-
bém um grupo profinito. Na hipótese de que ϕ induz um automorfismo do
grupo livre, os dois grupos coincidem. Mais geralmente, temos o seguinte
resultado cuja demonstração, tecnicamente delicada, consiste em usar a hi-
pótese do atraso limitado para descodificar sucessivamente elementos de uma
H-classe que contenha elementos de Im ϕω.
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Proposição 3.6. Seja ϕ uma substituição primitiva que é uma codifica-
ção de atraso limitado. Se w ∈ Jϕ pertence à mesma H-classe que algum
elemento de Im ϕω então w ∈ Im ϕω.

Por outras palavras, se H é uma H-classe de Jϕ tal que H ∩ ϕω(H) 6= ∅,
então H = ϕω(H). Como corolário, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 3.7. Seja ϕ uma substituição primitiva que é uma codificação
de atraso limitado. Se ba é uma conexão para ϕ, então ϕω(Xϕ(a, b)) gera,
como grupo profinito, um subgrupo maximal de Jϕ.

Para já, temos identificados geradores de certos subgrupos maximais de Jϕ.
Mas isso não é suficiente para identificar a estrutura de tais grupos. Para o
fazer, começamos por considerar o grupo profinito livre F̂GA sobre o con-
junto gerador livre A. Ele é obtido por completamento do monóide livre
em relação à métrica d definida pela fórmula (1) mas onde agora r(u, v) é
definida considerando somente homomorfismos A∗ → G em grupos finitos.
Novamente, trata-se de um monóide profinito e efectivamente possui a pro-
priedade universal análoga à de Â∗, mas agora para grupos profinitos. Sendo
bem conhecido que o grupo livre FGA é residualmente finito, segue que o
subgrupo de F̂GA gerado por A é efectivamente isomorfo a FGA, o que
justifica a notação.3

Enviando o gerador a ∈ A em si próprio, obtemos uma projecção natural
p : Â∗ → F̂GA. A substituição ϕ induz um endomorfismo de FGA e um
endomorfismo cont́ınuo de F̂GA enviando a ∈ A em p(ϕ(a)). Recorde-se que
ϕ é grupo-invert́ıvel se ϕ induz um automorfismo de FGA. De forma equiva-
lente, ϕ(A) gera o grupo FGA, ou ainda um subgrupo denso do completado
F̂GA, ou ainda ϕ induz um automorfismo cont́ınuo do grupo profinito li-
vre F̂GA.

Daqui por diante, seja ϕ uma substituição primitiva grupo-invert́ıvel.

Proposição 3.8. O endomorfismo de F̂GA induzido por ϕω é a função
identidade.

Dizemos que X ⊆ A+ é um código circular se X é um conjunto gerador
minimal de X∗ e a condição uv, vu ∈ X∗ com u, v ∈ A+ implica u, v ∈
X∗. Mostra-se que todo o código circular tem atraso finito em relação a
qualquer palavra profinita. Assim, a condição de atraso limitado requerida
para poder aplicar o processo de descodificação sucessiva da Proposição 3.6
fica garantido pelo resultado seguinte.

Proposição 3.9. O conjunto ϕ(A) é um código circular.

Os passos finais para a demonstração do Teorema 3.2 podem agora ser
esboçados. Seja ba uma conexão para ϕ e seja H o subgrupo maximal
gerado por ϕω(Xϕ(a, b)). A Proposição 3.8 implica que a imagem de H pela
projecção p : Â∗ → F̂GA é um subgrupo fechado gerado por Xϕ(a, b). Ora,
Xϕ(a, b) é um conjunto finito de palavras finitas e, portanto está contido em
FGA. Logo, pelo Teorema de Nielsen-Schreier ele gera um subgrupo livre

3Em alternativa, F̂GA poderia ser definido directamente por completamento de FGA

em relação à métrica definida pelas mesmas fórmulas.
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K de FGA. Mais precisamente, podemos calcular uma base de H reduzindo
sucessivamente Xϕ(a, b) pela aplicação das seguintes regras:

(1) se o conjunto contiver um par de palavras distintas da forma x, xy,
substituir xy por y;

(2) se o conjunto contiver um par de palavras distintas da forma x, yx,
substituir yx por y.

Ao cabo de um número finito de etapas, obtemos um conjunto ao qual não é
posśıvel aplicar nenhuma destas regras, precisamente o código biprefixo que
gera o mais pequeno submonóide de A∗ que contém Xϕ(a, b). É fácil ver
que este código gera livremente o subgrupo K.

Neste ponto, invocamos um resultado recente que garante que o fecho
topológico K em Â∗ de um sugrupo K do grupo livre FGA é um grupo
profinito livre sobre os mesmos geradores livres que K [11]. Resta portanto
mostrar que a restrição de p a H é injectiva, para o que é suficiente observar
que as operações (1) e (2) podem ser realizadas dentro de qualquer grupo H,
não alterando o subgrupo gerado pelo conjunto a que são aplicadas.

Finalmente, convém observar que é posśıvel calcular efectivamente o con-
junto de geradores livres de H.

Proposição 3.10. Dada uma substituição ϕ sobre um alfabeto finito, exis-
tem algoritmos para realizar cada uma das seguintes tarefas:

(1) determinar se a substituição é primitiva;
(2) no caso de ϕ ser primitiva, determinar as suas conexões;
(3) sendo ϕ primitiva e ba uma sua conexão, identificar o conjunto

Xϕ(a, b).

4. Casos particulares

Nesta secção, apresentamos alguns casos concretos de aplicação do Teo-
rema 3.2.

Teorema 4.1 ([8]). Seja ϕ uma substituição primitiva grupo-invert́ıvel sobre
um alfabeto finito A e suponhamos que existe n tal que a primeira letra de
ϕn(a) é independente de a ∈ A, e analogamente para a última letra. Então
os elementos ϕω(a) (a ∈ A) são geradores livres de um subgrupo profinito
de Jϕ.

De facto, neste caso os próprios ϕω(a) (a ∈ A) geram um subgrupo ma-
ximal, pelo que se trata realmente de um caso particular do resultado mais
geral.

Um segmento u de um sistema dinâmico simbólico diz-se especial à direita
de grau d se existirem exactamente d letras distintas a tais que ua ainda é
um segmento; a palavra u diz-se um segmento especial se for um segmento
especial de algum grau d ≥ 2. Segmentos especiais à esquerda são definidos
de forma dual. Um sistema dinâmico simbólico em duas letras possui exac-
tamente um segmento especial à esquerda e um segmento especial à direita,
de cada comprimento finito, ambos de grau 2, se e só se ele for Sturmiano
(cf. Exemplo 2.4).
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Teorema 4.2. O grupo profinito associado a um sistema dinâmico simbólico
Sturmiano gerado por substituições é um grupo profinito livre em 2 geradores
livres.

Para a demonstração, pode-se mostrar, mais precisamente, que há uma
conexão ba tal que, sendo A um alfabeto com duas letras, Xϕ(a, b) gera o
grupo livre FGA.

Mais geralmente, um sistema dinâmico simbólico em n letras é de Arnoux-
Rauzy se possuir exactamente um factor especial à esquerda e um factor
especial à direita, de cada comprimento finito, ambos de grau n.

Teorema 4.3. O grupo profinito associado a um sistema dinâmico simbólico
de Arnoux-Rauzy em n letras gerado por substituições é um grupo profinito
livre em n geradores livres.

Aqui, mostra-se que há uma conexão ba tal que Xϕ(a, b) gera o grupo
livre FGA, onde A é um alfabeto com n letras.

O resultado seguinte foi anunciado em [5], onde também é esboçada uma
sua demonstração a qual consiste em reduzir ao caso dos sistemas gerados
por substituições aplicando um argumento tipo Ramsey.

Teorema 4.4. Mais geralmente, os dois teoremas acima valem sem as hi-
póteses dos sistemas dinâmicos simbólicos serem gerados por substituições.

Para concluir apresentamos dois exemplos de [6]. No primeiro, calcula-
mos geradores concretos para um subgrupo maximal aplicando o processo
descrito para a demonstração do Teorema 3.2. A correcção dos cálculos
segue da validade dos algoritmos referidos na Proposição 3.10, que são apli-
cados em tais cálculos. No segundo exemplo, em que a substituição não é
grupo-invert́ıvel, o grupo profinito associado não é um grupo profinito livre
e mostra como alguns dos resultados da Secção 3 podem ainda ser usados
em situações mais gerais.

Exemplo 4.5. Seja A = {a, b, c} e seja ϕ = [bcac, bcacbc, cbcbcac]. Note-se
que ϕ é uma substituição primitiva grupo-invert́ıvel. A palavra cb é uma
conexão para ϕ e Xϕ(b, c) = {bc, bcc, bcac, bcacc}. O código biprefixo que
gera o mais pequeno submonóide de A∗ contendo Xϕ(b, c) é precisamente A.
Logo o subgrupo maximal contendo ϕω(bc) é um grupo profinito livre gerado
pelas seguintes palavras profinitas:{

ϕω

((
(bc)ωc

)ω−1 ·
(
bc

(
(bc)ωc

)ω−1
)ω−1

· bcac ·
(
(bc)ωc

)ω−1
)

,

ϕω
(
bc · ((bc)ωc)ω−1

)
, ϕω

(
(bc)ω−1 · bcc

)}
.

Exemplo 4.6. Seja A = {a, b} e seja ϕ = [ab, a3b]. Aqui ϕ é uma substi-
tuição primitiva mas não é grupo-invert́ıvel. Como a imagem de qualquer
palavra começa por a e acaba com b, todos os elementos da forma ϕω(u),
com u factor de Jϕ, pertencem à mesma H-classe H, a qual é um subgrupo
maximal. A única conexão para ϕ é ba, sendo Xϕ(a, b) = {ab, a3b}. Acon-
tece que ϕ é uma codificação de atraso limitado. Logo, pelas Proposições 3.6
e 3.5, H é o subgrupo fechado gerado por S = {ϕω(ab), ϕω(a3b)}. Logo H
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também é o subgrupo fechado gerado por T = {ϕω(a), ϕω(b)}. Porque am-
bas as palavras ab e a3b têm comprimento par, se H fosse um grupo profinito
livre em dois geradores, sê-lo-ia nos dois conjuntos de geradores S e T , o que
conduziria ao absurdo de ser posśıvel encontrar um homomorfismo cont́ınuo
H → Z/2Z, não constante, que envia o elementos de S no elemento neutro.
Resta mostrar que H não é um grupo profinito livre num gerador, para o que
basta encontrar um homomorfismo cont́ınuo de domı́nio H, que é facilmente
constrúıdo como restrição de um homomorfismo cont́ınuo definido em Â∗,
que tenha por imagem um grupo finito não ćıclico.
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[9] M.-P. Béal, Codage Symbolique, Masson, Paris, 1993.
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