O GRUPO PROFINITO DE UMA SUBSTITUICAO
PRIMITIVA

JORGE ALMEIDA

RESUMO. Para um palavra bi-infinita, o fecho topolégico da linguagem
dos seus factores finitos no semigrupo profinito livre reflecte propriedades
combinatorias e dinamicas da palavra bi-infinita. Por exemplo, a palavra
bi-infinita é uniformemente recorrente se e s6 se os elementos infinitos
do referido fecho sdo regulares, J-equivalentes e entre eles encontram-se
todos os seus factores infinitos. Em particular, hd um grupo profinito de
estrutura associado a correspondente J-classe, o qual é na realidade um
invariante por conjugacao do sistema dindmico simbdlico gerado pela
palavra bi-infinita.

Um método simples para produzir palavras bi-infinitas consiste na
iteragdo infinita de substitui¢gdes primitivas. O objectivo dltimo da in-
vestigacao aqui relatada é o calculo de grupos profinitos de estrutura
associados a palavras bi-infinitas geradas por tais meios. Vérios exem-
plos naturais, como as palavras bi-infinitas de Fibonacci, conduzem a
grupos profinitos livres, mas nem sempre assim acontece. No entanto,
sob condicoes bastante gerais, nomeadamente se a substituicao induz
um automorfismo do grupo livre, o grupo em causa é de facto um grupo
profinito livre.

1. INTRODUGAO

Em dinamica simbdlica, considera-se sistemas que, em cada instante (sendo
o tempo considerado discreto), se encontra em algum de um certo conjunto
finito de estados possiveis. Um historial do sistema é uma sequéncia bi-in-
finita

LTl B_1TOT] - Ty Ty -
onde z; representa o estado no instante ¢. Por translacao da origem do
tempo, obtemos uma accido do grupo aditivo dos inteiros Z no espaco S
de todos os historiais do sistema, visto como poténcia topolégica do espaco
discreto S, sendo a accao realizada por transformacoes continuas.

Um sistema dindmico simbélico é um subconjunto fechado de SZ que seja
estével para a translacao da origem do tempo. A topologia de SZ é deter-
minada pela base formada pelos abertos que consistem em prescrever uma
seccao do historial num intervalo de tempo especifico. Pela estabilidade para
a ac¢ao do grupo Z, é irrelevante onde se situe a origem, ou seja as condigoes
topoldgicas traduzem-se combinatoriamente pela prescricao da presenca de
segmentos finitos nos nossos historiais. Em termos mais formais, mostra-se
que um sistema dinamico simbdlico é completamente determinado pelo con-
junto dos segmentos finitos dos seus historiais, ou seja por uma linguagem
de palavras finitas. As linguagens que podem ocorrer deste modo sao faceis
de identificar: sao aquelas que (a) sao fechadas para tomar factores e tais
que (b) cada palavra na linguagem pode ser estendida & esquerda e a direita
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a outras palavras na linguagem acrescentando letras. Ver [15, [9] para obras
de introdugao & dindmica simbdlica e [10] para um trabalho mais avangado
versando especificamente sistemas dindmicos simbdlicos gerados por iteragao
de substituigoes.

A dinamica simbdlica pode portanto ser vista como um capitulo da teoria
de linguagens sobre alfabetos finitos, ou seja do estudo combinatério dos
subconjuntos do mondide livre A* sobre um alfabeto finito A. No entanto,
a estrutura algébrica disponivel no mondide livre para a investigacao de
problemas combinatorios é muito pobre. Uma ideia que surgiu na teoria de
semigrupos finitos consiste em considggar uma métrica natural sobre A* e
passar a trabalhar com o completado A*. A aplicac@o desta ideia na relagao
com a dindamica simbdlica surgiu como subproduto de trabalhos do autor,
em parte em colaboracao com M. V. Vgl\kov, procurando esclarecer aspectos
estruturais do mondide profinito livre A* ou para obter certos resultados da
teoria de semigrupos finitos [2, [}, 4. [5 §].

Este trabalho é o texto desenvolvido, mas sem demonstracao detalhada
da maior parte dos resultados, correspondente a uma palestra realizada no
ambito do Encontro de Algebristas Portugueses realizado em Vila Real em
Setembro de 2004. O leitor interessado podera consultar as referéncias bibli-
ograficas para as demonstracoes dos resultados apresentados. Em geral, as
provas dos resultados para os quais nao sao apresentadas referéncias podem
ser encontradas no artigo [6], onde o tema deste texto é tratado em detalhe.

Este trabalho pretende ser uma breve introdugao ao estudo das J-classes
maximais dos semigrupos profinitos livres e das suas relacdes com os siste-
mas dinamicos simbdlicos. Concentramo-nos especificamente na estrutura
dos subgrupos maximais de tais J-classes. Esbocamos uma demonstragao de
que, se a J-classe contém a imagem de uma letra por uma substituicao pri-
mitiva que induz um automorfismo do grupo livre, entao os seus subgrupos
maximais sdo grupos profinitos livres finitamente gerados.

2. INGREDIENTES BASICOS

Consideremos no mondide livre A*, cujos membros sao as palavras finitas
sobre o alfabeto finito A, e cuja operacao é simplesmente a concatenacao de
palavras, a métrica dada por

Cf 2rw) ge g £
(1) d(u,v) = { 0 caso contrario

onde 7(u,v) é o menor cardinal |M| de um mondide finito M para o qual
existe algum homomorfismo ¢ : A* — M tal que p(u) # ¢(v). Trata-se de
facto de uma ultra-métrica no sentido que, em relagao as propriedades reque-
ridas para uma métrica, a desigualdade triangular é reforcada na seguinte
desigualdade:

d(u, w) < max{d(u,v),d(v,w)}.
Além disso, a operagao de concatenacao é contractiva:

d(uqv1, ugve) < max{d(uy,us),d(vy,va)}

pelo que a operacao de concatena(;ao se estende de forma tnica a uma ope-
racao continua no completado A* de A* em relacdo a métrica d. Logo A
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é um mondide topolégico. Como hd, a menos de isomorfismo, somente um
ntmero finito de monédides com um dado nimero /N\ de elementos, existe
algum homomorfismo uniformemente continuo ¢y : A* — Sy num mondide
finito tal que d(u,v) < 27 se e 6 se px(u) = @y (v). Assim, por um ar-
gumento de extracgao sucessiva, podemos extrair de uma qualquer sucessao
(wp,)n, de A* uma subsucessio convergente Por outras palavras, o mondide
A% 6 compacto. Ele também é zero-dimensional no sentido de admitir uma
base da sua topologia formada por abertos fechados, nomeadamente os con-
juntos da forma <p]_\,1(s) com s € Sy e N > 1. Por outro lado, como as
imagens reciprocas de subconjuntos de mondides finitos M por homomorfis-
mos ¢ : A* — M sao precisamente as linguagens racionais, e todo o aberto
fechado de um semigrupo profinito é uniao de classes abertas fechadas de
um congruéncia de indice finito (Lema de Hunter [13]), concluimos que os
abertos fechados de A* sio precisamente os fechos topoldgicos das linguagens
racionais de A*.

Um mondide compacto zero-dimensional também se diz um mondide profi-
nito. De forma equivalente, trata-se de um monédide compacto residualmente
finito, ou ainda de um limite projectivo de mondides finitos [3]. O mondide
A* diz-se o mondide profinito livre sobre A porque tem a seguinte proprie-
dade universal para a funcdo de inclusao ¢ : A — A*: para toda a funcgao
¢ : A — M num mondide profinito, existe um tinico homomorfismo continuo
Q: A% — M tal que o diagrama seguinte comuta

A——F

|
| @
Xv

M

Esta propriedade decorre imediatamente da definicao de A* no caso de M
ser um mondide finito e dai segue para qualquer mondide profinito M pela
propriedade deste de ser residualmente finito.

Num monéide finito, dado um elemento m, a sucessao (m™), converge
(na topologia discreta) para o tunico idempotente que é uma poténcia de
expoente positivo de m. Esse idempotente representa-se por m®. Logo,
também em qualquer mondide profinito, dado um elemento m, a sucessao
(m”!)n converge para um idempotente, o inico que é limite de uma sucessao
de poténcias de expoente positivo de m, e o qual novamente se representa
por m¥. Para um mondide profinito M, representamos por End M o mo-
nodide de endomorfismos continuos de M.

Teorema 2.1 ([3]). Se M €é um mondide profinito finitamente gerado, en-
tao End M ¢ ainda um mondide profinito para a topologia da convergéncia
pontual, i.e., como subespaco de M™M. Além disso, a funcdo de avaliacio
(End M) x M — M dada por (v,m) — p(m) € continua.

1Digamos, comegando na posi¢do n1 = 1 e, em cada passo N, retendo o elemento na
posicao actual e escolhendo uma subsucessao dos elementos que se lhe seguem que tenha
valor constante sob ¢n, avangando para a posicdo ny4+1 dada pelo indice do primeiro
termo dessa subsucessao.
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Em particular, dado ¢ € End :4\*, podemos co/n\siderar 0 seu Unico iterado
infinito idempotente ¥ = limy,_, cp’i.\ Sendo A* um mondide profinito li-
vre sobre A, cada elemento ¢ de End A* é completamente determinado pela
sua restrigdo |4 a A. Informalmente, p(w) obtém-se substituindo cada
letra a € A por p(a) e “fazendo as contas” em A*. Por isso diz-se sim-
plesmente que ¢ é uma substituicdo. Uma substituicao ¢ diz-se finita se
p(A) C A*. S6 consideraremos substitui¢oes finitas embora substitui¢oes
mais gerais também desempenhem um papel importante na teoria [2, [IJ.
Seguindo a notacao adoptada em [8], para simplificar a descrigdo de ¢ po-
deremos escrever ¢ = [wi,...,wy|, no caso de A = {ay,...,a,} com uma
ordem fixada para as letras, onde w; = ¢(a;) parai=1,...,n.

Uma substituicao ¢ diz-se primitiva se existir n tal que, para qualquer
par de letras a,b € A, a ocorre em ¢"(b). Uma substituigdo primitiva ¢
determina um sistema dindmico simbélico 8, cuja linguagem L de segmen-
tos finitos consiste dos factores das palavras ¢"(a) para n suficientemente
grande e a € A. Como, para n suficientemente grande, ¢"(a) é factor de
©"1(b) para quaisquer a,b € A, e ¢ (a) = lim, .o ¢™ (a), o fecho da lin-
guagem L em A* consiste precisamente dos factores (finitos ou infinitos) de
¢¥(a) para qualquer a € A.

O resultado seguinte é essencialmente bem conhecido [20]. Uma demons-
tragao na linguagem deste trabalho de um resultado mais geral pode ser
encontrada em [6].

Proposicao 2.2. Para qualquer substituicao primitiva o, o sistema dind-
mico simbdlico associado 8, € minimal, i.e., nao contém estritamente ne-
nhum outro sistema.

Eis alguns exemplos cldssicos sobre o alfabeto A = {a, b}.

Exemplo 2.3. Seja ¢ = [ab, ba]. O sistema dinamico simbélico 8, foi in-
troduzido por Hedlund e Morse em 1938 [12] como forma de descrever uma
geodésica recorrente nao periédica numa superficie simplesmente conexa de
curvatura constante negativaﬂ A forma de descrever uma tal geodésica
consistiu na sua codificagao através da sequéncia de intersecgoes com deter-
minadas curvas. Este trabalho constituiu a fundacao da dindmica simbdlica,
sendo precisamente esse o seu titulo. A sequéncia

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaab. . .

cujos prefixos sao os de ¢"(a) para n suficientemente grande, tinha ji an-
teriormente sido considerada por Prouhet [19] e Thue [23] em trabalhos de
natureza combinatoria. Uma sua propriedade importante é que nao possui
segmentos da forma u?, o que permite, por codificacdo, obter um sistema
em trés letras que nao possui segmentos da forma u?. Daqui segue que o se-
migrupo de Burnside em pelo menos trés geradores definido pela lei 23 = 22
¢ infinito. Ver [16] para mais detalhes.

2A recorréncia de uma geodésica g significa que, para todo o € > 0, existe £ € R tal
que, para todo o segmento s de g de comprimento pelo menos ¢, qualquer ponto de g esta
a distancia no maximo e de algum ponto de s.
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Exemplo 2.4. Seja ¢ = [ab,a]. A sucessao dos comprimentos das palavras
©"(b) (n=0)
b, a, ab, aba, abaab, abaababa, abaababaabaab, abaababaabaababaababa, . . .

é precisamente a sucessao de (nimeros de) Fibonacci, pelo que 8, se diz
o sistema de Fibonacci. Trata-se do exemplo mais simples de um sistema
dinamico simbdlico nao peridédico gerado por substituicoes. Possui varias
propriedades notdveis. Por exemplo, entre dois quaisquer factores do mesmo
comprimento, a diferenca dos nimeros de ocorréncias de uma letra nao ex-
cede 1 e, para cada comprimento, ha precisamente um factor u desse com-
primento tal que ua e ub também sao factores. Daqui decorre que o niimero
de factores de comprimento n é ¢(n) = n+1, precisamente o nimero minimo
para que o sistema nao seja periédico [12]. Sistemas dindmicos simbdlicos
cuja fungao de complexidade q(n) possui esta propriedade dizem-se Stur-
mianos e tém sido objecto de numerosos estudos, cf. [I7, Capitulo 2|, [10
Capitulo 6]. Eles também sao conhecidos como “rectas discretizadas” pois,
grosso modo, descrevem as insterseccoes com a quadricula Z X RUR x Z de
rectas ¢ no plano Euclidiano R? de declive irracional, onde a e b codificam
respectivamente interseccoes com rectas horizontais ou verticais, rectas estas
¢ que podem ser vistas como geodésicas nao periédicas no toro R?/Z2.

Um sistema dinamico simbdlico minimal é, como consequéncia imediata
da definicao, o fecho da érbita de qualquer dos seus pontos para a accao de Z
por translagoes, uma vez que esse fecho é ele proprio um sistema dinamico
simbdlico. Uma caracterizagao alternativa é dada pela recorréncia uniforme,
que se exprime em termos da linguagem dos segmentos finitos como segue:
todo o segmento finito ocorre como segmento de todo o segmento ﬁ/n\ito
suficientemente longo. Analogamente, diremos que um elemento de A* é
uniformemente recorrente se todo o seu factor finito for factor de todo o seu
factor finito suficientemente longo. O seguinte resultado é essencialmente
uma reformulacao da Proposicao

Proposigao 2.5. Se ¢ é uma substituicdo primitiva finita, entdo todo o
¢“(a) (a € A) é uniformemente recorrente.

Um elemento s de um semigrupo S diz-se regular se existir algum ¢t € S
tal que sts = s.

Para poder dispor da linguagem cléssica da teoria de semigrupos, passa-
mos a relembrar as relagées de Green. Chamamos prefizo de um elemento
u de um mondide um seu factor esquerdo, isto é v tal que u = vw para
algum w. Um sufizo é definido dualmente. Dados dois elementos u e v de
um monodide M, escrevemos

o u <jyv se v é factor de u;
e u <qvsewv éum prefixo de u;
o u <p v se v éum sufixo de u.

Trata-se de trés relagoes de quasi-ordem sobre M. Dois elementos u, v sao
equivalentes para a relacao de equivaléncia associada a uma quasi-ordem <
seu <vewv<u Arelacdo de equivaléncia associada a uma quasi-ordem
de Green <q¢ denota-se por K. Adicionalmente, considera-se a relacao de
equivaléncia H = RN L.
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Eis alguns factos sobre as relagoes de Green. Num mondide compacto,

(1) todos os elementos de uma J-classe J sao regulares se e s6 se J con-
tiver algum idempotente; neste caso, todos os subgrupos maximais
contidos em J sao grupos compactos isomorfos;

(2) toda a J-classe é unido de R-classes e uniao de L-classes, sendo nao
vazia a interseccao de cada R-classe com cada L-classe;

(3) as H-classes que contém idempotentes sao os subgrupos maximais;

(4) seuJveu<gv, entdo u R v, e analogamente para L.

O leitor interessado podera encontrar em qualquer livro classico sobre teoria
de semigrupos, por exemplo em [14], a demonstragao destes resultados no
contexto dos semigrupos discretos. Algumas das propriedades mais restriti-
vas, respeitantes a semigrupos compactos, sao validas mais geralmente nos
chamados semigrupos estdveis.

Munidos desta linguagem, podemos passar a apresentar alguns resultados
bésicos sobre as J-classes de palavras profinitas uniformemente recorrentes.

Teorema 2.6. Seja w uma palavra profinita infinita. Entdo w € uniforme-
mente recorrente se e s6 se w € <g-mazximal como palavra profinita infinita.

Assim sendo, na ordem <y de A encontramos, no topo, uma parte for-
mada por J-classes singulares, constituidas pelos elementos de A*, pois é
facil mostrar que os factores destes sao necessariamente finitos. Imediata-
mente abaixo situa-se uma “faixa” de J-classes formadas precisamente pelas
palavras profinitas uniformemente recorrentes. A nao ser no caso especial
do alfabeto com uma s6 letra, para baixo desta faixa ficam ainda muitas
J-classes. Delas, pouco se conhece, a nao ser daquela que fica no fundo da
ordem, a J-classe que coincide com o ideal minimo de A* [22, 21] [7].

Eis algumas outras propriedades das J-classes das palavras uniformemente
recorrentes.

Proposigao 2.7. (1) A J-classe de uma palavra profinita uniformemente
recorrente ¢ completamente determinada pelos seus factores finitos e
também pelos seus prefizos finitos, e ainda pelos seus sufizos finitos.

(2) Toda a palavra profinita uniformemente recorrente w é H-equivalente
a algum limite de uma sucessdo de factores finitos de w.

(8) A J-classe de uma palavra profinita uniformemente recorrente € re-
gular.

Logo, a uma tal J-classe esta associado um grupo profinito, a saber qual-
quer dos subgrupos maximais dessa J-classe, que ja observamos serem todos
isomorfos. e

O correspondente natural em A* & linguagem L de um sistema dinamico
simbdlico é simplesmente o seu fecho topolégico L. Na passagem a L nao ha
perda de informacao: u é um factor finito de v = lim,, .5 v, com v, € L;
a linguagem A*uA das palavras que tém u como factor, é racional, pelo
que o seu fecho A%y A* formado pelas palavras profinitas que tém u como
factor, é um aberto; logo u é factor de v, para n suficientemente grande;
como L é fechado para tomar factores, resulta que u € L.

Nesta passagem, é agora facil identificar os sistemas dindmicos simbélicos
minimais através do seguinte resultado.
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Proposicao 2.8. Seja X C A% um sistema dindmico simbdlico e seja L
a linguagem dos seus segmentos finitos. Entdo X € minimal se e so se os
elementos infinitos de L sdo J-equivalentes (e, portanto, <g-mazximais como
palavras profinitas infinitas).

Logo todo o sistema dindmico simbdlico minimal X tem um grupo pro-
finito natural associado, nomeadamente “0” grupo da J-classe dos limites
infinitos das sucessoes dos segmentos finitos de X. Como caso particular
de um resultado muito mais geral obtido recentemente por Alfredo Costa,
segue que este grupo é um invariante topoldgico do sistema X, ou seja é
invariante por conjugac¢do. Uma conjuga¢do de um sistema dinamico sim-
bélico X C AZ noutro sistema Y € BZ é um homeomorfismo p: X —-Y
tal que o seguinte diagrama comuta:

|
onde o4 e op designam as translacoes de origem, repectivamente em A%

e BZ.

3. DE VOLTA AS SUBSTITUICOES

Em particular, a toda a substituicao primitiva ¢ estd naturalmente as-
sociado um grupo profinito G, o qual é um invariante para conjugacao
topoldgica do sistema dindmico simbdlico S,.

Problema 3.1. Calcular estes grupos.

O objectivo destas notas é apresentar alguns resultados parciais para a
resolucao deste problema que mostram que hé situagoes relativamente gerais
em que estes grupos sao grupos profinitos livres. Dizemos que uma subs-
tituicao finita ¢ é grupo-invertivel se ¢ induz um automorfismo do grupo
livre F'G 4. O resultado principal é o seguinte.

Teorema 3.2. Seja ¢ uma substituicdo primitiva sobre um alfabeto finito
que € grupo-invertivel. Entao G, € um grupo profinito livre finitamente
gerado.

Podemos ser mais precisos quanto ao ntiimero de geradores livres de G, e
podemos mesmo calculd-lo. A descricao deste cédlculo segue da apresentagao
que se segue dos ingredientes essenciais para a demonstracao do teorema.

Comecamos por ver como a recorréncia uniforme se comporta para subs-
titui¢oes. Dizemos que uma substituigdo ¢ apaga uma letra a se p(a) = 1.

Teorema 3.3. Se a substituicdo ¢ nao apaga todas as letras e w € unifor-
memente recorrente, entio p(w) também o é.

Seja ¢ uma substituicao finita sobre um alfabeto finito e seja w € A,
Uma igualdade x1 - - - &y, = y1 - - - yn diz-se redutivel se existirem indices i e j
tais que 1 ---x; = y1---y; € 2 < i+ j < m+n. Dizemos que ¢ tem atraso
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limitado em relagcao a w se existir um inteiro NV tal que seja redutivel toda
a igualdade de factores de w de uma das formas
ucl...cmv:cll...c’/n

ucl...cm :Ca...c’/n/U
com o0s ¢;, ¢; € p(A), u,v € A* tais que A*uN(A*) # 0 e vA*Np(A*) # 0,
e m+n > N. Dizemos que ¢ é uma codificacdo se ¢ é um endomorfismo
injectivo de A*. Sendo ¢ uma substituigdo finita, segue de [I8] que ¢ é
uma codificacdo neste sentido se e s6 se |4+ for uma codificacao no sentido
classico, isto é se |4+ for injectiva.

Teorema 3.4. Se p(w) € uniformemente recorrente e ¢ é uma codificag¢do
de atraso limitado em relagdo a p(w), entdo w também é uniformemente
recorrente.

Daqui por diante, assumimos que ¢ é uma substituicao finita primitiva
sobre A. Notamos que, se ba é um factor de comprimento 2 (dos elementos)
de J,, entdo todas as palavras profinitas da forma ¢“(u), com u um factor
finito de J, que comeca com a letra a e termina com a letra b, sao H-

equivalentes e pertencem a um subgrupo maximal de A* contido em Jo-
A razao essencial que justifica esta afirmagao reside na observacao de que,
como ¢“ é um homomorfismo e a imagem de cada letra é uma palavra
profinita infinita, os factores finitos de ¢*(u) sao factores de ¢“(v) para
algum factor v de u de comprimento 2. Se tomarmos para a a primeira letra
dos elementos de H e para b a ultima letra desses elementos, chamamos a
ba uma conexrdo para @. As conexdes estdo em bijeccdo com os subgrupos
maximais de J, que contém elementos da imagem de ¢“.

Dadas duas letras a,b € A tais que ba é um factor de Jy,, seja X, (a,b) o
conjunto das palavras finitas u tais que:

e bua é factor de Jy;

e U comeca com a;

e v termina com b;

e u nao contém ba como factor.

Uma vez que os elementos de J, sao uniformemente recorrentes, todo o
factor suficientemente longo de ¢“(a) contém ba como factor e, portanto,
Xy(a,b) é um conjunto finito.

Proposigao 3.5. Seja ba uma conexdo para ¢ e seja H o subgrupo maximal
que contém ¢“(Xy(a,b)). Entio ¢*(H) € gerado, como subgrupo fechado,
pelo conjunto ¢*(X,(a,b)).

Mas, o que nos interessa ¢é calcular o subgrupo maximal H. Para comegar,
note-se que, por construcao, como ¢ (X, (a,b)) € H, também ¢“(H) C H.
Logo ¢*(H) é um subgrupo fechado de H, sendo portanto ele préprio tam-
bém um grupo profinito. Na hipétese de que ¢ induz um automorfismo do
grupo livre, os dois grupos coincidem. Mais geralmente, temos o seguinte
resultado cuja demonstragao, tecnicamente delicada, consiste em usar a hi-
pétese do atraso limitado para descodificar sucessivamente elementos de uma
H-classe que contenha elementos de Im *.
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Proposigao 3.6. Seja ¢ uma substituicao primitiva que € uma codifica-
cao de atraso limitado. Se w € J, pertence a mesma H-classe que algum
elemento de Im ¥ entao w € Im ¢®.

Por outras palavras, se H é uma H-classe de J, tal que H N ¥ (H) # 0,
entdo H = ¢¥(H). Como coroldrio, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.7. Seja ¢ uma substituicdo primitiva que € uma codifica¢do
de atraso limitado. Se ba é uwma conexdo para ¢, entio ¢*(X,(a,b)) gera,
como grupo profinito, um subgrupo maximal de J,.

Para ja, temos identificados geradores de certos subgrupos maximais de .J,.
Mas isso nao é suficiente para identificar a estrutura de tais grupos. Para o
fazer, comegamos por considerar o grupo profinito livre @ sobre o con-
junto gerador livre A. Ele é obtido por completamento do mondide livre
em relacao a métrica d definida pela férmula mas onde agora r(u,v) é
definida considerando somente homomorfismos A* — G em grupos finitos.
Novamente, trata-se de um mondide profinito e efectivamente possui a pro-
priedade universal andloga a de :4\*, mas agora para grupos profinitos. Sendo
bem conhecido que o grupo livre F'G 4 é residualmente finito, segue que o
subgrupo de Z*{CI; gerado por A é efectivamente isomorfo a FG4, o que
justifica a notacao

Enviando o gerador a € A em si préprio, obtemos uma projec¢ao natural
D A — }@. A substitui¢do ¢ induz um endomorfismo de F'G 4 e um
endomorfismo continuo de FG 4 enviando a € A em p(¢(a)). Recorde-se que
p é grupo-invertivel se ¢ induz um automorfismo de F'G 4. De forma equiva-
lente, ¢(A) gera o grupo F'G 4, ou ainda um subgrupo denso do completado

FG 4, ou ainda ¢ induz um automorfismo continuo do grupo profinito li-
vre F'G 4.
Daqui por diante, seja ¢ uma substituicao primitiva grupo-invertivel.

Proposicao 3.8. O endomorfismo de F/CZ; induzido por ¥ € a fungdo
identidade.

Dizemos que X C A" é um cddigo circular se X é um conjunto gerador
minimal de X* e a condicao uv,vu € X* com u,v € A" implica u,v €
X*. Mostra-se que todo o cédigo circular tem atraso finito em relacao a
qualquer palavra profinita. Assim, a condigdo de atraso limitado requerida
para poder aplicar o processo de descodificagao sucessiva da Proposicao [3.6
fica garantido pelo resultado seguinte.

Proposicao 3.9. O conjunto p(A) é um cddigo circular.

Os passos finais para a demonstracao do Teorema podem agora ser
esbogados. Seja ba uma conexao para ¢ e seja H o subgrupo maximal
gerado por ¢¥(X,(a,b)). A Proposicao (3.8 implica que a imagem de H pela
projeccao p : A - F/'sz é um subgrupo fechado gerado por X,(a,b). Ora,
X,(a,b) é um conjunto finito de palavras finitas e, portanto estd contido em
FG 4. Logo, pelo Teorema de Nielsen-Schreier ele gera um subgrupo livre

3Em alternativa, ﬁ poderia ser definido directamente por completamento de F'G 4
em relagdo a métrica definida pelas mesmas férmulas.
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K de F'G 4. Mais precisamente, podemos calcular uma base de H reduzindo
sucessivamente X (a,b) pela aplicagdo das seguintes regras:

(1) se o conjunto contiver um par de palavras distintas da forma z, zy,
substituir zy por y;

(2) se o conjunto contiver um par de palavras distintas da forma z, yz,
substituir yx por y.

Ao cabo de um numero finito de etapas, obtemos um conjunto ao qual nao é
possivel aplicar nenhuma destas regras, precisamente o cédigo biprefixo que
gera o mais pequeno submondide de A* que contém X, (a,b). E facil ver
que este codigo gera livremente o subgrupo K.

Neste ponto, invocamos um resultado recente que garante que o fecho
topolégico K em A* de um sugrupo K do grupo livte FG4 é um grupo
profinito livre sobre os mesmos geradores livres que K [I1]. Resta portanto
mostrar que a restricao de p a H é injectiva, para o que é suficiente observar
que as operagoes e podem ser realizadas dentro de qualquer grupo H,
nao alterando o subgrupo gerado pelo conjunto a que sao aplicadas.

Finalmente, convém observar que é possivel calcular efectivamente o con-
junto de geradores livres de H.

Proposigao 3.10. Dada uma substituicao ¢ sobre um alfabeto finito, exis-
tem algoritmos para realizar cada uma das sequintes tarefas:

(1) determinar se a substitui¢ao € primitiva;
(2) no caso de ¢ ser primitiva, determinar as suas conezxoes;
(8) sendo ¢ primitiva e ba uma sua conexdo, identificar o conjunto

Xy(a,b).

4. CASOS PARTICULARES

Nesta seccao, apresentamos alguns casos concretos de aplicacao do Teo-
rema

Teorema 4.1 ([8]). Seja ¢ uma substituicao primitiva grupo-invertivel sobre
um alfabeto finito A e suponhamos que existe n tal que a primeira letra de
©"(a) é independente de a € A, e analogamente para a ultima letra. Entao
os elementos p*(a) (a € A) sao geradores livres de um subgrupo profinito

de J,.

De facto, neste caso os préprios ¢*¥(a) (a € A) geram um subgrupo ma-
ximal, pelo que se trata realmente de um caso particular do resultado mais
geral.

Um segmento u de um sistema dinamico simbdlico diz-se especial a direita
de grau d se existirem exactamente d letras distintas a tais que ua ainda é
um segmento; a palavra u diz-se um segmento especial se for um segmento
especial de algum grau d > 2. Segmentos especiais a esquerda sao definidos
de forma dual. Um sistema dindmico simbédlico em duas letras possui exac-
tamente um segmento especial @ esquerda e um segmento especial a direita,
de cada comprimento finito, ambos de grau 2, se e sé se ele for Sturmiano

(cf. Exemplo :
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Teorema 4.2. O grupo profinito associado a um sistema dinamico simbdlico
Sturmiano gerado por substituicdes € um grupo profinito livre em 2 geradores
livres.

Para a demonstracao, pode-se mostrar, mais precisamente, que ha uma
conexao ba tal que, sendo A um alfabeto com duas letras, X,(a,b) gera o
grupo livre F'G 4.

Mais geralmente, um sistema dinamico simbdlico em n letras é de Arnouz-
Rauzy se possuir exactamente um factor especial a esquerda e um factor
especial a direita, de cada comprimento finito, ambos de grau n.

Teorema 4.3. O grupo profinito associado a um sistema dinadmico simbaolico
de Arnoux-Rauzy em n letras gerado por substituicoes € um grupo profinito
livre em n geradores livres.

Aqui, mostra-se que ha uma conexao ba tal que X,(a,b) gera o grupo
livre F'G 4, onde A é um alfabeto com n letras.

O resultado seguinte foi anunciado em [5], onde também é esbogada uma
sua demonstracao a qual consiste em reduzir ao caso dos sistemas gerados
por substituigoes aplicando um argumento tipo Ramsey.

Teorema 4.4. Mais geralmente, os dois teoremas acima valem sem as hi-
poteses dos sistemas dinamicos simbdlicos serem gerados por substituicoes.

Para concluir apresentamos dois exemplos de [6]. No primeiro, calcula-
mos geradores concretos para um subgrupo maximal aplicando o processo
descrito para a demonstracdo do Teorema [3.2] A correccao dos calculos
segue da validade dos algoritmos referidos na Proposicao que sao apli-
cados em tais cédlculos. No segundo exemplo, em que a substituicao nao é
grupo-invertivel, o grupo profinito associado ndo é um grupo profinito livre
e mostra como alguns dos resultados da Seccao [3| podem ainda ser usados
em situacoes mais gerais.

Exemplo 4.5. Seja A = {a,b, c} e seja ¢ = [beac, beacbe, cbebeac]. Note-se
que @ é uma substituicdo primitiva grupo-invertivel. A palavra cb é uma
conexao para ¢ e X, (b,c) = {bc,bee, beac, beacc}. O codigo biprefixo que
gera o mais pequeno submonéide de A* contendo X (b, ¢) é precisamente A.
Logo o subgrupo maximal contendo ¢*(bc) é um grupo profinito livre gerado
pelas seguintes palavras profinitas:

w—1

{gp“’ (((bc)“’c)“}_1 : (bc((bc)”c)w_l) - beac - ((bc)“’c)w_1>,
[t (bc- ((bc)“’c)“’q), go“’((bc)“’*l . bcc)} )

Exemplo 4.6. Seja A = {a,b} e seja ¢ = [ab,a’b]. Aqui ¢ é uma substi-
tuicao primitiva mas nao é grupo-invertivel. Como a imagem de qualquer
palavra comega por a e acaba com b, todos os elementos da forma ¢*(u),
com u factor de J,, pertencem a mesma H-classe H, a qual é um subgrupo
maximal. A tnica conexdo para ¢ é ba, sendo X, (a,b) = {ab,a®b}. Acon-
tece que ¢ é uma codificacao de atraso limitado. Logo, pelas Proposicoes
e H é o subgrupo fechado gerado por S = {p*“(ab), v (a’b)}. Logo H
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também é o subgrupo fechado gerado por T' = {¢*“(a), ¢*(b)}. Porque am-
bas as palavras ab e a3b tém comprimento par, se H fosse um grupo profinito
livre em dois geradores, sé-lo-ia nos dois conjuntos de geradores S e T', o que
conduziria ao absurdo de ser possivel encontrar um homomorfismo continuo
H — 7,/27., nao constante, que envia o elementos de S no elemento neutro.
Resta mostrar que H nao é um grupo profinito livre num gerador, para o que
basta encontrar um homomorfismo continuo de dominio H, que é facilmente

construido como restricio de um homomorfismo continuo definido em A*,
que tenha por imagem um grupo finito nao ciclico.

1]

2]
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