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Introducao

Estas notas foram elaboradas para a disciplina de Complementos de Anélise do
Mestrado em Matematica - Fundamentos e Aplicagoes, da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto, nos anos lectivos de 1998/99 ¢ 1999/00. Os alunos provinham
maioritariamente de uma licenciatura em ensino da matematica, onde usualmente
tém um contacto bastante reduzido com a Andlise Funcional.

Nos objectivos tracados para esta disciplina, além de se pretender apresentar
uma abordagem a alguns dos tépicos fundamentais da Andlise Funcional, pretende-
se também fornecer material para uma introducgao a Teoria Ergddica, area em grande
desenvolvimento e de sobeja importancia numa moderna perspectiva do estudo dos
Sistemas Dinamicos e Mecanica Estatistica. A legitimidade para esta introdugao é
redobrada: em primeiro lugar, pela roupagem analitica da maior parte dos seus re-
sultados e, em segundo lugar, pelos préprios objectivos do mestrado, que se pretende
em fundamentos e aplicacoes da Matematica.

No primeiro capitulo sao revistos alguns dos conceitos fundamentais de Topologia
Geral, que supomos serem, na sua grande maioria, do conhecimento dos alunos. A
sua apresentacao € feita com a intencao de uniformizar linguagem e notacao e,
eventualmente, introduzir algum tépico desconhecido. Com o intuito de apresentar
esses resultados de maneira natural, e nao deixar unica e simplesmente uma lista
de resultados importantes, em um ou outro dos assuntos abordados os resultados
apresentados vao para além das necessidades posteriores.

O segundo capitulo consiste de uma introducao a Teoria da Medida e Integracao,
que se supoe seja do desconhecimento dos alunos. Pretende-se que essa abordagem
seja sintética, nao s6 porque a matéria daria, por si s6, para cobrir varios cursos,
como também porque se pretende que esta primeira abordagem se concretize de
forma leve e sem grandes abstracgoes. Na parte de Teoria da Medida, além do
material necessario para a Teoria de Integragao, introduzem-se as minimas ferra-
mentas necessarias para poder construir alguns exemplos interessantes de espagos
de medida, dentre os quais se destaca a medida de Lebesgue em R™. A Teoria de
Integracao contém uma seccao de comparagao entre os integrais de Riemann e Le-
besgue. Resolvemos inclui-la, nao sé porque relaciona estes dois tipos de integracao
— ficando assim legitimado o uso das técnicas de integracao do calculo em R™ —,
como também deixa claro o caracter mais geral do integral de Lebesgue.
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Os dois capitulos seguintes consistem de uma apresentacao de resultados basicos
da teoria de espacos normados e espacos com produto interno, com particular a-
tengao a ser dispensada aos espagos de Banach e espacos de Hilbert. O leque de
assuntos para uma introducao é bastante vasto e a escolha revelou-se dificil também
pelas limitagoes de tempo disponivel. Apresentadas as defini¢oes e resultados indis-
pensaveis para uma introducao ao assunto, optamos posteriormente por resultados
com aplicagoes no capitulo final.

O derradeiro capitulo, sobre transformagoes que preservam medida, pode ser
visto, nao sé como uma aplicacao de resultados e técnicas dos capitulos anteriores a
Teoria Ergédica, como também, pela sua linguagem e contetido, mais um capitulo
em Analise Funcional. A sua apresentacao é auto-suficiente e nao sao necessarios
conhecimentos prévios em Teoria Ergddica ou Sistemas Dinamicos para a sua com-
preensao.

Porto, 3 de Abril de 2003
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Capitulo 1
Nocoes topologicas

Neste capitulo faremos uma apresentacao dos resultados de indole topolédgica es-
senciais para a compreensao dos capitulos seguintes. Salvo algumas excepcoes, os
resultados serao apresentados sem demonstragao, uma vez que estas podem ser
facilmente encontradas nas referéncias bibliograficas; as excepgoes correspondem
a alguns lemas técnicos que aqui sao formulados num contexto algo particular com
o intuito de ser facilmente usados mais adiante.

1.1 Espacos topolégicos

Seja X um conjunto e 7 um conjunto de partes de X. Diremos que 7 é uma
topologia em X se forem satisfeitos os seguintes axiomas:

1.0eTeXeT;
2.se A BeT,entao ANB e T,
3. se Ay € T para todo o em algum conjunto de indices I, entdo | J ;4. € 7.

Se T for uma topologia num conjunto X, denominaremos o par (X,7) de espago
topolégico e os elementos de 7 de abertos da topologia. Mais geralmente, e para
simplificar, falaremos do espaco topolégico X e dos abertos de X. Dizemos que um
subconjunto B de uma topologia 7 é uma base da topologia 7 se todo elemento
de 7 puder ser escrito como uniao de elementos de B.

Exemplo 1.1.1. O conjunto das partes de um conjunto X, T = P(X), define uma
topologia em X. Tal topologia, em que todo subconjunto de X € um aberto, diz-se
a topologia discreta. Uma outra topologia (no caso de X ter mais do que um
elemento) que podemos sempre considerar sobre X é T = {0, X}. Tal topologia
diz-se a topologia grosseira.
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Se 7 e 75 sao duas topologias sobre um mesmo conjunto X, dizemos que que 7;
¢ mais fraca do que 75 se 7; C 75. Segue imediatamente das defini¢oes dadas que
a topologia grosseira é a mais fraca das topologias sobre um determinado conjunto
e a topologia discreta nao é mais fraca do que nenhuma outra.

Exemplo 1.1.2. Seja (X,7) um espaco topoldgico e Y um subconjunto de X. E
imediato verificar que U = {ANY : A € T} define uma topologia em Y a qual
dizemos ser a topologia induzida em Y pela topologia T. Dizemos que (Y,U) é
um subespaco topoldgico de (X, 7).

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto V' C X diz-se uma vizinhanga
de um ponto z € X, se existir algum aberto A tal que x € A C V. Dizemos que
V, C P(X) é um sistema fundamental de vizinhagas do ponto z € X, se todo
elemento de V, for uma vizinhanca de z e toda vizinhanca de z contiver algum
elemento de V,. Dizemos que um espago topoldgico (X,7) satisfaz o primeiro
axioma de numerabilidade, se todo ponto de X tem um sistema fundamental de
vizinhangas numerével. Um espago topolégico (X, 7 ) satisfaz o segundo axioma
de numerabilidade, se existe alguma base numeravel da topologia 7.

Proposicao 1.1.3. Um espago topoldgico que satisfaca o sequndo axioma de nume-
rabilidade também satisfaz o primeiro axioma de numerabilidade.

Um conjunto F' C X diz-se fechado quando o seu complementar for um conjunto
aberto. Resulta imediatamente da definicao de topologia que:

1. @ e X sao fechados;
2. a uniao finita de fechados é um fechado;
3. qualquer interseccao de fechados é um fechado.

Se A C X, dizemos que x € A é um ponto interior de A, se existe algum
aberto B € 7 tal que z € B C A. Definimos o interior de A como o conjunto
dos pontos interiores de A. Dizemos que x € X é um ponto aderente de A, se
qualquer vizinhanca de x intersecta A. Definimos A, a aderéncia de A, como o
conjunto dos pontos aderentes de A.

Proposicao 1.1.4. Sejam X um espaco topolégico e A C X.
1. O interior de A coincide com a unido dos seus subconjuntos abertos.

2. A aderéncia de A coincide com a intersec¢ao dos conjuntos fechados que o
contém.

Corolario 1.1.5. Sejam X um espago topologico e A C X.



1.2. FUNCOES CONTINUAS 3

1. A € aberto se e so se A coincide com o seu interior.
2. A € fechado se e s6 se A coincide com a sua aderéncia.

Um subconjunto D de um espago topoldgico X diz-se denso se a sua aderéncia
coincide com X. Um espaco topoldgico é dito separavel se possui algum subcon-
junto numeravel denso. Veremos mais adiante que em certos espacos topologicos
(espagos métricos) a separabilidade e o primeiro axioma de numerabilidade sao su-
ficientes para que se verifique o segundo axioma de numerabilidade.

Seja (Tn)neny uma sucessao de elementos num espago topolégico (X, 7). Di-
zemos que (,)ney converge para x € X, ou tem limite x € X, e escrevemos
lim, ., x, = x, ou simplesmente x,, — x, se qualquer vizinhanga de x contiver
todo x,, excepto, possivelmente, um numero finito. Pode acontecer de uma sucessao
ter varios limites distintos.

Exemplo 1.1.6. Seja 7 a topologia grosseira sobre um conjunto X. Qualquer
sucessao de elementos de X converge para qualquer ponto de X.

Exemplo 1.1.7. Seja T a topologia discreta sobre um conjunto X. Entao uma
sucessao converge se e so se € constante a partir de uma certa ordem. Em tal caso,
a Sucessao converge para essa constante.

Um espago topolégico (X, T) diz-se separado (ou Hausdorff), se e somente se,
dados dois pontos distintos z,y € X, existirem V, uma vizinhanca de x e V, uma
vizinhanca de y tais que V, NV, = 0.

1.2 Funcoes continuas

Sejam (X, 7) e (Y,U) espagos topoldgicos. Dizemos que f: X — Y é uma fungao
continua se para qualquer U € U tivermos f~}(U) € 7. Resulta facilmente da
definicao que se f : X — Y é uma funcao continua, entao a imagem reciproca de
um fechado de Y é um fechado de X e, reciprocamente, se f : X — Y é tal que
a imagem reciproca de qualquer fechado é um fechado, entao f é continua. Temos
ainda que dados x € X e Vj(,) vizinhanca de f(z) em Y, existe uma vizinhanca V,
de v em X tal que f(V;) C Vj(;). Esta tltima afirmacao traduz-se dizendo que f é
continua no ponto z.

Proposicao 1.2.1. 1. Uma funcdo € continua se e so se é continua em todo
ponto do seu dominio.

2. A restricao de uma func¢do continua a um subespaco do dominio é uma fung¢ao
continua.
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Para ver que uma funcao entre dois espacos topoldgicos é continua, nem sempre
¢é necessario verificar que a imagem reciproca de um aberto é um aberto, para todo
aberto do espaco de chegada.

Proposicao 1.2.2. Sejam (X, 7T) e (Y,U) espagos topoldgicos e B uma base da to-
pologiald. Se f: X —Y éuma fungdo tal que para todo B € B se tem f~1(B) € T,
entdo f € continua.

Sejam S um conjunto e F uma familia de fungdes f, : S — X,, onde (X, 7Z,)
é um espago topoldgico para cada «. A topologia F-inicial (ou simplesmente
topologia inicial) em S é a topologia mais fraca na qual toda f, € F é continua.
Note-se que uma tal topologia existe sempre, uma vez que a topologia discreta em
S torna as fungoes continuas, e a interseccao de topologias é ainda uma topologia.
Uma base para a topologia F-inicial pode ser obtida tomando as interseccoes finitas
de conjuntos do tipo f,!(A,) onde f, € F e A, € T, (cf. Exercicio 1.5.2).

Exemplo 1.2.3. Podemos usar a topologia inicial para definir uma topologia num
produto cartesiano de espagos topolégicos. Seja (X, 7o)acr uma familia de espagos
topoldgicos e consideremos [[,.; Xa 0 produto cartesiano dos conjuntos X,, o € 1.
Para cada 3 € I temos a projec¢io natural pg : [[,c; Xo — Xp definida como
pg((xa)ag) = x3. Definimos a topologia produto em [] ., X, como a topologia
inicial para a familia de projec¢oes (pg)ger. Como base para esta topologia podemos
considerar os conjuntos do tipo [[,c; Aa, onde cada A, coincide com X, excepto,
possivelmente, para um numero finito de indices o € I onde A, € igual a algum
aberto de X,,.

Proposicao 1.2.4. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas e Y um espacgo separado.
Se f e g coincidem num subespaco denso de X entao f e g coincidem em todo X.

Este resultado nao permanece valido se omitirmos a hipdtese de Y ser separado.
De facto, basta observar que se Y tiver a topologia grosseira, entao qualquer funcao
tomando valores em Y é continua.

Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma funcao. Dizemos que f é um
homeomorfismo se f é uma bijeccao continua com inversa continua. Dois espagos
X e Y dizem-se homeomorfos se existir um homeomorfismo f: X — Y.

1.3 Compactidade

Dizemos que um espaco topolégico (X,7) é compacto se qualquer cobertura de
X por abertos tiver uma subcobertura finita; isto é, se A C 7 é tal que X =
U4caA, entdo existem Ay, ..., A, € A tais que X = J_;4;. Um conjunto K C X
diz-se compacto, se e somente se K com a topologia de subespago for compacto.
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Neste caso, a compactidade de K pode ser formulada em termos equivalentes (cf.
Exercicio 1.5.3) do seguinte modo: se A é uma familia de abertos de X tal que
K C UjeuA, entdo existem Ay, ..., A, € A tais que K C | A;.

Proposicao 1.3.1. Sejam X um espaco topologico e F C X.
1. Se X ¢é compacto e F' € fechado, entao F é compacto.
2. Se X € separado e F ¢ compacto, entdo F' € fechado.

Proposicao 1.3.2. Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcao
continua. Se K C X ¢é compacto, entio f(K) é compacto.

Corolario 1.3.3. Sejam X um espago topologico compacto e Y um espaco topoldgico
separado. Se [ : X — Y € uma bijeccao continua, entao f é um homeomorfismo.

Teorema 1.3.4. (Tychonoff) Seja {X,}aer uma familia de espagos topoldgicos
compactos. Entao [[,c; Xa com a topologia produto é compacto.

Resulta da Proposicao 1.3.2 que a reciproca do Teorema de Tychonoff também
é valida, isto é, se [] .. 4 Xo é compacto com a topologia produto, entao cada X, é
compacto.

acA

1.4 Espacos métricos

Uma métrica ou distancia sobre um conjunto X é uma funcao d : X x X — R
que satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(z,y) > 0ed(xz,y) =0 se e sb6sex=uy;
2. d(z,y) = d(y,z);
3. d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

A um par (X, d), onde d é uma métrica definida em X, chamamos espago métrico.
Dados zy € X e um numero real » > 0, definimos a bola aberta de centro zj e raio
r (relativa & métrica d) como sendo o conjunto

B(xg,r) ={z € X : d(x,z9) <71}, (1.1)

Analogamente, definimos a bola fechada de centro zy e raio » > 0 tomando a
desigualdade nao estrita em (1.1).

Seja (X, d) um espago métrico. Podemos facilmente definir uma topologia em
X, tomando como abertos da topologia os conjuntos A C X tais que para qualquer
ponto 7o € A existe uma bola aberta centrada em z, contida em A. E imediato
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verificar que os conjuntos abertos assim definidos satisfazem os axiomas da definicao
de topologia.

Um espaco topoldgico (X,7) diz-se metrizavel se existir alguma métrica d
em X tal os abertos associados a d pelo processo descrito no paragrafo anterior
coincidam com os elementos de 7. Num espaco metrizavel temos sempre que uma
bola aberta é um aberto da topologia e uma bola fechada é um fechado da topologia.
Contudo, nem sempre é verdade que a bola fechada coincida com a aderéncia da
bola aberta. Dado um conjunto nao vazio X, podemos definir em X uma métrica

do seguinte modo:
1 se x#vy
d(z,y) = 0 se xz=y

Esta diz-se a métrica discreta e a topologia a ela associada coincide com a topo-
logia discreta.

Como consequéncia do resultado que apresentamos a seguir, temos que se X é
um conjunto com mais do que um ponto, entao nao existe nenhuma métrica em X
que induza a topologia grosseira sobre X.

Proposicao 1.4.1. Todo espago métrico é separado e satisfaz o primeiro axioma de
numerabilidade.

Se (X, d) é um espago métrico e A é um subconjunto de X, facilmente se vé que
a restricao de d a A x A define uma métrica em A. A topologia associada a esta
métrica em A coincide com a topologia de subespaco induzida pela topologia de X
associada a d.

Exemplo 1.4.2. Em R (resp. C) podemos considerar a distancia d dada por
d(z,y) = | —y| e a topologia a ela associada. Tal topologia denomina-se a topolo-
gia usual em R (resp. C). Mais geralmente, designaremos por topologia usual de
R™ (resp. C™) a topologia produto obtida da topologia usual de R (resp. C). Tal to-
pologia também provém de uma métrica, por exemplo d((a:l, ces )y (Y1, - ,yn)) =
|$1_yl|+"'+|xn_yn|'

Um subconjunto A de um espaco métrico X diz-se limitado, se existir alguma
bola (aberta ou fechada é indiferente) em X que contenha A. Se f é uma fungao
definida num conjunto S e tomando valores num espaco métrico X, dizemos que f
é uma funcgao limitada, se f(.S) for um subconjunto limitado de X.

Teorema 1.4.3. (Borel-Lebesgue) Um subconjunto de R™ ou C™ (com a topologia
usual) é compacto se e so se é fechado e limitado.

Este resultado nao é valido em espagos métricos de um modo geral. Por exemplo,
o intervalo (0,1/2] é fechado e limitado em (0,1) com a métrica usual mas nao é
compacto.
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Corolario 1.4.4. Se X € um espaco compacto e f : X — R € continua, entdo [ €
limitada e existem pontos de X onde [ atinge valores mdzrimo e minimo.

Sejam (X1, d;) e (Xo,ds) espagos métricos e consideremos em X; e Xy as topo-
logias dadas por d; e ds respectivamente. Neste contexto, a continuidade de uma
funcao f: X; — X5 num ponto x € X; pode ser formulada em termos equivalentes
do seguinte modo: dado € > 0 existe § > 0 tal que se f(B(z,6)) C B(f(z),€).

Sejam (X, d) um espago métrico, y um ponto de X e Y um subconjunto de X.
Definimos a funcao distancia a x

X

é
= d(z,y)
e, tomando d(z,Y) = inf,cx d(z,y), a fungao distancia a Y

d-,Y): X — R
r — d(z,Y)

Estas sao fungoes continuas (cf. Exercicio 1.5.5).
Nas proposicoes abaixo enunciamos alguns resultados validos para espagos mé-
tricos que nao sao validos para espagos topoldgicos em geral.

Proposicao 1.4.5. Seja X um espagco métrico. Sao equivalentes:
1. X € separavel;
2. X satisfaz o sequndo axioma de numerabilidade.

Proposicao 1.4.6. Todo espagco métrico compacto satisfaz o sequndo axioma de
numerabilidade.

Proposicao 1.4.7. Num espaco métrico compacto qualquer sucessao tem alguma
subsucessao convergente.

Uma sucessao (z,), num espa¢o métrico (X, d) diz-se uma sucessao de Cau-
chy, se dado € > 0 existir ng € N tal que d(x,,,z,) < € para todos m,n > ng. O
resultado que apresentamos a seguir d4 um critério ttil para provar a convergéncia
de uma sucessao de Cauchy.

Proposicao 1.4.8. Se (x,,), for uma sucessio de Cauchy com alguma subsucessao
convergente, entdo (x,), € convergente.

Uma sucessao de Cauchy num espago métrico X é, grosso modo, uma sucessao
cujos termos ficam muito proximos entre si para ordens muito altas. Isto, por si so,
pode nao ser suficiente para garantir a convergéncia da sucessao para algum ponto
do espago X (cf. Exemplo 1.4.9). Se X é um espaco métrico tal que toda sucessao
de Cauchy é convergente, dizemos que o espaco X completo.



8 CAPITULO 1. NOCOES TOPOLOGICAS

Exemplo 1.4.9. Os espacos R" e C", com a métrica usual, sao completos. O
espaco (0,+00) com a métrica induzida da métrica usual de R nao é completo: a
sucessao (xy,), dada por x, = 1/n para todo n € N € uma sucessio de Cauchy que
ndo converge para nenhum ponto de (0, +00).

Proposicao 1.4.10. Um subespaco de um espaco métrico completo é completo se e
somente se for um subespaco fechado.

Dizemos que duas métricas sobre um mesmo conjunto sao equivalentes, se
forem coincidentes as topologias associadas a essas métricas. Se (X, d;) e (Y, ds)
sao espacos métricos e f : X — Y é uma bijeccao que preserva as métricas, isto
é do(f(z), f(y)) = di(z,y) para todos x,y € X, dizemos que f é uma isometria.
Existindo uma isometria entre dois espacos métricos estes dizem-se isométricos.

Nogoes como “conjunto limitado” ou “sucessao de Cauchy” nao sao invariantes
por equivaléncia de métricas (cf. Exercicio 1.5.7); isto é, duas métricas equivalentes
sobre um mesmo conjunto podem nao produzir os mesmos conjuntos limitados ou
as mesmas sucessoes de Cauchy. Contudo, tais nogoes sao invarian‘g\es por isometria.

Dado um espago métrico X, dizemos que um espago métrico X ¢ um comple-
tamento de X, se X for isométrico a um subespaco denso de X.

Teorema 1.4.11. Todo espaco métrico tem um completamento.

De facto, o completamento de um espaco métrico é inico a menos de isometria,
isto é, dois quaisquer completamentos de um mesmo espago métrico sao isométricos.

1.5 Exercicios

1. Mostrar que num espaco topoldgico separado uma sucessao nao pode convergir
para mais do que um ponto.

2. Seja F uma familia de fungoes f, : S — X, onde cada (X,,7,) é um espaco
topoldgico. Mostre que as intersecgoes finitas de conjuntos do tipo f;'(A),
onde f, € F e A € 71, definem uma base da topologia F-inicial.

3. Sejam (X, 7 ) um espago topoldgico e K um subconjunto de X. Prove que sdo
equivalentes:

(a) K é compacto;

(b) se A C T étal que K C|J,4A, entdo existem Ay,..., A, € A tais que
K c UL A.

4. Seja (X,d) um espago métrico. Mostre que d : X x X — RJ é continua.
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Sejam (X, d) um espago métrico, y € X e Y C X. Mostre que as fungoes
d(-,y) e d(-,Y) sdo continuas.

Dé exemplo de um espago métrico para o qual a aderéncia de alguma bola
aberta nao coincida com a bola fechada.

Dé duas métricas equivalentes em R de tal modo que R seja limitado e completo
em uma delas e nao seja nem limitado nem completo na outra.
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Capitulo 2
Medida e integracao

Faremos neste capitulo uma apresentacao dos resultados fundamentais da teoria da
medida e integracao. Nem a abordagem nem alguns dos resultados serao apresen-
tados na sua forma mais geral, de modo a nao tornar demasiado ardua a tarefa do
leitor que tenha neste o seu primeiro contacto com o assunto.

2.1 Espacos de medida
Sejam X um conjunto e A um conjunto de partes de X. Dizemos que A é uma
algebra se forem validas as seguintes condigoes:

1. X € A;
2. se A€ Aentao X\A € A;
3. se Ay,..., A, € Aentdo |J;_, 4; € A

Diremos que uma algebra A é uma o-algebra se a condicao 3 puder ser generalizada

para unioes infinitas numerdveis: se (A, ), é uma sucessao de elementos de A, entao
00 , , . ,

U,—; A, é também um elemento de A. Denominamos de espaco mensuravel um

par (X, .A) onde A é uma o-dlgebra de X.

Proposicao 2.1.1. Dada uma sucessio (Ay,), de elementos de uma dlgebra A, exis-
te uma sucessao (By,), de elementos de A dois a dois disjuntos, com B, C A, para
todo n, cuja unido coincide com |J;_ | A,.

Prova. Consideremos os conjuntos
Blel, BQIAQ\Al, B3:A3\(A2UA1),....

Como A é uma &lgebra, temos que (B,), é uma sucessao de elementos de A dois
a dois disjuntos e, pelo modo como estes conjuntos foram definidos, é facil verificar
que a sua unido coincide com (J 7, A,. O

11
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Seja 1+ A — [0, +00] uma fungao definida numa algebra A de algum conjunto
X, onde [0, +00] representa R} U {+o00}. Dizemos que p é aditiva se valerem as
seguintes condicoes:

L. pu(0) =o.

2. Se Ay,...,A, sao elementos de A dois a dois disjuntos entao

n

o) = 3w

=1
Uma tal funcao diz-se o-aditiva se valer a condicao 2 para familias numeraveis de

elementos de A: se (A,), é uma sucessao de elementos de A dois a dois disjuntos
cuja unidao ainda estd em A, entao

o(Uad =X nla)

Acrescentando, se necessario, infinitas cépias de () a uma familia finita de elementos
de A, deduzimos facilmente que toda funcao o-aditiva é aditiva. Uma funcao aditiva
w: A —[0,400] diz-se finita se u(X) < oo e diz-se o-finita se existir uma sucessao
(A,), de elementos de A tal que X =7, A, e u(A,) < oo para todo n.

Proposicao 2.1.2. Seja A uma dlgebra e p: A — [0, +00] uma fungao o-aditiva.
1. Se A, B € A sao tais que A C B, entdo u(A) < u(B).

2. Se (An)n € uma sucessao de elementos de A tais que | J)—, A, € A, entdo

n(J An) <D n(An).

Prova. Para o primeiro item, notar que podemos escrever B como a uniao disjunta
de A com B\ A. Logo, pela aditividade de u temos p(B) = u(A) + u(B\ A) e
portanto p(A) < u(B). (De facto, para a prova deste item basta apenas que p seja
aditiva).

Para o segundo item, tomemos uma sucessao (B,), de elementos de A disjuntos
dois a dois com B, C A, para todo n e cuja unido coincide | J 2, A,, dada pela
Proposicao 2.1.1. Da o-aditividade de u resulta

o0

p(U A = (U B2) = Y8 <3 )
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resultando esta ultima desigualdade do primeiro item. ad

Denominaremos de medida uma func¢ao o-aditiva p definida numa o-algebra A
e espaco de medida um terno (X, .4, 1) onde (X, .A) é um espago mensuravel e
¢ uma medida definida em A. Se p(X) = 1 dizemos que p é uma probabilidade ¢
(X, A, ) é um espago de probabilidade.

Exemplo 2.1.3. Dado um conjunto X consideremos uma funcio # definida em
P(X) (o conjunto das partes de X ), tomando para cada A C X o valor de #(A)
como o numero de elementos de A (+oo se A ndo € finito). # define uma medida
sobre P(X) que serd denominada o medida de contagem em X.

Exemplo 2.1.4. Consideremos um conjunto X e fitemos x € X. Dado A C X
definimos uma fung¢ao d, no conjunto das partes de X do segquinte modo: §,(A) =1

sex € Aed(A)=0sex & A. 0, define uma medida (probabilidade) em P(X) que
denominaremos de medida de Dirac no ponto x.

Sejam (X, A, ;1) um espago de medida e A um subconjunto de X. Dizemos que
A C X tem medida nula, se existe B € A tal que A C B e u(B) = 0. Uma
determinada propriedade sobre os elementos de X diz-se que vale em quase todo
ponto (qtp mais simplesmente), se o conjunto dos pontos onde a propriedade nao
vale tem medida nula.

Proposicao 2.1.5. Sejam (X, A, u) um espaco de medida e (Ay,), € uma sucessao
de elementos de A.

1. Se Ay C Ay C -+ entio p( U, Ap) = lim p(A,).
2. Se Ay DAy D+ e p(Ay) < oo entdo p( (o Ay) = lim p(4,,).

Prova. Comecemos por provar o primeiro item. Uma simples manipulacao de con-
juntos e limites leva-nos a obter

p(UZ An) = p(A) + > (A \ Apoy)

n=2

= lim (p(A;) + Z (A \ Aish))

n—oo

= lim g (A U (ULy(4i \ Aisa)))

= lim u(A,).

n—oo

Para a prova do segundo item, comecamos por observar que

B C Ay = u(B) = (A1) — p(Ar\ B). (2.1)



14 CAPITULO 2. MEDIDA E INTEGRACAO

De facto, dado B C A; podemos escrever A; como a uniao disjunta de B com A;\ B
e portanto, pela aditividade de p,

w(Ar) = p(B) + pu(Ar \ B).

Como u(A; \ B) < u(A;) < oo, obtemos (2.1) subtraindo u(A; \ B) a ambos os
membros da igualdade anterior. Aplicando (2.1) a (., A, e A;, e tendo em conta

que
Ay \ (ﬂ?ﬂAn) = UZO:1 (Al \ An)7
obtemos

p(MaLAn) = p(A) = p(U3Z (A \ 4)).

Sendo (A1 \ A">n uma sucessao encaixada crescente, resulta do item anterior que

e portanto, tendo mais uma vez em conta (2.1), obtemos

Pl An) = p(Ar) = lim (p(Ar) — p(An)) = lim p(A,),

n—oo

que é precisamente o que pretendiamos demonstrar. O

2.2 Extensoes

Apesar de ter sido facil definir as medidas dos Exemplos 2.1.3 e 2.1.4, em geral,
definir medidas com propriedades interessantes sobre o-algebras pode ser uma tarefa
bem mais ardua. Torna-se muitas vezes conveniente comecgar por considerar uma
funcao aditiva definida numa certa classe C de subconjuntos de X e posteriormente
estendé-la a uma medida definida numa o-algebra que contenha C.

A algebra gerada (resp. o-algebra gerada) por uma classe C de subconjuntos
de um conjunto X define-se como a menor algebra (resp. o-dlgebra) de X que contém
C. Note-se que uma tal dlgebra (resp. o-dlgebra) existe sempre, pois P(X) é uma
o-algebra e a intersecgdo de uma familia de dlgebras (resp. o-algebras) é ainda uma
algebra (resp. o-algebra).

Exemplo 2.2.1. Se X ¢ um espaco topoldgico, denominamos de o-algebra de
Borel a o-dlgebra gerada pelos abertos de X. Designaremos os elementos desta
o-dlgebra por borelianos.

Dado um conjunto X, dizemos que uma classe § de subconjuntos de X ¢é uma
semi-algebra se valerem as seguintes condigoes:
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1. 0 eS;
2. se A,Be S, entao ANB € S;

3. se A€ S, entao X \ A =, E;, onde os E; sao elementos de S dois a dois
disjuntos.

Introduzimos as nocoes de aditividade e o-aditividade para funcoes definidas em
semi-algebras de maneira inteiramente analoga ao que fizemos para algebras.

Exemplo 2.2.2. Consideremos em R" a classe de subconjuntos

S = {HIZ : I; intervalo de R} U {0}.

i=1
Efcicil verificar que S € uma semi-dlgebra de R™.

Proposigao 2.2.3. Seja S uma semi-dlgebra de um conjunto X. A dlgebra gerada
por S consiste da colecgao de todos conjuntos do tipo \J._, E;, onde os E;’s sao
elementos de S dois a dois disjuntos.

Prova. Observar que, por um lado, a algebra gerada por S tera forcosamente que
conter as unides do tipo citado. Por outro lado, é imediato verificar que a colecgao
de tais unioes ¢ uma algebra. ad

Proposicao 2.2.4. Sejam S uma semi-dlgebra de X e A a dlgebra gerada por S.
Se pn: S — [0,400] € aditiva, entdo existe uma unica v : A — [0,400] aditiva tal
que v | S = p. Além disso, se u € o-aditiva, entao v também € o-aditiva.

Prova. Resulta da Proposicao 2.2.3 que dado A € A existem E, ..., E, € S dois a
dois disjuntos tais que A = J;_, E;. Definimos entao

v(A) = Zu(Ei)-

Precisamos de ver que v esta bem definida: se [}, ..., F; sao também elementos de
S dois a dois disjuntos tais que (J_, E; = ;- F}j, entao

n m m n m

ZM(E’) = Y WENE)=> > wWENF) =) wkF),

i=1 j=1 =1 i=1 j=1

o que mostra que v esta bem definida.
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Mostremos agora que se u é o-aditiva, entdo v também é o-aditiva. Seja (Ay)x
uma sucessao de elementos de A dois a dois disjuntos tais que A = |J,~,Ax ¢ ainda
um elemento de A. Temos pela Proposicao 2.2.3 que existem E, ..., E,, elementos
de § dois a dois disjuntos tais que A = U;ﬂ’zlEj. Além disso, para cada k existem
Fya, ..., Fgn, clementos de S dois a dois disjuntos tais que Ay, = U?:’“leZ Definindo
paral < j<m,k>1el <i < ngosconjuntos G{“ = F;NF};, estes sao elementos
de A dois a dois disjuntos e podemos escrever

E; = UZ;U?LG?H e [g;= UT:lG?m

Atendendo a que pu é o-aditiva, valem as igualdades

0o Nk m
- Z Z 'U(G?cz) e p(Fri) = Z M(G?cz)
k=1 i=1 =1
Logo,
m m oo Nk
v(A) = Y uE ZZZM (&)
Jj=1 Jj=1 k=1 i=1
oo NE m
k=1 i=1 j=1 =1 i=1
= Z v
k=1
Temos assim provada a c-aditividade de v. O

Pretendemos agora obter um resultado analogo ao anterior, que nos permita
estender uma funcao o-aditiva definida numa algebra a uma medida definida na
o-algebra por ela gerada. A prova desse tipo de resultado sera mais elaborada do
que a anterior e, para tal, introduziremos mais alguns conceitos.

Dada uma funcao o-aditiva definida numa dlgebra A de X, definimos uma funcao
w*: P(X) — [0, +0o0] do seguinte modo:

:inf{Zu(An) A, € A paratodone AC UA”}‘
n=1 n=1
Obtém-se facilmente da defini¢do anterior que p* é nao negativa e p*()) = 0.
Lema 2.2.5. Valem as sequintes propriedades para p*:

1. Se A C B, entao p*(A) < p*(B).
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2. Se (A)n € uma sucessao de subconjuntos de X, entdo
(A < w4
n=1 n=1

Prova. O primeiro item sai trivialmente da definicao de p*. Para o segundo item,
comegamos por observar que se *(A,) = 400 para algum n, entao nada hé a provar.
Suponhamos entao que temos p*(A,) < 4+oo para todo n. Atendendo & defini¢ao
de p*, dado € > 0, podemos escolher, para cada n, conjuntos B!, B2 ... em A tais
que

A, c| B, e ZMBZ <p(An) + o
=1

Temos entao que a familia (B.),; cobre A e

Z(VERES ) WITAES DA

n=1 1=1 n=1

Como € > 0 é arbitrario temos provado o lema. O

Uma questao que se pode colocar neste momento é a de tentar saber se u* define
uma medida em P(X). Tal ndo é verdade em geral, conforme se podera depreender
das consideragoes apds o Exemplo 2.2.10 e do Exercicio 2.8.8. Contudo, veremos
que existe sempre uma o-algebra de X na qual a restricao de p* a essa o-dlgebra
define uma medida.

Dizemos que M C X é mensuravel (com respeito a u*) se

W' (A) = W (AN M) + p*(A\ M)

para todo A C X. Denotamos por M a classe de todos subconjuntos mensuraveis
de X. Como consequéncia do item 2 do Lema 2.2.5 (vale um resultado anédlogo para
unioes finitas, bastando, para tal, acrescentar infinitas cépias do conjunto vazio e
atender a que p*(() = 0), é suficiente mostrar que

p(A) = p (AN M) + p(A\ M)
para todo A C X, para concluir que M C X é mensuravel.

Teorema 2.2.6. M ¢é uma o-dlgebra e a restri¢cao de p* a M € uma medida.

Prova. Comegamos por provar que M é uma o-algebra. Obtemos facilmente da
defini¢ao de conjunto mensuravel que X € M e, se M € M, entao também X \ M €
M. Falta verificar que M é fechada para unides infinitas. Comecamos por ver que
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M é fechada para unioes finitas e, para tal, é suficiente mostrar que se My, My, € M
entao My U My, € M. Tomemos entao M; e My em M. Dado A C X, resulta da
mensurabilidade de M; que

po(A) = p (AN M) + " (AN My). (2.2)
Por outro lado, resulta da mensurabilidade de M5 que
(AN M) = p* ((A\ My) N M) + (AN (M U My)). (2.3)
De (2.2) e (2.3) obtemos
H(A) = (AN M) (AN M) 0 M) 4 g (AN (My U My)).
Resulta do Lema 2.2.5 que
P (A) > (AN (My U M) + p (AN (M U Ms)).

Isto é precisamente o que faltava provar para concluir que M; U My € M sendo,
portanto, M uma algebra. Provemos agora que M é fechada para unides infini-
tas. Sejam M, Ms, ... elementos de M. Sendo M uma &algebra, podemos, pela
Proposicao 2.1.1, supor que os conjuntos M, Ms, ... sao dois a dois disjuntos. De-
finindo B, = (J;_; M; para n > 1, provemos por inducao que para todo n > 1
vale

“(ANB,) Zﬁ‘ (ANM;) paratodo A C X. (2.4)

O resultado é claramente vélido para n = 1. Assumindo que (2.4) vale para n > 1,
provemos que também vale para n + 1. Usando a mensurabilidade de B,, e o facto
de que My, Ms, ... sao dois a dois disjuntos, temos para qualquer A C X

(AN Bu1) = p((ANBuy1) N By) + p* ((AN Byir) \ By)
= p(ANBy) +p (AN M),

Assumindo que (2.4) vale para n, temos assim provado que (2.4) vale também para
n+1. Logo (2.4) vale para todo n > 1. Assim, tomando M = |J,,5, M., e tendo em
conta que B,, C M para todo n, temos para qualquer A C X

pHANM) > p (AN By,) Z“ (AN M)

e portanto

(AN M) Z“ (AN DM;).
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Tendo em conta o Lema 2.2.5, obtemos
“(ANM) = Zﬁ‘ (AN M,). (2.5)

Assim, para quaisquer A C X en > 1, temos pela mensurabilidade de B,,, por (2.4)
e pelo facto de A\ M estar contido em A\ B,

W(A) = i (AN By) + " (A\ B) = ) p"(AN M) + u'(A\ M).

i=1
Atendendo a (2.5) obtemos
pr(A) = W (ANM) + p*(A\ M),

e isto finalmente implica que M € M, donde se conclui que M é uma o-dlgebra.
Para concluir que a restrigao de p* a M é o-aditiva (e portanto uma medida) basta
considerar (2.5) com A = X. O

Teorema 2.2.7. Sejam A uma dlgebra de X e B a o-dlgebra gerada por A. Se p é
uma fung¢dao o-aditiva definida em A, entdo existe alguma medida v definida em B
tal que v | A= p.

Prova. Pelo Teorema 2.2.6 é suficiente mostrar que A C M e p*(A) = p(A) para
todo A € A. Comecemos por provar que A C M. Dado B € A, queremos ver que
para todo A C X se tem

p(A) = p* (AN B) + p (A\ B).

E claro que podemos assumir p*(A) < oo, pois, caso contrario, nada hé a provar.

Dado ¢ > 0, podemos escolher uma sucessao (A,), de elementos de A tal que
Ac U, A, com

[e.e]

p(A) +e = ZM Z (Ant)+U(An\B))

n=1

> (AmB)Jru (A\ B).

Como € > 0 é arbitrario, temos provado que B € M.

Provemos agora que p*(A) = p(A) para todo A € A. Por um lado, resulta
facilmente da defini¢ao de p* que p*(A) < p(A) para todo A € A. Por outro lado,
dados A € Aee€>0,seja (A,), uma familia de elementos de A tal que

AcUAn e pr(A)+e>> (A
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Pela Proposi¢ao 2.1.1, podemos tomar uma sucessao (B,,), de elementos de A dois
a dois disjuntos tais que B,, C A, para todo n e cuja uniao coincide com J -, A4,.
Temos A = |J,~, (AN B,,), sendo esta uniao disjunta, e portanto, pela aditividade
de p e pela Proposicao 2.1.2,

pA) = S HANB) < 3 u(Ba) £ (AL,

Logo
WA +e> 3 u(An) = (A,
n=1
Como € > 0 é arbitrério temos provado que também pu*(A) > u(A). 0

Teorema 2.2.8. Seja p uma funcao o-aditiva definida numa dlgebra A. Se p €
o-finita, entdo existe uma unica medida estendendo p a o-dlgebra gerada por A.

Prova. Denotando por B a o-algebra gerada por A, é suficiente mostrar que se v
é uma extensao de p a B, entdo v(B) = p*(B) para todo B € B. Seja B € B e
tomemos € > 0 arbitrario. Pela definigado de u*, existe alguma sucessao (A,), de
elementos de A tal que B C |J - A, e

w(B)+e> 3 u(Ay).

Pelas Proposigoes 2.1.1 e 2.1.2 podemos tomar uma sucessao (B, ), de elementos de
A disjuntos dois a dois tais que B,, C A, para todo n,

[e.9]

UnliBa=UiliAn e D p(Ba) <) ().

Temos entao

W(B) +e> S n(Ba) = S w(Ba) = (Ui An) = v(B),

e portanto, como € > 0 é arbitrario, concluimos que p*(B) > v(B).

Para a outra desigualdade, comecamos por assumir que temos B € B com
w*(B) < oo e tomemos € > 0. Como anteriormente, podemos tomar uma sucessao
(Bn)n de elementos de A disjuntos dois a dois tais que B C |J,-, B, e

p(B)+e>Y u(By)=> p(Bn) = p (U Bn)-
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Sendo .
Un 1B ZN Z’/ Un 1B)
= n=1

temos ainda

pi(B) < p* (Uzolen) - V(Uiian) =v(B) + V(Uiian \ B)' (2.6)

Como p*(B) < o0, podemos também supor p*(|J —,B,) < oo e portanto, usando a
desigualdade ja provada, obtemos

(UZABa\ B) < (U B\ B) = (USBa) ' (B) <. (27)

De (2.6) e (2.7) deduzimos que p*(B) < v(B), que é precisamente o que faltava para
concluir que p*(B) = v(B) sempre que B € B for tal que p*(B) < oc.

Para o caso geral, sendo p é o-finita podemos escrever X = | J, -, 4, com A, € A
e (A,) < oo para todo n. Atendendo & Proposigdao 2.1.1 podemos, sem perda de
generalidade, supor que os A,,’s sao disjuntos dois a dois. Logo, dado B € B, temos
p (BN A,) < oo para todo n, e portanto

Z“ (BN A, :iuBmA v(B),
n=1

ficando assim concluida a prova do teorema. O

Se nao assumirmos que u é o-finita, a extensao dada pelo teorema anterior nao é
necessariamente tinica. Para um contra-exemplo, ver o Exercicio 2.8.4. Na prova do
Teorema 2.2.8 foi usada a existéncia da medida u* estendendo p a B para provar que
nao ha mais do que uma extensao. Contudo, podemos provar directamente que nao
poderd haver mais do que uma medida estendendo p a B sem assumir a existéncia
de alguma extensao (cf. Exercicio 2.8.5).

Exemplo 2.2.9 (Medida produto). Sejam (X1, Ay, p1) e (Xa, Az, pio) espagos
de medida o-finitos. Consideremos em X1 X Xy a classe S de todos os elementos
Ay X Ay tais que Ay € Ay e Ay € As. Efdcz'l verificar que a classe S assim descrita
¢ uma semi-dlgebra de subconjuntos de X1 X X5. Se A1 X Ay € § definimos

pi1 ® pa(Ar x Az) = 11 (A1) pa(Az).

Seque imediatamente que py @ po: S — [0,400] € o-aditiva e o-finita. Assim,
pela Proposicao 2.2.4, pelo Teorema 2.2.7 e pelo Teorema 2.2.7 existe uma unica
extensao de j1 Q pe a uma medida definida na o-dlgebra gerada por S. Tal o-dlgebra
¢ designada a o-algebra produto de A; e Ay e a medida designada o medida
produto de py e us que € costume continuar a denotar-se iy ® ps. A medida
produto pode definir-se de maneira andloga para uma familia finita de espacgos de
medida o-finitos.
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O exemplo abaixo da-nos uma medida em R" que generaliza, para uma classe
bastante ampla de conjuntos, a nogao intuitiva que temos de comprimento (n = 1),
area (n = 2) ou volume (n > 3). Tal medida estara definida nos borelianos de R"™.

Exemplo 2.2.10 (Medida de Lebesgue). Seja B a o-dlgebra de Borel em R" e
seja S a semi-dlgebra do Exemplo 2.2.2. Definimos, para [[_, I; € S,

n

p(J]5) = 0] x - x|L].

=1

Resulta da defini¢ao de p que esta € o-aditiva e o-finita (cf. Exercicio 2.8.6). Dos
Teoremas 2.2.4 e 2.2.7 concluimos que p pode ser estendida a uma unica medida
A definida em B. Obtemos assim uma (inica) medida A: B — [0, 400] tal que se
Ii,..., 1, sao intervalos de R, entao

n

MIT ) = 10] % x |1,

=1

onde, para cada i, |I;| designa o comprimento de I;. Esta medida \ é designada a
medida de Lebesgue (em R").

Resulta do modo como a medida de Lebesgue foi definida que esta é invariante
por isometria: se A e B sao borelianos de R" tais que um pode ser obtido do
outro por uma isometria de R", entao A e B tém a mesma medida de Lebesgue
(cf. Exercicio 2.8.8). Antes de encerrar esta secgao, cabe perguntar se serd possivel
estender a medida de Lebesgue a uma medida p definida sobre todos os subconjuntos
de R™, conservando a invariancia por isometria. Restringir-nos-emos ao caso de R
para ver que tal nao é possivel. Valem, contudo, resultados andlogos para R™ com
n > 1. Mais precisamente, veremos que nao ha nenhuma funcao p definida nas
partes de R satisfazendo as propriedades:

1. u([0,1]) =1 (ou alguma outra constante positiva);
2. u ¢ invariante por isometria;
3. p é o-aditiva.

Consideremos em [0, 1] a seguinte relagao de equivaléncia: = ~ y se e sé se x —y é
racional. Como o conjunto dos racionais é numeravel, cada classe de equivaléncia é
um conjunto numeravel. Sendo [0, 1] ndo numerdvel, temos que ter uma infinidade
nao numeravel de classes de equivaléncia. Seja {ry,rs,...} uma numeragao dos
racionais em [0, 1] e C' um conjunto obtido escolhendo um elemento em cada classe
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de equivaléncia. Definindo C,, = C + r,, para cada n temos que os C),, sao dois a
dois disjuntos. Temos ainda

0,1] c U,2,C, C [0,2].
De 1 e 2 resulta
w([0,2])) =2 e wu(C,)=u(C) paratodo n>1,

e de 3 resulta -

1<) (@) <2
n=1

Ou seja,
o0

1<) p(C) <2
n=1
A primeira desigualdade implica que p(C) > 0 e a segunda implica que pu(C) =0, o
que da uma contradicgao.

2.3 Funcoes integraveis

Seja (X, A) um espago mensurdvel. Adoptaremos a designagao de mensuraveis
para os elementos de A, nao querendo com isso atribuir o significado de conjunto
mensuravel introduzido na Seccdo 2.2. Considerando R = R U {—00, +o0}, dize-
mos que f : X — R é uma funcao mensuravel, se para todo a@ € R tivermos

[ H~o00,a) € A.

Proposicao 2.3.1. Sejam (X, A) um espaco mensurdvel e f : X — R uma funcdo.
Sao equivalentes:

1. f € mensurdvel;
2. fY(—o0,a] € A para todo o € R;

3 (o, +00) € A para todo o € R;

-
4. fta,+00) € A para todo o € R;
Tt

5 (B) € A para todo boreliano B de R.

Prova. A equivaléncia de 1, 2, 3 e 4 é consequéncia de A ser uma o-algebra e cada
um dos quatro tipos de intervalos poder ser obtido por passagem ao complementar,
interseccao e uniao de intervalos de cada um dos outros tipos. E claro que 5 implica
1, 2, 3 e 4. Para ver que 1,2, 3 ou 4 implicam 5, basta atender ao facto da o-algebra
dos borelianos em R ser a gerada pela semi-algebra dos intervalos. ad
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Exemplo 2.3.2. As funcoes constantes e as fungoes caracteristicas dos elementos
de A sao fungoes mensurdveis. Se X for um espago topologico e B for a o-dlgebra
de Borel, entao as fungoes continuas sao mensurdveis.

Para operagoes com os simbolos +00 e —o00, além das convengoes usuais, fazemos
as seguintes convencgoes: (£o00)-0=0e 0-(£oo) = 0. Nao atribuiremos significado
a 00 — 00.

Proposicao 2.3.3. Sec€ R e f,g: X — R sdo fun¢des mensurdveis, entdo f +c,
cf, [ £g (sempre que facam sentido) e fg sdao também mensurdveis.

Prova. Vejamos os casos f + g e fg; atendendo a que as fungoes constantes sao
mensuraveis, os outros casos sao consequéncia destes.

Seja A= {x: f(z)+ g(x) > a}. Sex € A, entdo s = f(z) + g(z) — a > 0. Isto
implica que existe algum r € Q tal que f(z) —s <r < f(x). Mas, se f(z) —s <,
entdo g(z) > a —r. Logo,

AcB=J(fr: fa)>r}n{z:g(@) > a—r})

reQ

que é obviamente um conjunto mensuravel. Por outro lado, é claro que B C A,
donde se conclui que f + g é mensuravel.

Para provar que o produto de fungoes mensuraveis ¢ uma funcao mensuravel,
comegamos por observar que

fo =317 +97 ~ (7~ 07,

e portanto ¢é suficiente mostrar que o quadrado de uma funcao mensuravel é uma
fungdo mensurdvel. Se o < 0, temos {x : f(z)> > a} = R mensurdvel. Se a > 0,
entao

{z: @) >a} ={z: f(x) > Va} U{z: f(z) < —Va},

que é também um conjunto mensuravel. O

Proposigao 2.3.4. Se (f,)n>1 € uma sucessio de fungdoes mensurdveis, entao sao
mensurdveis:

1. sup fo e inf

n>1

2. limsup f,, e liminf f,.
n—oo n—0oo

Prova. E imediato verificar que
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1 {xz: ilifl)fn(x) >a) = Un21{$ L fulz) > al;

}Lgfl fn = - Sup(_fn)'

n>1

2. limsup f,, = igfl(SUP fi);

n—00 ZL i>n

liminf = — limsup(—f,,).

n—oo n—oo

Os itens da proposigao resultam facilmente das igualdades acima. O

Seja (X, A, ) um espacgo de medida. Dizemos que uma fun¢ao ¢ mensuravel
nao negativa é uma funcao simples, se pudermos escrever

= Z a;iXa,,
i=1

onde a; € Ry e X, representa a funcao caracterfstica de A; € A, com os A;’s dis-
juntos dois a dois. Definimos o integral de uma funcao simples ¢ = 3" | a; Xy,

Ccomo "
/ pdp =Y ai(A;)
=1

(recordar que convenciondmos 0 - oo = 0). Este valor nao depende da representagao
de ¢ como combinacao linear de funcoes caracteristicas. De facto, se

n l
Z aiXAi = Z leBz
i=1 i=1

os A;’s e os B;’s disjuntos dois a dois, entao terd que ser a; = b; em A; N B;. Segue
que

Z aift(A;) = Z Z aip(A; N Bj) = Z Z bip(A; N By) = Z bip(Bi),

i=1 j=1 j=1 i=1
ficando assim demonstrado que o integral de uma funcao simples nao depende da
sua representacao.

Vamos agora generalizar a nogao de integral para fungoes nao negativas. Seja
(X, A, 1) um espaco de medida e f uma fungao mensurdvel ndo negativa. Definimos
o integral de f

/fdu:sup{/go:gofungéo simplesegpﬁf}.
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E consequéncia imediata da definicao apresentada que se f e g sao fungoes men-
suraveis nao negativas, entao

f<g = /fduﬁ/gd,u

Se A € A, definimos o integral de f em A

/Afdusz?@xdu-

Proposicao 2.3.5. Seja f uma fung¢do mensurdvel nao negativa. Entao [ fdu =0
se e somente se f =0 qtp.

Prova. Se f = 0 qtp e ¢ é uma funcao simples tal que ¢ < f, entao claramente
[ ¢du = 0. Da definicao resulta que [ fdu = 0.

Suponhamos, por outro lado, que [ fdu = 0. Definindo A4, = {x  f(x) > 1/n}
temos {z : f(z) > 0} =, 4n €

1 1
/fdu > /5-XAnd,U = —p(Ay).
n

Logo, u(A,) = 0 para todo n, e portanto, f = 0 qtp. O

Lema 2.3.6. (Fatou) Se (f,), € uma sucessdo de fungoes mensurdveis ndo nega-
tivas, entao

/hm inf f,du < lim inf/fndu.

n—oo n—
Prova. Se definirmos f = liminf f,, temos que f é uma fungdao nao negativa. Basta
provar que se ¢ é uma fungao simples tal que ¢ < f entao [ @du < liminf [ f,du.
Definimos, para cada k£ > 1, a funcao mensurével

gr(z) = }glgfi(l“)'

Analisamos agora os dois casos possiveis:

1. Se [ @du = oo, segue da defini¢ao de integral de uma fungao simples que deve
existir um conjunto mensurdavel A com p(A) = oo e uma constante a > 0 tais que
¢ | A = a. Definindo, para cada n > 1, o conjunto mensurével

A, ={x: gp(z) > a, para k > n},

temos A, C A, para todo n > 1. Para cada z, a sucessao (gk(x))k ¢ monotona
crescente e limy, g (z) = f(x) > ¢. Assim, A C |J. 2, A, e, portanto, lim u(A,) = co.

Resulta que para n > 1

[ = [ gudn > an(a,),
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donde se conclui que liminf [ f,dp = co.

2. Se [pdu < oo, e definirmos B = {z : ¢(z) > 0}, temos pu(B) < oo. Seja
M um majorante para ¢. Fixemos arbitrariamente 0 < ¢ < 1 e consideremos, para
n > 1, o conjunto

B, ={x:gx > (1 —€)p, para k > n}.

Temos que os conjuntos B, sdo mensurdveis, B,, C B, paratodone B C |J.-,B,.
Entao (B \ B,), ¢ uma sucessao encaixada decrescente e (), (B\ B,) = ). Como
p(B) < oo, resulta da Proposigao 2.1.5 que existe N € N tal que u(B\ B,,) < € para
todo n > N. Temos entao para n > N

/gndu > /gndu
> (1—6)/ pdp

By
= (1-¢ wdu—/ pdp)
B B\Bn

> (1—6)/90du—/ edpu
B\Bn,

> /gpdu—e/gpd,u—eM.

Logo
liminf/fndu > liminf/gnduz /(pdu—e(/godu—l—M)
e, como € > 0 é arbitrario, temos o resultado. O

Nao ¢ licito esperar que valha sempre a igualdade no Lema de Fatou. De facto,
se consideramos em R a medida de Lebesgue A\ e definirmos para n > 1

fon = X[o,1] e fop1= X(I,Q]
temos liminf f,(z) = 0 para todo z, mas [ f,d\ =1 para todo n > 1.

Teorema 2.3.7. (Convergéncia Monétona) Se (f,), € uma sucessao de fun¢oes
mensurdveis nao negativas tais que fi < fo < ---, entao

/lim fandp = lim /fnd,u.

Prova. Seja f = lim f,,. Pelo Lema de Fatou, temos

/fd,u = /liminffndu < liminf/fndu. (2.8)
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Como f > f, para todo n, resulta que [ fdu > [ f,du para todo n, e portanto

fdu > limsup [ fodp. (2.9)
/ /

n—oo

De (2.8) e (2.9) deduzimos o resultado. 0

O resultado a seguir d4 uma maneira alternativa de definir o integral de uma
funcao mensuravel.

Teorema 2.3.8. Se f ¢ uma funcao mensurdvel nao negativa, entao existe uma
sucessao crescente (on)n de fungoes simples convergindo pontualmente para f com

lim gond,u:/fdﬂ.

n—oo

Prova. Consideremos paran >1e k=1,2,... n2" os conjuntos
E—1 k
A = {az Pl < 2—}
e

As funcoes

E—1
on = Z o X4, , +nXp,
k=1
satisfazem as condigoes do teorema. ad

Vamos agora generalizar a nocao de integral para funcoes mensuraveis que podem
tomar valores negativos e introduzir o conceito de funcao integravel. Dada uma
funcao mensuravel f, consideremos respectivamente a sua parte positiva e parte
negativa,

fT(z) = max{f(z),0} e f (x)=max{—f(x),0}.

E imediato verificar que f* e f~ sdo funcoes nao negativas e f = f* — f~. Dizemos
que uma funcao mensuravel f é integravel se

/f+du<oo e /f_d,u<oo.

No caso de algum destes dois integrais ser finito definimos o integral de f

[ tan= [ rran- [ £an
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Observamos que |f| = f*+ f~ e, portanto, f é integravel se e s6 se |f| é integravel.
Dados um conjunto mensuravel A e uma funcdo mensuravel f, dizemos que f é
integravel em A se fX, for integravel. Definimos o integral de f em A por

/AfduszXAdu-

Proposicao 2.3.9. Sejam a € R e f, g funcgoes integraveis.
1. af éintegrdvel e [ afdu = o [ fdu.
2. [+ g éintegravel e [(f+ g)du = [ fdp+ [ gdu.
3. Se f<g,entao [ fdu< [gdu.

4. Se A e B sao conjuntos mensurdveis disjuntos, entao

e /A Fdu+ /B fd.

Prova. O resultado sai facilmente para o caso de f e g serem funcgoes simples. Para
o caso geral aplicar o Teorema 2.3.8 as partes positiva e negativa de cada uma das
funcgoes, tendo em atencao a igualdade do Exercicio 2.8.11. O

Proposicao 2.3.10. Se f ¢ uma funcdo integrdvel, entdao

'/fdu < [17dn.

e temos a igualdade se e so se f >0 gtp ou f <0 qtp.
Prova. Como f <|f| e —|f| < f, vem

[tin< [inidn e = [irian< [ ran
'/fdu’ < /Ifldu,

tendo assim provado a primeira parte.
E claro que f > 0 qtp ou f < 0 gtp é condicao suficiente para que se tenha a
igualdade. Vejamos a necessidade. Ora,

’/fdu /If!du = /fdu /|f\du ou /fdu— /|f\du

No primeiro caso temos f |f| — f)du = 0 e, pela Proposwao 2.3.5 terda que ser
f = 1f| atp. No outro caso, analogamente se vé que f =
dos casos temos f > 0 qtp ou f < 0 gtp. a

Ou seja,




30 CAPITULO 2. MEDIDA E INTEGRACAO

Teorema 2.3.11. (Convergéncia Dominada) Seja (f,), uma sucessao de fun-
¢oes mensuraveis convergindo qtp para f tais que |f,| < g, onde g € integravel.

Entao f ¢€ integravel e
lim /fnd,u—/fdu.

Prova. Sendo |f,| < g para todo n, tera que ser | f| < g qtp. Resulta do Exercicio 13
que f e f, sdo também integraveis. Temos entao que (g + f,), é uma sucessao de
fungoes nao negativas integraveis. Pelo Lema de Fatou

/lim inf(g + fn)dp < lim inf/(g + fa)dp,

/gdu—l—/fdug /gd,u+liminf/fndp.

Como [ gdu é finito vem

e entao

/fdu < liminf/fndu.
Por outro lado, (¢ — fn)n é também uma sucessao de fungdes nao negativas in-
tegraveis. Pelo Lema de Fatou

[ mint(y  fu)du < tmint (g~ f)d

n—o0

donde
/gdu—/fdu < /gdu—ligls;gp/fndu-
Assim,
limsup/fnd,uﬁ /fdugliggf/fndu
0 que prova o resultadi)_.)C>o O

Funcgoes complexas. Terminamos esta seccao com uma breve indicagao de como
a teoria apresentada anteriormente se estende a fungoes tomando valores complexos.
Seja f uma funcao definida num espaco de medida e tomando valores em C e sejam
Re f e Im f respectivamente a parte real e a parte imaginaria de f,i.e. f =Re f +
tIm f com Re f e Im f tomando valores reais. Dizemos que f é mensuravel se e s6
se Re f e Im f sao mensuraveis e, similarmente, f é integravel se e s6 se Re f e Im f
sao integraveis. No caso da integrabilidade de f, definimos

/fd,u:/Refdu—i-i/Imfdu.

Com estas definigdes, os resultados apresentados anteriormente aplicam-se (com
algumas alteragoes 6bvias) a fung¢oes tomando valores complexos.
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2.4 Integrais de Riemann e Lebesgue

Vamos agora comparar a no¢ao de integral de uma funcao real de variavel real se-
gundo Lebesgue (em relagao a medida de Lebesgue em R que denotaremos por \)
com a noc¢ao de funcao integravel segundo Riemann. Como veremos, a integrabili-
dade segundo Riemann é mais exigente do que a integrabilidade segundo Lebesgue,
no sentido em que ha funcoes que sao integraveis segundo Lebesgue que nao sao
integraveis segundo Riemann. Para simplificar apresentaremos os resultados para
fungoes definidas em intervalos de R. Temos naturalmente resultados analogos para
funcoes definidas em rectangulos de R” com n > 2.

Comecamos por apresentar a nocao de integrabilidade segundo Riemann. Seja
[a,b] um intervalo de R e f: [a,b] — R uma fungao limitada. Dada a = ¢y < 7 <
-++ < xp = b uma partigdo P de [a, b], definimos a sua soma superior

k

Sp = ZMZ(% - 901‘—1)7

=1

onde para cada i tomamos M; = sup(f|[z;—1,x;]). Substituindo cada supremo M,
pelo respectivo infimo m;, obtemos a soma inferior de P

k
Sp = Zml(mz — :I:i,l).
i=1

E facil verificar que se Py e P, sao duas quaisquer particoes de [a, b] entao sp, < Sp,.
Uma funcao diz-se integravel segundo Riemann se e somente se as suas somas
superiores e inferiores puderem ficar arbitrariamente proximas; isto é, dado € > 0
existe uma particao P tal que Sp — sp < €. Neste caso teremos infp Sp = supp sp
. b
e designamos este valor comum por [’ fdx.
a

Teorema 2.4.1. Se f: [a,b] — R € integrdvel sequndo Riemann, entao f € in-

tegravel sequndo Lebesque e
b
/ fdx = / fdA.
a [a,b]

Prova. Seja (P,), uma sucessdo de partigdes tais que Sp, — sp, < 1/n para cada
n. Se @, e ¢, sao as funcoes que em cada intervalo determinado pela particao P,
valem, respectivamente, o supremo e o infimo da restricao de f a esse intervalo,
temos que ®,, e ¢,, sao fungoes mensuraveis simples, ¢, < f < P, e

Spn :/(I)nd/\ € Sp, :/¢nd)\
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Definido M = inf, ®,, e m = sup,, ¢, temos que M e m sao fungoes mensuraveis e
vamos ver que M = m qtp. Temos

1

{z: M(z) —m(z) >0} = | {z: M(z) = m(z) > E}'

k>1

Seja A({z : M(z) — m(z) > 1/k}) = ax. Como ¢, < m e ®, > M para todo n,
entao temos

/ (B — 62)dA > ar k.

Isto implica ay = 0 para todo k e portanto M = m qtp. Temos m < f < M, donde
resulta que f é mensuravel. Como f é limitada, temos que f é integravel e

/%MS/ﬁmg/%w.

Fazendo n — oo obtemos o resultado. O

O reciproco deste teorema nao ¢ valido. Se considerarmos no intervalo [0, 1] a
funcao A7, funcao caracteristica dos irracionais, temos que X é mensuravel, X7 = 1
qtp (cf. Exercicio 2.8.9) e portanto [ X;d\ = 1. Por outro lado, Sp =1 e sp =0
qualquer que seja a particao P de [0, 1], o que mostra que X7 nao é integravel segundo
Riemann.

O teorema abaixo da uma caracterizacao das fungoes integraveis segundo Rie-
mann.

Teorema 2.4.2. Uma fun¢ao f: [a,b] — R € integravel sequndo Riemann se e
somente se f € continua em Lebesgue qtp.

Prova. Suponhamos que f é integravel segundo Riemann. Tomemos (P,), uma
sucessao de parti¢oes de [a,b] tais que Sp, — sp, < 1/n para cada n. Seja C' o
conjunto dos pontos que estao em alguma das particoes P,. Como C' é numeravel,
temos que C' é um conjunto com medida nula. Definimos para x ¢ C as fungoes M
e m como na prova do Teorema 2.4.1. Se x ¢ C é tal que M(x) = m(x), entao f
¢ continua em z. De facto, se existissem € > 0 e uma sucessao (), convergindo
para x tal que |f(z,) — f(x)| > €, entao terfamos M (z) > m(zx) + €, o que nao pode
suceder. Da prova do Teorema 2.4.1 segue que M (x) = m(x) para Lebesgue qtp,
ficando assim demonstrado que f é continua em Lebesgue qtp.

Reciprocamente, suponhamos que f é continua em Lebesgue qtp. Tomemos
(P,), uma sucessao de parti¢oes de [a, b] com os diametros dos intervalos convergindo
para zero quando n — oo e tal que P, C P, para todo n. Definindo ¢, e ®,, como
na prova do Teorema 2.4.1, temos ¢,11 > ¢, e ®,,.1 < P, para todo n. Tomemos
m = lim¢, e M = lim®,. Se x é um ponto de continuidade de f, entao dado
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e > 0 existe § > 0 tal que sup(f|(x — 0,2 +)) — inf(f|(x — 6,2 +9)) < e. Paran
suficientemente grande, x pertence a algum intervalo da particao P, que, por sua
vez, esta contido em (z—0, x+9). Logo, ®,,(z)—¢,(z) < €. Como € arbitrario, entao
M (z) = m(x) e portanto M = m em Lebesgue qtp. Pelo Teorema da Convergéncia
Monotona e o Teorema 2.4.1, temos

lim [ ®,d\ = /Md)\ = /md)\ = lim [ ¢ndA.

n—oo n—oo

Spn :/(I)nd/\ € Sp, :/qbnd)\,

concluimos que f é integravel segundo Riemann. O

Como

2.5 Espacos L”

Seja (X, A, 1) é um espago de medida. Dado 1 < p < oo, definimos LP(u) como a
classe das fungdes mensuraveis f tais que |f|P é integravel, com a identificacao de
duas fungoes que coincidam em quase todo ponto. Definimos

171l = (/|f|pdu)’l’.

Definimos L*>(u) como a classe das fun¢oes mensurdaveis f tais que existe algum
M > 0 para o qual p({z : |f(z)| > M}) = 0, mais uma vez com a identificacio de
fungoes que coincidam em quase todo ponto. Definimos também

I flloc = inf {M > 0] p({z : |f(x)] > M}) = 0}.

Resulta do modo como definimos estes espacos que, para 1 < p < oo, qualquer
f € LP(u) estd identificada com uma fungdo mensurdvel que nao toma nunca os
valores £0o. De facto, se ||f]|, < oo para algum 1 < p < oo, entdo o conjunto
dos pontos onde f toma os valores +oo terd que ter medida nula. Assim, dados
l1<p< e fge€ LP(u), faz sentido falar de f + g, considerando, se necessério,
representantes de f e g que nao tomem nunca os valores +oo.

Lema 2.5.1. (Desigualdade de Young) Seja ¢ : [0,00) — [0,00) uma func¢dao
continua estritamente crescente tal que (0) = 0 e lim,_, 1 p(x) = +00, € seja
Y = ¢~ '. Definindo, para x > 0,

@(:v)zfoxw(y)dy e ‘P(w)z/omt/}(y)dy,

temos ab < ®(a) + V(b) para todos a,b >0, e a igualdade vale se e sé se p(a) = b.



34 CAPITULO 2. MEDIDA E INTEGRACAO

Prova. Temos para a > 0

[ et [ v = aptar

ou seja
®(a) + ¥(p(a)) = ap(a).
Daqui resulta
P(a) +W(b) = ap(a) + W (b) — ¥(p(a)).

O resultado sai analisando os casos p(a) < be p(a) > b. 0
Dado p > 1, dizemos que ¢ > 1 é o conjugado de p se tivermos 1/p+1/q =1
(note-se que existe um unico nimero ¢ > 1 nestas condigoes). Se p = 1 o seu
conjugado é, por defini¢ao, ¢ = co.
Corolario 2.5.2. Sejam a,b>0,p>1 e q>1 o conjugado de p. Entao
ab b
ab < — 4 —
p q

e a iqualdade vale se e so se aP = b4.

Prova. Tomando ¢(z) = 2P, temos que ¢ estd nas condigoes da desigualdade de
Young,

p b
O(a) = Toe U(b) = —.
q
Pela Desigualdade de Young temos
P
ab < < + —,
p q
com a igualdade valendo se e s6 se b = ¢(a) = aP~!, ou seja, b9 = a?P~V) =P, O

Teorema 2.5.3. (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(u) e g € L (u), com
1 <p<ooeq o conjugado de p. Entio fg € L'(n) e

[ 175l < 151l

Prova. Vejamos primeiro o caso 1 < p < co. Se ||f]|, =0 ou ||g|l, = 0 o resultado é
imediato. Se tal nao se verificar, temos pelo Corolario 2.5.2

11flP 1 |qgl?
S ol Lloe Lt
171 Tglle = 1A aTolh
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Integrando, vem

1 / 1 1
e | feldp < -+ - =1,
£ 1lpllgllq P oq

o que da o resultado neste caso.
Vejamos agora o caso p = 1 e ¢ = 00 (0 caso p = oo e ¢ = 1 resulta deste).
Temos

[f9l < 1flllgll  atp-
Daqui resulta que fg € L'(u) e

1 Fglle < N f11l1glloos

obtendo assim o resultado. O

No caso em que p = 2 temos também ¢ = 2. Se f,g € L*(u1), entdo

/ ol < [ fll2llgll

Esta é conhecida como a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 2.5.4. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < oo e f,g € LP(u),
entdo f+ g € LP(u) e
1+ glls < [[f1l + llgllp-

Prova. Os casos p = 1 ou p = oo seguem directamente das defini¢oes. Seja p > 1 e
g > 1 o seu conjugado. Comegamos por mostrar que f + g € LP(u). De facto, como

[f 49" < (I +1gD)" < @supf[f], [g]})" < 2°([F1P + 1gI"),

temos f + g € LP(p). Temos também
I£+9l = [ 1f + P
< /|f||f+glp‘1du+/lg| |f +glP~dp

< Nl 1+ 97 Hlg + glls 10+ 97 s

resultando esta tltima desigualdade do Teorema 2.5.3 e de se ter (p — 1)g = p.
Assim, |f +gP~" € L) e

I + g2 = / (f + 9)1* ety = / (f + 9)du = |If + g2
Logo,

1F +gllp < (1Fllp + Ngllp)ILf + gl = (1L£ 1l + gl I f + gllp ™,
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donde se conclui o que pretendemos. O

Resulta em particular da desigualdade de Minkowski que, considerando a adicao
usual e o produto de um escalar por uma fungao, L”(u) é um espago vectorial sobre
o corpo R, para 1 < p < oo.

Introduzimos agora a funcao
dy LP(0) x LP() — Ry

dada por dy(f, g) = |If — gllp-

Corolario 2.5.5. d, € uma métrica em LP(u), para 1 < p < oo.

Prova. Temos claramente d,(f,g) > 0 e d,(f,9) = d,(g, f) para f,g € LP(u). Da
Proposicao 2.3.5 resulta que d,(f,g) = 0 se e s6 se f = g qtp. A desigualdade
triangular resulta da desigualdade de Minkowski.

Nota 2.5.6. Se na definigao dos espagos LF(u), 1 < p < 0o, nao identificarmos duas
func¢oes mensurdveis que coincidam qtp, poderemos ter d,(f,g) = 0 sem que seja

f=y.
Teorema 2.5.7. (Lp(u),dp) ¢ completo, para 1 < p < o0.

Prova. Comegamos por ver o caso 1 < p < co. Seja (f,), uma sucessao de Cauchy
em LP(u). Queremos ver que existe f € LP(u) tal que || f, — f||, converge para zero
quando n — oo. Como a sucessao (f,), é de Cauchy, podemos, para cada i > 1,
escolher n; > 1 tal que ||f, — fill, < 1/2° para n,k > n;. Além disso, a sucessao
(n;); pode ser tomada crescente, donde resulta em particular que para todo i > 1

Hfm+1 - fnz P < 1/2i'

Definindo

k [e'S)
gk:Z|fni+1_fni € g:Z|fni+1 _fni >
i=1 i=1

temos ¢g = limy, g,. Aplicando o Lema de Fatou a sucessao (g% )i obtemos

k p
ol < tim inf g <l inf (Z T~ ) <1
Resulta que g ¢ finita qtp, e portanto

fm + Z(fmﬂ - fm)
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¢ absolutamente convergente qtp. Seja f a soma desta série nos pontos onde ela
converge e definida arbitrariamente nos outros pontos. Como

k—1
fm + Z(fmﬂ - fm) = fnk

resulta que lim; f,, = f qtp. Vejamos que ||f, — f||, converge para zero quando
n — oo. Dado € > 0, existe N € N tal que || f, — full, < € para n,m > N. Pelo
Lema de Fatou, temos para cada m > N

17 = tupdn < timint [ 1f,, = fulrdn < .

Concluimos que f — f,, € LP(u), e portanto f = (f — fin) + fin € LP(). Além disso,
| f — fmll, < € para m > N, o que prova o resultado.
Vejamos agora o caso p = co. Sejam, para m,n € N,

A = {z | fal@) = fu(@)] > 1fa = full} e Ba={a:[ful2)] > [ falloo}-
Entao, se
E = (UpmAnm) U (U1 Br),
temos p(FE) = 0. Para cada x € X \ E a sucessao (f,(x)), é de Cauchy. Seja f

definida como o limite desta sucessdo se x ¢ E. Dado € > 0 existe N € N tal que
tal que ||f, — fimlloo < € para m,n > N. Entao, em X \ F

e portanto, fazendo n — oo obtemos |f — f,,| < e. Deduzimos que |f| < |f.| + €
qtp e portanto f € L>®(u). Como u(E) = 0, concluimos que ||f — fi||eo < € para
m > N. O

2.6 Continuidade absoluta

Sejam (X,.A4) um espaco mensuravel e u, v medidas em (X,.4). Dizemos que v é
absolutamente continua com respeito a pu, e escrevemos v < p, se v(A) = 0
sempre que p(A) = 0. As medidas dizem-se equivalentes se v < pe u < v.

Se (X, A, ) é um espaco de medida e f é uma funcdo nao negativa integravel,

entao
v:A— / fdu
A

define uma medida finita em (X, A) (cf. Exercicio 2.8.12) que é absolutamente
continua com respeito a pu. De facto, se A € A é tal que pu(A) =0, entdao fX4 =0
qtp e portanto v(A) = 0. Veremos que esta é a unica maneira de obter medidas
finitas absolutamente continuas, comecando por provar um lema auxiliar.
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Lema 2.6.1. Sejam v,n medidas finitas num espago mensurdvel (X, A) e E € A tal
que v(E) > n(E). Erxiste B C E, com v(B) > 0, satisfazendo v(AN B) > n(ANB)
para todo A € A.

Prova. Sev(ANE) > p(ANE) paratodo A € A, entdao podemos tomar B = E. Caso
contrério, existem n € Ne C € A com C C E, tais que v(C) + 1/n < n(C). Sejam
ny 0 menor inteiro positivo e Cy C E mensurdavel tais que v(Cy) + 1/n; < n(Ch).
Indutivamente definimos n; o menor inteiro positivo e C, C E mensuravel

Cr C E\UZCr tais que v(Cy) + 1/mg < 1(Cy). (2.10)

Por construcao temos ny < ny < --- e os correspondentes (Cy); dois a dois disjuntos
satisfazendo (2.10) para todo k. Definimos N como sendo oo se o processo descrito
acima nao para, isto €, se existem infinitos nx, ou N igual ao maximo desses indices
k, no caso de o processo parar. Tomemos

B=E\UY),C,.

Vejamos que v(B) > 0, ou seja, I/(Uivlek) < v(FE). Tal verifica-se, pois

N

N N

1
v Cy) = v(C) < n(Cy) — — <n(F) <vE). 2.11
(U =2 1) <3 n(C) =3 o< al) < v(E) (2.11)
Passamos a provar a outra propriedade que pretendemos para B:

Se N < oo, significa que nao existem n € N nem C C E\ UZ].LCZ- tais que
v(C) + 1/n < n(C). Necessariamente terd que ser v(AN B) > n(A N B) para todo
Ae A

Se N = oo, comecamos por observar que, sendo as medidas v e 7 finitas, de
(2.11) resulta que ij:l 1/ny < oo, e portanto, a sucessao 1/ny converge para zero

quando k — oco. Se A € A, entao
(AnB) c (E\ UleC’i) para todo k € N,

e portanto

v(ANB) +

1
>n(ANB) paratodo k € N.
nk—l

Isto prova o resultado também neste caso. O

Teorema 2.6.2. (Radon-Nikodym) Se p, v sdo medidas finitas num espago men-
surdvel (X, A) tais que v < p, entdo existe uma funcao f > 0 finita tal que

v(A) = / fdu  para todo A € A.
A

Além disso, f € unica qtp.
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Prova. Seja
H = {g >0 : g é mensuravel e /gdu < v(A) para todo A € A } .
A

Temos que 0 € H, e se g1,...,9r € H entao sup g; € H. De facto, se definirmos
1<i<k

B, = {x - g1(z) = sup gi(fv)} :

1<i<k

e para cada 2 < j <k

B; = {ﬂf 2 gi(x) = sup gi(x) e gj(x)> sup gi(x)}7
1<i<k 1<i<j—1

temos que By, ..., By sao dois a dois disjuntos e BjU---UB, = X. Se A € A temos

k k
/ sup gid,u:Z/ gdeSZV(AﬂBj):V(A),
A =1 AQBJ‘

1<i<k =

provando assim que sup; ;< g; € H. Usando o Teorema da Convergéncia Monotona,
podemos estender este resultado para sucessoes de funcoes, isto é, se g1, g, - - - € H,
entao sup,, g, € H.

Seja agora a = sup{ [ gdu : g € H} e (g,), uma sucessao de fungdes em H tal que
[ gndp converge para a. Definindo f = sup,, g, temos que f € He [ fdu = «, donde
resulta que a < v(X) e, portanto, f é integravel. Modificando f, se necessario, num
conjunto de medida zero, podemos supor que f ¢ finita. Vamos agora mostrar que
esta f satisfaz o resultado do teorema. Sendo f € H, isto equivale a mostrar que a
medida vy definida por

v(A) =v(A) — /Afdu >0 para AeA

¢ identicamente nula. Suponhamos, por contradicao, que existe £ € A tal que
vo(E) > 0. Entao, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno temos vo(E) > eu(E).
Aplicando o Lema 2.6.1 a v = vy e n = eu, deduzimos que existe B C E com
vo(B) > 0 tal que vy(AN B) > eu(AN B) para todo A € A. Ou seja,

v(ANB) > fdu+ en(AN B)
ANB
para todo A € A. Como f € H temos também

v(A\ B) = fdp.
A\B
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Somando ordenadamente obtemos
v ) 2 [ gauseuanB) = [ faus [ dodu= [ (74 cxain,
A A A A

o que mostra que f + eXg € ‘H. Mas

/(f + eXp)dp = /fd,u + eu(B) = a+ eu(B). (2.12)

Atendendo a que vo(B) > 0 e vy < p vem que u(B) > 0, o que, por (2.12), d4 uma
contradicao com a escolha de f € H.

Para provar a unicidade qtp, observamos que se g é outra fungao satisfazendo a
conclusdo do teorema, entao [,(f — g)du = 0 para todo A € A. Tomando A = {z :
f(z) > g(x)} concluimos que u(A) = 0, e portanto f < g qtp. Analogamente se vé
que f > g qtp, o que mostra a unicidade qtp. O

Corolario 2.6.3. Se pu e v sao medidas o-finitas num espa¢o mensurdvel (X, .A)
tais que v < pu, entdo existe uma funcdo f > 0 finita tal que v(A) = fA fdu para
todo A € A. Além disso, [ € tunica qtp.

Prova. Se p e v sao o-finitas, entao existe uma sucessao Aq, As, - -+ € A de conjuntos
dois a dois disjuntos tais que X = J, A, com v(A4,) < oo e u(A,) < oo para todo

n > 1. Aplicando o Teorema de Radon-Nikodym as restri¢oes de i e v a cada A,
obtemos uma sucessao de fungoes (f,), tal que

V(AN A) :/ Fodp

ANAn

para todo n > 1 e todo A € A. E fécil verificar que a funcao

f= faka,
n=1

satisfaz o que pretendemos. O

Se 1 e v sao medidas o-finitas tais que v < p, a funcao dada pelo Corolério
2.6.3 é chamada a derivada de Radon-Nikodym de v em relacao a p e denotada
dv/dpu.
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2.7 Medidas em espacos métricos

Terminamos este capitulo provando algumas propriedades de medidas definidas so-
bre os borelianos de um espago métrico. Seja X um espago topoldgico e B a o-dlgebra
dos borelianos de X. Dizemos que uma medida p definida em B é uma medida
regular se, dados A € B e ¢ > 0, existem F, fechado de X e U, aberto de X com
F. C A C U, tais que u(U.\ F,) <e.

Teorema 2.7.1. Se (X, B, ) € um espago de medida finito, onde X € um espago
métrico e B é a o-dlgebra de Borel, entao p é regular.

Prova. Seja A a colecgao de todos borelianos A € B tais que para todo € > 0 existem
U, aberto e F, fechado com F, C A C U, e p(U, \ F.) < e. Pretendemos mostrar
que A = B. Comecamos por provar que A é uma o-algebra.

1. Claramente X € A.

2. Vejamos que se A € A, entdo X \ A € A. Dado € > 0, existem U, aberto e F,
fechado com F, C A C U e p(U N\ Fe) < e. Entao (X\U,) C (X\A) C (X\F.),
sendo X \ F, aberto e X \ U, fechado. Como (X \ F,) \ (X \U.) = Uc\ F,,
temos o pretendido.

3. Falta ver que A é fechado para unides numeraveis. Sejam A, As,--- € A e
A =|J,A,. Dado e > 0, para cada n > 1 existem U, aberto e F,, fechado
com F,,, CACUcpepm(Uep\Fepn) <€/3". Sejam U, = J, Ue,, € F. = U, Fen-
U, é aberto, mas Fe nao ¢é necessariamente fechado. Tomamos k£ > 1 tal que
,u(ﬁ6 \ Uilem) < €/3 e definimos F, = Uﬁ:1F€7n. Temos que F, é fechado e
F.Cc AcCU,. Além disso,

WUNF) < p(UN\E) + p(E N\ F)

< D p(Uen \ Fen) + p(Fe\ )

n=1
)

Fggee

n=1

A

Temos assim provado que A é uma o-algebra. Para ver que A coincide com B
basta mostrar que A contém os fechados. Seja F' um conjunto fechado e ¢ > 0.
Definindo para cada n > 1 o conjunto U,, = {z € X : d(x,F) < 1/n} temos que
U, é aberto, Uy D Uy D -+ e F' = (), U,. Escolhendo k tal que u(Uy \ F) < e,
definimos U, = Uy e F, = F. Temos provado que F € A. O
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Corolario 2.7.2. Se € uma medida definida na o-dlgebra de Borel de um espago
métrico, entao temos para cada boreliano A

1. p(A) = sup{u(F) : F fechado e F C A}
2. w(A) = inf{u(U) : U aberto e U D A}

Antes de prosseguirmos, apresentamos um lema de indole topoldgica.

Lema 2.7.3. Seja X um espaco métrico. Se Fy e Fy sao fechados de X tais que
FiNFy, =10, entao existe alguma fun¢ao continua f : X — [0,1] tal que f|F1 =0 e
flFy=1.

Prova. Definindo f: X — R por

d(z, F°
fla) = 1)
d(z, 1) + d(z, F3)
temos que f esta bem definida, é continua e satisfaz o que pretendemos. ad

O seguinte resultado mostra que uma medida definida nos borelianos de um
espago métrico fica completamente determinada sabendo como integra as funcoes
continuas.

Proposicao 2.7.4. Sejam p e v duas medidas finitas definidas nos borelianos do
espago métrico X. Se para toda fungio continua f : X — R tivermos [ fdu =
[ fdv, entio p=v.

Prova. Pelo coroldrio acima, basta mostrar que p(F) = v(F) para todo fechado
F C X. Seja F' um fechado e ¢ > 0. Pela regularidade de u, existe U um aberto
contendo F' tal que u(U \ F') < e. Tomando f a fungao dada pelo Lema 2.7.3 para
os fechados F' e X \ U obtemos

W(F) < [ fav = [ fdp < u0) < n(p) +c.

Isto mostra que v(F') < p(F'). Por simetria mostramos a outra desigualdade. O

2.8 Exercicios

1. Mostrar que a o-algebra de Borel gerada pelos abertos da topologia usual de
R™ coincide com a o-algebra gerada pela semi-algebra descrita no Exemplo
2.2.2.
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. Sejam (X, A, ) um espago de medida e A um elemento de A.

(a) Definindo A | A ={B C A: An B € A}, mostre que A | A é uma
o-algebra de A.

(b) Definindo (u | A)(B) = u(AN B) para B € A | A, mostre que u | A é
uma medida em A.

Seja X um conjunto e # a fun¢ao definida no Exemplo 2.1.3. Mostre que

(a) # é uma medida.
(b) # é finita se e somente se X ¢é finito.

(c) # é o-finita se e somente se X é numeravel.

Sejam X o conjunto dos racionais no intervalo (0,1] e S a classe de subcon-
juntos A de X para o qual existem a,b € X com a < b tais que A ={z € X :
a<x <b}

(a) Mostre que S é uma semi-algebra.

(b) Mostre que a o-édlgebra gerada por S coincide com P(X), o conjunto das
partes de X.

(¢) Seja pp a medida de contagem em P(X) e defina py = 2u;. Mostre que
(1 coincide com gy na algebra gerada por S, mas 1 # fio.

Seja pu uma funcao o-aditiva definida numa algebra A de um conjunto X e
sejam v; e v, medidas definidas na o-algebra B gerada por A que estendem p.

(a) Assuma p finita e defina C como a classe dos elementos B € B que
satisfazem vy (B) = v»(B). Mostre que:
i. X eC.
ii. Se A, BeCeAC B,entao B\ A€C.
iii. Se A, BeCe ANB =10, entao BUA €.
iv. Se By C By C --- sao de elementos de C, entao |J,-, B, € C.
(b) Seja D a menor classe (no sentido da inclusdo) de subconjuntos de X
contendo A que satisfazem 5(a)i, 5(a)ii, 5(a)iii e 5(a)iv.
i. Demonstre a existéncia de uma tal classe D.
ii. Definindo € = {A C X : AN B € D para todo B € D}, mostre que
& satisfaz 5(a)i, 5(a)ii, 5(a)iii e 5(a)iv.
iii. Dado A € A defina F(A) = {B C X : AN B € D}. Mostre que
F(A) satisfaz 5(a)i, 5(a)ii, 5(a)iii e 5(a)iv.
iv. Mostre que £ D A.
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v. Mostre que se A, B € D entao AN B € D.
vi. Mostre que D é uma o-algebra.

(c) Mostre que se p ¢é finita entdo vy = vs.

(d) Mostre que se p é o-finita entao vy = vs.

Seja p a funcao definida na semi-algebra S dos rectangulos de R™ como

n

i=1
para [[_, I € S. Mostre que u é o-finita e o-aditiva.

Mostre que a medida de Lebesgue A em R? coincide com a medida produto
A1 ®A1, onde \; designa a medida de Lesbesgue em R. Generalize este resultado
para R".

Considere, em R, a semi-algebra S descrita no Exemplo 2.2.2, a g-algebra dos
borelianos B e seja A : § — [0, +00] a “func¢ao comprimento”. Dados a,b € R,
defina ¢ : R — R por p(z) = ax + b. Mostre que:

(a) Se A€ S, entdo p(A) € Sepl(A)eS.
(

)

b) Se A € B, entao p(A) € Be ¢ '(A) € B.

(c¢) Para todo A C R tem-se A*(p(A)) = |a|A*(A).
)

(d) A medida de Lebesgue em R é invariante por isometria.
Seja A a medida de Lebesgue em R. Mostre que:

(a) M({x}) =0 para todo z € X.
(b) A(A) = 0 para todo conjunto numerdvel A C X.

Sejam (X, A, ;1) um espago de medida e (4,), uma sucessao de elementos de
A tal que Y07 u(A,) < co. Mostre que quase todo & € X pertence a um
numero finito de A,,’s.

Mostre que (f+¢) "+ f~+g9 =(f+g9) " +fT+g".

Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f > 0 uma funcado integravel. Mostre

que
A / fdu
A

define uma medida em (X, .A).
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Se g > 0 é uma fungao integravel e f é uma funcao mensuravel tal que |f| < g,
entao f é integravel.

Seja u a medida de contagem definida na o-dlgebra A das partes de N. Mostre
que:

(a) Se f >0, entao /fdu = if(n)
n=1

(b) f é integravel se e somente se Z |f(n)] < o0

n=1
(c) Se f é integravel entao /fd,u = Z f(n).
n=1

Seja (X, A, ) um espaco de medida com g finita. Mostre que se existe

lim [ f"du e é finito, entdao o seu valor coincide com p{z € X : f(z) = 1}.

n—o0

Sejam (X, A, ) um espago de medida e f > 0 uma fungao integravel em
A € A. Mostre que

lim | fY"dp = p(A).

Sejam (X, A, ;1) um espago de medida finito e 1 < p < ¢ < 0.

(a) Mostre que L(u) C LP ().

(b) Dé exemplo de um espaco em que se tenha L9(u) estritamente contido
em LP(u) para todos p e g nas condigoes dadas.

(¢) Prove que se p nao é finita entdo L?(u) pode nao estar contido em LP(u).

Sejam 1 < p < 0o e ¢ o seu conjugado. Mostre que se f,, converge para f na
métrica d, e g, converge para g na métrica d,, entao f,g, converge para fg
na métrica d;.

Considere a,b € R com a < b e A a medida Lebesgue em [a,b]. Dado 1 < p <
0o, mostre que:

(a) Se A éum aberto de [a, b], ent@o existe uma sucessao de fungoes continuas
definidas em [a, b] convergindo para X4 na métrica d,.

(b) Se B é um boreliano em de [a, b], existe uma sucessao de fungoes carac-
teristicas de abertos de [a, b] convergindo para Xz na métrica d,.
Sugestao: use a regularidade de A.
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(¢) C([a,b]) é denso em LP(\).

Nas mesmas condigoes do exercicio anterior, mostre que C([a,b]) ndo é denso
em L®(A).

Seja f uma funcao mensuravel tomando valores em C. Mostre que:

(a) f é integravel se e s6 se | f| é integravel.
(b) Se f ¢ integravel, entdo | [ fdu| = [|f|du se e s6 se existe algum a € C
com |a| =1 tal que f = alf]| qtp.

Sejam (X, .A) um espago mensurdvel e e v duas medidas sobre A. Mostre
que sao equivalentes:

(a) v é absolutamente continua com respeito a .

(b) Dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se A € A e pu(A) <9, entdao v(A) < e.



Capitulo 3

Espacos normados

Neste capitulo estudaremos propriedades topoldgicas de certos espagos vectoriais.
Consideraremos esses espacos com a estrutura usual de espaco vectorial sobre o corpo
dos ntimeros reais ou complexos. Estaremos também interessados nas propriedades
topoldgicas de transformacoes lineares entre tais espagos.

3.1 Espacos de Banach

Seja E um espaco vectorial sobre o corpo K = R ou C. Uma norma em F é uma
fungao || || : B — Ry tal que

1. ||Az|| = |Al]|z|| para todos x € E, A € K;
2. [lz+yll < llzll + lly|l para todos z,y € E;
3. ||z|| = 0 implica = = 0.

A um espago vectorial munido de uma norma chamamos espago normado. Um
espago de Banach é um espaco normado que é completo com a métrica d dada
por d(l'7y) = “17 - y” para r,y < E.

Exemplo 3.1.1. A fun¢io que a cada x € K associa |x| € Ry define uma norma
em K. Com esta norma, K é um espaco de Banach.

Exemplo 3.1.2. Dado um espago topoldgico compacto X, consideremos C(X) o
espaco vectorial das fungoes continuas definidas em X e tomando valores em K. A
funcao
f € C(X) > sup | £(2)
zeX
define uma norma em C(X) cuja métrica associada coincide com a da convergéncia
uniforme. Temos entdao que C(X) com esta norma é um espago de Banach.

47
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Exemplo 3.1.3. Dos resultados obtidos na Sec¢ao 2.5 deduzimos facilmente || ||, €
uma norma em LP(p), para 1 < p < 0o, e LP(u) com esta norma é um espago de
Banach.

Exemplo 3.1.4. Dado 1 < p < o0, consideremos sobre K™

nY
[(zi)izallp = ZI Y

[(z:)ialloo = sup |zl
1<i<n
| |l, define uma norma em K" para todo 1 < p < oo, e K" com qualquer uma
dessas mormas € um espaco de Banach. De facto, considerando sobre o conjunto
I ={1,...,n} a medida de contagem # (cf. Ezemplo 2.1.3), qualquer fun¢ao de I
em K é mensurdvel e, para cada 1 < p < 0o, temos que || ||, definida acima coincide
com a norma || ||, em LP(F#).

Exemplo 3.1.5. Nos exemplos abaizo consideramos a = (ay)ner wma sucessao to-
mando valores em K, comI=N oull=7 . Para 1 < p < oo, definimos os espagos
de sucessoes

e0 = {a:ladpy= (> la?)” < o0}

nel

>(I) {a: |ale =supla,| < o }.

nel
Temos (P(I) C () para 1 < p < oo e ((P(I),| |,) wum espago de Banach para todo
1 < p < oo. Naverdade, (P(I) coincide com LP(#), onde # € a medida de contagem
em I, e| |, € precisamente a norma associada a essa medida (cf. Ezercicio 4).

3.2 Aplicacoes lineares limitadas

Sejam F, F' espacos normados e T : £ — F uma aplicacao linear. Dizemos que T
¢ uma aplicacao linear limitada, se existir alguma constante C' > 0 tal que

|T(x)|| < Clz|| paratodo =z € E.

Notar que as normas em cada um dos lados da desigualdade acima nao sao neces-
sariamente iguais, mesmo que E coincida com F'. Contudo, sempre que nao haja
perigo de confusao usaremos a mesma notagao para ambas as normas.

No caso em que E = F' diremos que 1" é um operador linear, e no caso em que
F =K (com a estrutura natural de espago vectorial sobre K) diremos que T' é um
funcional linear.

Uma aplicagao T' : ' — F entre espacos normados diz-se uma isometria, se 1" é
um isomorfismo linear que preserva normas, i.e. ||T(z)|| = ||z|| para todo = € E.
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Teorema 3.2.1. SejaT : E — F uma aplicagao linear entre dois espagos normados.
Sao equivalentes:

1. T € limitada.
2. T € continua em 0.
3. T € continua.

Prova. E imediato verificar que 1 e 3 implicam 2. Vejamos que 1 e 3 resultam de 2.
Sendo T continua em 0, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se ||z|| < J entdo
|T(z)]] <e. Sex #0, temos pela linearidade de T

(gt )| < 5t (31)

Como (3.1) também é valida para = = 0, temos provado que 2 implica 1.
Sejam xg € E e € > 0 arbitrarios. Sendo T' continua em 0, existe § > 0 tal que
||| < d implica | T(z)]] < e. Temos entao que ||z — zo|| < ¢ implica

7)) = 221

[T (x) = T(xo)|| = [Tz — x0)[| <e,
o que da a continuidade de T" em z e portanto 2 também implica 3. a

Dados espagos normados E e F', definimos L(E, F') o espago vectorial das apli-

cagoes lineares limitadas de £ em F. No caso em que E = F' denotaremos o espaco
L(E, E) simplesmente por L(F). Dada T € L(FE, F'), definimos

7)) = sup 1 (32)
P el

Notar que existe este supremo, pois 1" é limitada. Usando a linearidade da aplicagao
¢ facil verificar que valem as igualdades

T T(x
o ITON _ i@ = sup 1T
z#0 ]| |lz]| <1 |lz||=1 ]|

(3.3)

para toda T' € L(FE, F'), obtendo assim algumas maneiras alternativas de definir |||
(cf. Exercicio 3.5.8).

Proposicao 3.2.2. Sejam E e F espacos normados. A func¢ao
TeL(E,F)—|T]

define uma norma em L(E, F).
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Prova. Temos obviamente ||T']] > 0 e ||T']] = 0 se e somente se T' for a aplica¢ao
nula. Provemos entao a desigualdade triangular, isto é, se T,U € L(E,F) entao
[T+ Ul < ||+ [[U]|. Ora,

T(x)+ Uz T(x U(x
174 ] — o @ U@ W@ U@
2#0 ] a0zl azo 2]
o que da a desigualdade pretendida. O

Lema 3.2.3. Se T': E — F € uma aplicacao linear entre espacos normados, entao
IT|| =inf{ C >0 : ||T'(z)|| < C||x|| para todo x € E }.
Prova. Tomando C' > 0 tal que ||T'(x)|| < C||x| para todo z € E, temos

T
W < C paratodo z € E\ {0},
T
donde se conclui que || T|| < C. Resta ver que | T(z)|| < ||T|| - ||z|| para todo = € E.
Supondo, por redugao ao absurdo, que existe zg € E tal que ||[T(zo)| > [|T]| |zoll,
obtemos

|17 (o)
|‘ > |71,
ol
o que d4 uma contradi¢ao com a defini¢ao de ||T|. 0

Teorema 3.2.4. Se F' é um espago de Banach, entdo L(E, F') € também um espago
de Banach.

Prova. Atendendo a Proposicao 3.2.2, basta mostrar que L(F,F') com a métrica
dada pela norma em (3.2) é um espago completo. Seja (7)), uma sucessdo de
Cauchy em L(E, F). Dados x € E e n,m > 1 temos, pelo lema anterior,

HTn("E) - Tm(x>|| < HTn - Tm” : HxH

Logo, fixado x € F, a sucessao (T,,(x)), é de Cauchy em F. Como F' é um espago de
Banach, existe algum y € F' tal que (7),(x)),, converge para y. Definindo T'(x) =y,
da unicidade da convergeéncia resulta que T : E — F' é linear. Precisamos de ver
que T ¢ limitada e T,, — T'. Da desigualdade triangular obtemos

Tl = Tl < 1T = Tl

Logo, (||Tn]])n ¢ uma sucessao de Cauchy em R, e portanto existe C' > 0 tal que
IIT.]| < C para todo n. Assim, como || || é continua,

IT()]) = lim | To(@)]) < T [T - 2] < Cllz]
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donde concluimos que T' é limitada. Como

(T = To) (@)l = lim |[(T = T,)(2) || < limsup [T, = Tl [|]],

m—00

temos

1T — T, || = sup (T = T,) (=)

< lim || T, — T,
et0 |l m—oo

que pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando n suficientemente grande. 0O
Corolario 3.2.5. L(E,K) € um espaco de Banach, qualquer que seja o espago

normado E.

Prova. Basta notar que K munido da norma do médulo é um espago completo. 0O

3.3 Funcionais lineares

Vamos nesta seccao estudar espacos de funcionais lineares sobre certos espacos nor-
mados. Estaremos particularmente interessados nos espagos C'(X) e LP (1) dos exem-
plos 3.1.2 e 3.1.3.

Dizemos que um funcional linear A definido em LP(u) ou C(X) é nao negativo
se A(f) > 0 sempre que f > 0 qtp.

Proposicao 3.3.1. Se A é um funcional linear continuo em LP(u), entdo podemos
escrever A = AT —A~ onde At e A~ sdo funcionais lineares continuos nao negativos.

Prova. Seja Lt = {f € L(u) : f > 0}. Definimos para f € Lt
A*(f) = sup{A(h) - h € I(w) e 0 < h < f}. (3.4
Como [A(h)| < [[AI[1A]l, < 1Nl [].f[lp, o supremo em (3.4) existe e
A < I [If]l, para todo f € L*. (35)

Temos At (cf) = cAT(f) para ¢ > 0 e AT(f) > A(0) = 0 para f € LT. Sejam
f,g € LT. Temos

A (f+g)=sup{Ah) : 0<h<f+g}

Observamos que se h € LT é tal que 0 < h < f + ¢, entao existem hy, hy € LT tais
que
0<h <f, 0<hy<g e h=h+hs.
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De facto, tomando hy = min{h, f} e hy = h — hy temos hy < f. Além disso, se
hy(x) = h(z) entao he(z) =0 < g(x) e se hy(z) = f(x) entdo hy(x) = h(z) — f(z) <
g(x). Resulta disto que

A (f+g) = sup{A(R):0<h< f+g}
sup{A(h1) + A(hg) : 0 < hy < f, 0 < hy < g}
AT(f) + AT (g).

Para f € LP(u), considerando f* = max{f,0} e f~ = max{—f,0}, temos f =
fT — f~. Definimos

AT =AT(fT) = AT(f7) e A(f) = AT(f) = AL

AT e A~ assim definidos sao lineares (cf. Exercicio 3.5.11) e A = AT — A~. De
(3.5) e da continuidade de A resulta também que AT e A~ sdo funcionais continuos.
Falta ver que AT e A~ sdo nao negativos. Consideremos f > 0. Temos entao
ft=1f, f~ =0eportanto AT(f) = A*(f") > 0. Além disso, resulta de (3.4) que
AT(f) > A(f), e portanto A= (f) = AT(f)—A(f) > 0. Logo, AT e A~ s@o funcionais

lineares nao negativos. O

O Teorema 2.5.3 mostra que se fixarmos f € L(u) com 1 < ¢ < oo e tomarmos
1 <p<ootal que 1/p+1/q=1, a aplicagao

ArgH/gfdu

define um funcional linear continuo em LP(x) com ||A|| < [|f]|;- Assim, é natural
colocar a questao de tentar saber se, além destes, existem outros funcionais linea-
res continuos em LP(u). A resposta é de um modo geral afirmativa, com a unica
excepcao do caso p = o0.

Teorema 3.3.2. Sejam (X, A, u) um espaco de medida com p finita e 1 < p < oo.
Dado um funcional linear continuo A em LP(u), existe uma unica f € L), onde
q € o conjugado de p, tal que

Alg) Z/gfdu
para toda g € LP(p). Além disso, ||A|| = || fll4-

Prova. Comegamos por mostrar que se uma tal f existe, entao é tnica. Se f; e
fo s@o elementos distintos de L%(u), entao existe algum mensurdavel A C X com
WAy >0e f1|A> fo| Aou f1 | A< fo | A. Em qualquer dos casos temos, para
Xa € LP(p),

[ Xasidn# [ Xagadn
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o que mostra unicidade.

Vamos agora provar a existéncia. Se A é um funcional em LP(u), temos pela
Proposigao 3.3.1 que existem AT e A~ funcionais ndo negativos em LP(u) tais que
A = At — A~. E suficiente mostrar que existem fi € L% u) e fo € Lu) tais que
para g € LP(u) se tem

A*(g) = / gfedp e A (9) = / gf-dp.

Provemos a existéncia de f (a existéncia de f_ prova-se de modo andlogo). Defini-

mos para cada A € A

v (A) = A*(X)
(Notar que u(A) < oo implica X4 € LP(u)). Como AT é um funcional nao
negativo, segue imediatamente que v, é nao negativa e v, () = 0. Vejamos que

v, € o-aditiva. Seja A = Un21An com os A, disjuntos dois a dois. Fazendo B,, =
A U---UA, temos

120 =3 Xy llp = 1% — Xo, = (u(A\ B.)'" =0 quando n — oc.
k=1

(aqui usamos p < c0). Resulta da continuidade de AT que
vi(A) = AT(Xs) = nll_?olo Z AT (Xy,) = Z vy (Ak)
k=1 k=1

e portanto v, é uma medida finita em (X, .4). Podemos assim aplicar o Teorema de
Radon-Nikodym e concluir que existe uma fungao mensuravel nao negativa f, tal
que, para todo A € A,

N @) =) = [ fedu= [ Xafide

Ou seja, AT pode ser representado por um funcional do tipo pretendido no subcon-
junto das funcoes caracteristicas. Da linearidade de AT segue facilmente que se g é
uma funcao simples, entao

At (g) = / gfdp.

Seja agora g € LP(u) com g > 0. Pelo Teorema 2.3.8 existe uma sucessao crescente
de fungoes simples (g, ), convergindo para g. Aplicando o Teorema da Convergéncia
Dominada a |g, — ¢|” deduzimos que (g,), converge para g na norma || ||, (notar
que |g, — gP < 2P|g|P € L'(u)). Da continuidade de A™ obtemos

AT(g) = lim A¥(g,) = lim / gnfrdp = / 9f+dp,

n—oo
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resultando esta tltima igualdade do Teorema da Convergéncia Monétona. No caso
de nao ser g > 0, aplicamos este mesmo raciocinio a parte positiva e a parte negativa
de g e usamos a linearidade de AT, obtendo assim f como se pretende.

Falta ver que f € L%(u) e ||Al| = ||f|l;- Como vimos anteriormente, resulta do
Teorema 2.5.3 que ||A|| < ||f|l,- Separaremos os casos p = 1 e 1 < p < oo para
provar a outra desigualdade.

Seja p > 1. Tomemos uma sucessao de fungoes simples nao negativas (f,),
convergindo monotonamente para |f|. Temos

[ tan < 11— [ sinal(r)f 1

A(sinal(f)£21) < A - || sinal(f) £2 ],
= AN [ g ma =l [ g
— AL Ul = AL - £l

Daqui resulta

1£allg < AT [1£allE~

e portanto
[ fallg < 1Al

Temos entao pelo Teorema da Convergéncia Mondtona que
1f1lg < [[A]]

Seja agora p = 1 (e portanto ¢ = o00). Queremos provar que |f|l < [JA].
Suponhamos, por redugao ao absurdo, que existe algum A € A com p(A) > 0 e
|f] | A>[|A]|. Entao

Asinal()2) = [ 1flde> IAI4(A) = 1A] - | simal( )Xl

o que da uma contradi¢ao com a definicao da norma de A. O

Corolario 3.3.3. Vale 0o mesmo resultado do teorema anterior se (X, A, u) for um
espaco de medida o-finito.

Prova. Se (X, A, ) é o-finito entdo existe uma sucessao de conjuntos mensuraveis
Ay, Ay, ... tais que X =, A4, e p(A,) < oo para todo n. Modificando os A4, se
necessério, podemos supor que A; C Ay C ---. Podemos aplicar o teorema anterior
a cada um dos espacos (A,, A | A,, 1t | A,) obtendo fungoes f,, € Li(u | A,) tais
que para todo g € LP(u)

A(gXa,) = /QXAnfndH-
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Se m < n temos, pela unicidade de f,, que f,, = f, | An. Podemos entao definir f
em X pela férmula

flx)= fulz) se z€A,. (3.6)

A fungao f satisfaz o que pretendemos (cf. Exercicio 11). O

Examinaremos a seguir a relagao entre funcionais lineares nao negativos no
espaco das funcoes continuas de um espaco métrico compacto e o conjunto das
probabilidades nos borelianos desse espaco métrico. Seja X um espago métrico e
uma medida de probabilidade nos borelianos de X. A aplicacao

Aif e [ pu

define um funcional linear ndo negativo em C(X) tal que A(1) = 1. Como vimos na
Proposicao 2.7.4, medidas distintas dao necessariamente origem a funcionais distin-
tos. Veremos que se o espaco X for compacto, entao esta é essencialmente a tnica
maneira de obter funcionais lineares nao negativos em C(X). Comegamos com um
lema simples sobre espagos métricos.

Lema 3.3.4. Sejam Uy, ..., U, abertos de um espago métrico compacto X. Se
K C X é um compacto tal que K C Uy U ---UU,, entao existem funcoes continuas
hiy... hy o X —[0,1] tais que h; < Xy, para 1 <i<n ehy(x)+---h,(x) =1 para
todo x € K.

Prova. Consideremos para cada x € K uma bola B, centrada em z tal que a sua
aderéncia B, estd contida em algum U;. Como K é compacto, existem pontos
xi,...,T tails que K C By, U---UDB,, . Parai=1,...,n seja H; igual a uniao dos
Exj que estao contidos em U;. Pelo Lema 2.7.3 existem funcgoes g; continuas tais
que X, < g; < Ay,. Definindo

hy = g1
hy = (1—g1)g

hn = (1 - gl)(l - 92) e (1 - gnfl)gn
temos h; é continua e h; < Ay, para ¢ = 1,...,n. Indutivamente se verifica que
hitchy=1=(1=g)(1—g2) (1 - gn)

Como K C HyU---U H,, temos para cada x € K algum i para o qual g;(x) = 1.
Logo hy(z) 4+ -+ h,(z) =1 para z € K.
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Teorema 3.3.5. (Representacgao de Riesz) Seja X um espago métrico compacto.
Se A € um funcional linear nao negativo em C(X) tal que A(1) = 1, entdo existe
uma unica probabilidade p nos borelianos de X tal que

A(f) = /fdp, para toda f € C(X).

Prova. A unicidade de p resulta da Proposicao 2.7.4. Para provar a existéncia,
definimos, para um aberto U de X,

u(U) = sup{A(f) : 0 < f < Ay} (3.7)

E facil verificar que se Uy e U sao abertos de X tais que Uy C Us, entao u(U;) <
w1(Us). Logo, definindo para A C X

p(A) = inf{u(U) : AC U, U aberto } (3.8)

esta formula coincide com a anterior para os abertos e generaliza-a a todos subcon-
juntos de X. Seja A a classe dos borelianos A C X tais que

p(A) =sup{u(K): K C A, K compacto }. (3.9)
Provemos algumas propriedades da classe A e da fungao pu:

(a) Se A C B, entio u(A) < u(B).
Segue imediatamente da definicao de pu.

(b) Se U é um aberto de X, entio U € A.

Seja ¢ um numero real tal que ¢ < p(U). Entao, por (3.7), existe 0 < f. < Ay
tal que ¢ < A(f.). Seja K. o suporte de f.. Se V é um aberto tal que
K. C V,entao 0 < f. < Xy e, por (3.7), vem A(f.) < u(V). Temos entdo
A(fe) < p(K,.). Logo, obtemos um compacto K. C U tal que ¢ < u(K.).
Como ¢ é qualquer nimero menor que p(U), temos provado que U € A.

(c) Se K C X é compacto, entio K € A e
u(K) = mf{A(f) X < f <1},

De (a) resulta claramente que K € A.

Sejam f € C'(X) com Xx < f <1e0< ¢ < 1. Definindo U. = {x: f(z) > ¢}
temos que K C U, e cg < f para toda g € C(X) tal que 0 < g < Xp,. Logo,

WK) < p(Ue) =sup{A(g) : 0 < g < Xy} < cA(S).
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Fazendo ¢ — 1 temos u(K) < A(f).

Seja € > 0 arbitrario. Existe U D K tal que u(U) < pu(K) + €. Aplicando o
Lema 2.7.3 aos fechados K e M \ U obtemos f € C'(X) tal que Xx < f < Ap.
Assim,

A(F) < p(U) < p(K) + .

Como € > 0 é arbitrario, temos o resultado.

Se Ay, Ag, ... sao subconjuntos de X, entao

Un 1A ZN

Comecamos por provar que se U; e Uy sao abertos de X, entao
p(Ur U Us) < p(Us) + p(Us). (3.10)

Seja g € C(X) tal que 0 < g < Xy,up,- Pelo Lema 3.3.4, existem fungoes
continuas hy, hy tais que 0 < h; < Ay, para i = 1,2, e hy(x) + he(x) = 1 para
todo  no suporte de g. Temos 0 < h;g < Xy, parai = 1,2 e g = (hy + ha)g.
Logo,

A(g) = A(hig + hag) = A(hig) + A(hag) < p(Ur) + pu(Us).

Como isto ocorre para toda g € C(X) tal que 0 < g < Xy, uy, obtemos (3.10).

Sejam agora Aj, Ay, ... subconjuntos arbitrarios de X. Dado € > 0, existe
para cada ¢ > 1 um aberto U; D A; tal que

w(U;) < u(Ay) +¢€/2°

Sejam U = ;2 ,U; e f € C(X) tais que 0 < f < Xpy. Como o suporte de f
é compacto, existem Uy, ..., U, tais que 0 < f < Xy, u..uu, - Aplicando (3.10)
varias vezes obtemos

Af) S p(U U= U0 < p(Uh) + - pu(Un) < 3 plU) < ) (A

Como isto vale para toda f € C(X) tal que 0 < f < Xy e [JA?®, C U, segue

que
[e.e]

p(UZ A) < p(U) < (A

i=1

Sendo € > 0 arbitrario, temos o que pretendiamos.
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(e) Se Ay, As, ... sdo elementos de A dois a dois disjuntos, entio |J,- A, € A e

(U, 4,) Z# (3.11)

Comecamos por provar que se Ki, Ky sao compactos disjuntos de X, entao
p(K1 U Ka) = p(Kq) + p(Ks). (3.12)

Dado € > 0 arbitrario, seja f € C'(X) dada pelo Lema 2.7.3 tal que f | K; =1
e f| Ky = 0. Da propriedade (c) resulta que existe g € C(X) tal que

Xk, <g<1 e Alg) < u(K1UK>) +e.

Notando que
‘XKlgfggl € XKZS(l—f)gél,

como A é linear vem

(K1) + p(I) < A(fg) + Mg — fg) = Alg) < p(I1 U K») +e.

Sendo € > 0 arbitrario, (3.12) segue agora da propriedade (d).

Sejam € > 0 arbitrdrio e A = |J;° | A;. Para cada ¢ > 1 existe algum compacto
K; C A; tal que
p(EG) > p(A;) — /2"

Fazendo K, = K, U---U K, e usando (3.12) repetidas vezes, obtemos

1(A) Zu ) > Zu (3.13)

Como isto vale para todo n e € > 0 é arbitrario, obtemos (3.11) atendendo a
propriedade (d).

Falta ver que A € A. Se vale (3.11), entao

n
A) <D A
i=1
para algum n > 1, o que, conjuntamente com (3.13) d4

u(A) < p(Ky) + 2e.

Logo A € A.
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(f)

Se Ae A ee>0, entao existem K compacto e U aberto tais que K C A C U
e u(U\K) <e.

Resulta das defini¢oes que dado A € A existem K C A compacto e U D A
aberto tais que

u(U) = 5 < plA) < p(K) + 5.

Como U \ K é aberto, temos que U \ K € A. Da propriedade (e) deduzimos
p(K) + U\ K) = pu(U) < p(K) + ¢,
e portanto p(U \ K) < e.

Se A,Be€ A, entio A\ Be A, AUBe Ae ANB € A.

Vejamos que se A, B € A, entao A\ B € A. Dado € > 0, existem K, Kj
compactos e Uy, Uy abertos com K1 C AC Uy, Ko C BCUse u(U;\ K;) <e
para ¢ = 1,2. Como

A\BC U\ Ky C (U1 \ K;)U (K7 \ Up) U (Us \ Ka),
pela propriedade (d) obtemos
w(A\ B) < e+ p(Ki\ Uz) + e

Como K \ Uy é compacto, resulta que A\ B € A.

Como AUB = (A\ B) U B, resulta da propriedade (e) que AU B € A. Como
ANB=A\(A\ B) temos também AN B € A.

Veremos agora que A é uma o-dlgebra, p é uma medida em A e que u representa
A, ie. A(f) = [ fdu para toda f € C(X). Daqui deduzimos o resultado que pre-
tendemos, pois, como A contém os abertos de X, A tera forgosamente que coincidir
com a o-algebra dos borelianos.

A é uma o-algebra:

1.

X € A pois X é compacto e se K é um compacto tal que K C X, entao
u(K) < p(X).

Uma vez que X € A, resulta da propriedade (g) quese A € A, entdao X\ A € A.
Seja A =J A, onde A, € A para todo n. Definimos B; = A; e paran > 2
B,=A,\(BiU---B,_1).

Temos que (B,), é uma sucessao de elementos de A dois a dois disjuntos e
A=J",B,. Logo A € A.
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i € uma medida de probabilidade: Da definicao de p resulta facilmente que
> 0e u(@) =0. A propriedade (e) da a o-aditividade de u. De (3.7) deduzimos
que u(X)=1.

u representa A:  Seja f € C(X) tal que 0 < f < 1. Mostraremos primeiro que
A(f) > [ fdu. Dado um inteiro positivo n, definimos para 0 < i <n

K;={x: f(z) >i/n}.

Temos X = Ky D Ky D --- D K, e definimos K,,;; = (). Parai = 1,...,n seja
©; uma funcdo continua em [0, 1] que vale 0 em [0, (i — 1)/n], vale 1 em [i/n,1] e é
afim em [(i — 1)/n,i/n]. Seja f; = ;0 f parai = 1,...,n. Para t € [0,1] temos
(1/n)(@1(t) 4+ -+ + @n(t)) = t. Logo (1/n)(fi + -+ + fu) = f, e portanto A(f) =
(1/n)>"7"  A(f;). Temos também f; > X, e, pela propriedade (c), A(f;) > p(K;).
Assim,

A = A

> %;MK
i i1
— ; (E -— ) ()
= Z%M(Ki\f{zurl)
= Zizlﬂ(Ki\KiH) - %M(Kl)
> Z/K\Km fdp — —u(K1)

= fdu — %U(Kl)

Ky

1
= fdu /KO\K1 fdp — —p(Ky)
> /fdﬂ— —p(X

Fazendo n — oo, obtemos
Anz/}w.
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Se f € C(X) é uma funcao nao negativa, entao existe alguma constante ¢ > 0
tal que 0 < c¢f < 1. Assim,

M) = Al = - [ efdu= [ fdn

Se f é uma fungao arbitraria em C'(X), entao existe alguma constante ¢ tal que
f+c >0, e portanto

Af) = A(f +¢) — A1) > / (f +)du— = / fdu.

Temos assim que A ) > [ fdu para toda f € C(X). Entao também A(—f)

>
— [ fdp, ouseja A(f) < [ fdu. Logo A(f) = [ fdu para toda f € C(X). 0

3.4 Espacos duais

Se E é um espaco normado, definimos E*, o dual de F, como o espaco dos funcionais
lineares continuos em F; isto é, E* = L(F,K). Como vimos no Corolario 3.2.5, E*
¢ sempre um espac¢o de Banach, mesmo que E seja apenas um espaco normado.

Exemplo 3.4.1. Resulta do Coroldrio 3.3.3 que se (X, A, ) é um espago de me-
dida o-finito, entdo para 1 < p < 0o e ¢ o conjugado de p temos um isomorfismo
1sométrico

o L) — (LP()"

definindo para cada f € L ()

o(f): LP(n) — R
g +— [ fgdu

Temos assim que a menos de isomorfismo isométrico (Lp(,u))* = L%u). Em geral
nao € verdade que (L*°(p))* = L*(p).

Seja E um espaco normado e E* o seu dual. Sendo E* um espaco normado,
podemos considerar também o seu dual (E*)*, que representamos simplesmente por
E**, e dizemos que E** é o bidual de F.

Resulta do que vimos no Exemplo 3.4.1 que, para 1 < p < 0o, o bidual de L”(u)
coincide com LP(u). Contudo, nem sempre é verdade que o bidual de um espago
normado E coincida com E, como facilmente se depreende dos Exercicios 12 e 13b:
¢H(T) é o dual de c°(I) e £>°(T) é o bidual de ¢°(I). Dizemos que um espago normado
FE é reflexivo se for E** = E.
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Seja E' um espago normado. Definimos a topologia fraca® em E* como sendo
a topologia fraca associada a familia de aplicagoes
fo: B — K
A = Ax)
com x € E. Ou seja, a topologia fraca® em E* é a topologia mais fraca que torna
continuas as funcgoes f, para todo x € E. Como sistema fundamental de vizinhangas

de um elemento \g € E* na topologia fraca® podemos considerar os conjuntos do
tipo

V(Ao @1, .. Tny€) = { X € E* 1 |A(z;) — Xo(w;)| <€ para i=1,...,n},
com x1,...,%, € E ee> 0 arbitrarios. Resulta da definicao da topologia fraca™ que

uma sucessao (A,), de funcionais em E* converge para A € E* na topologia fraca”
se e somente se \,(x) converge para A(x) para todo x € E (cf. Exercicio 15).

Teorema 3.4.2. (Banach-Alaoglu) D* = {\ € E* : ||\|| < 1} ¢ compacto na
topologia fraca®.

Prova. Sejam D = {z € E : ||z|| <1} e P o conjunto das fungoes f : D — A, sendo
A o disco unitario em K. Podemos considerar
P= HAJU onde A, =A
rzeD

para todo z € D. Considerando em P a topologia produto, temos pelo Teorema
de Tychonoff que P é compacto. Se A € D* temos A(D) C A e portanto, podemos
considerar a inclusao
L: D" — P.

1 é claramente injectiva, e é continua se considerarmos em D* a topologia fraca®, pois
esta é precisamente a topologia induzida da topologia produto em P. Se provarmos
que ¢(D*) é fechado em P, temos provado o resultado. Se f € P\ «(D*), entdo
necessariamente verifica-se alguma das seguintes condigoes:

1. existem x1,29 € D com x1 + x5 € D tais que f(x1) + f(z2) # f(x1 + x2);
2. existem z € D e a € K com az € D tais que f(ax) # af(x).
Vejamos o caso em que se verifica 1 (o caso 2 trata-se de modo anélogo). Seja
e = [f(z1+x2) — fz1) — fla2)| > 0
e V a vizinhanca de f em P definida como
V={geP:lglxr)— f(x)] <e/3, para z=mx1,29,21+ T2}

Se g € V, entdo g(z1 + x2) # g(x1) + g(x2) e portanto g € P\ «(D*). Concluimos
que P\ ¢(D*) é aberto e portanto +(D*) é compacto. 0
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Proposigao 3.4.3. Se E € separdvel, entao D* com a topologia fraca™ é um espaco
metrizdvel.

Prova. Seja {y,}, um subconjunto denso em D. Definimos para A, u € D*

[e.e]

A0 k) = 3 2 A = sl

i=1

Tendo em consideracao a Proposicao 1.2.4 é facil ver que d define uma métrica em
D*. Vejamos que a que a topologia associada a métrica d coincide com a topologia
fraca®™ em E*.

Seja V(Ao; 21, . . ., &y, €) uma vizinhanga de A\g na topologia fraca®. Pretendemos
mostrar que que existe alguma bola Bs(Ag) na métrica d, centrada em \g e de raio
d >0, tal que Bs(A\g) C V(Ao; 21, ..., Zm,€). Como {y,}, é denso, existe para cada
Jj=1,...,m algum n; tal que |y,, — z;| < €/3. Se § é suficientemente pequeno,

€ Bs(A) = |1(yn;) — AMyn,)| < €/3

para j = 1,...,m. Temos assim que se y € Bs(\), entao
[A(@;) = Ao(@;)] < [Mx5) = Ay, ) + [AMYn,) = Ao(Yn,)| + [Ao(Yn;) — Ao(zs)] <€

resultando esta iltima desigualdade do facto de se ter [|[Ag]| < 1 e ||A]| < 1. Logo
Bs(Xo) CV(Ao; &1, Ty €).

Seja agora Bs(\o) uma bola centrada em Ay e de raio 6 > 0 na métrica d.
Tomemos N suficientemente grande de modo a que

£ Lot
2n—1 2’
n=N+1

e consideremos V' (\g;y1,...,yn,d/2) a vizinhanga de Ay na topologia fraca®. Se
A€ V(Ao Y1,---,Yn,0) entao

Al > 1

d(A, Ao) < Z 5”\(%) — Ao(yi)| + Z o1 < 0.

n=1 n=N+1

Logo V(Ao;y1, - -, Yn,0/2) C Bs(Ao). O

Corolario 3.4.4. Se E ¢ separdvel, entao toda sucessao em D* tem alguma subsu-
cessao convergente na topologia fraca™.
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3.5 Exercicios

1.

10.

Seja EY um espago normado. Mostre que

s: ExFE — K e p: KxE — FE
(z,y) — z+y (Az) — Az

sao fungoes continuas.

Mostre que num espaco normado todas as bolas abertas sao homeomorfas e
todas as bolas fechadas sao homeomorfas.

Uma sucessao (z,), num espaco normado diz-se somdvel se ) ", z; converge
(quando n — oo) e diz-se absolutamente somavel se > 2 [|2;]| < oo. Mostre
que um espacgo normado é completo se e s6 se toda sucessao absolutamente
somavel for somavel.

Dado 1 < p < 0, seja ¢P(II) o espago introduzido no Exemplo 3.1.5. Mostre que
¢?(I) coincide com LP(#), onde # ¢é a medida de contagem em I, e |a|, = ||al|,
para todo a € ¢?(I), sendo || ||, a norma em LP(#).

Prove que se p # ¢, entdo as normas || ||, e || ||; ndo sdo equivalentes em
C((0,1]).
Considere o espago ¢o(II), das sucessoes (an)ner em K tais que lim,| 0 an = 0,

e o espaco f(I), das sucessoes (a,)ner em K tais que a,, = 0 excepto para um
nimero finito de indices n € I.

(
(

a) Mostre que f(I) C P(I) C co(I) C £>°(I) para 1 < p < 0.

b) Prove que ¢o(I) é um espago de Banach com a norma | |u.

(c) Prove que f(I) é denso em cy(I) e ¢P(I) para todo 1 < p < 0.
)

(d) Conclua que co(I) e ¢P(I) sdo separaveis.
Mostre que ¢>°(I) nao é separavel.
Demonstre as igualdades em (3.3).

Sejam F e F' espacos normados. Prove que uma aplicacao linear 7' : ' — F
é limitada se e somente se T-'{y € F: ||y|| < 1} tem interior nao vazio.

Sejam (X, ) um espago de medida, g € L®(u) e 1 < p < oo. Defina o
operador linear My: LP(u) — LP(p) por My(f) = gf. Mostre que:

(a) M, estda bem definido e ¢é limitado.
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(b) Mgy = M, o My, para g,h € L>(u).
(©) 1Myl = [lglloo-

Sejam (X, A, ) um espaco de medida com o-finito e (A,), e (f,), como na
prova do Corolario 3.3.3. Mostre que a funcao f definida em (3.6) pertence a

L) e A(g) = [ fgdp para toda g € LP(u).

Dado ¢ = (¢,)nen € £°°(1), seja para cada a = (ay,)nen € ¢1(T)

Ac(a) = i Cr .-
n=1

Mostre que:

(a) A:cr— A, define uma aplicagao linear A : £>(I) — (¢1(I))*.
(b) A é continua com [|A]| < 1.

(c) A é injectiva.
(d) A é sobrejectiva.
)

(e) Os espagos £>°(I) e (/1(I))* sao isometricamente isomorfos.

Usando um esquema de prova analogo ao do exercicio anterior, mostre que sao
isometricamente isomorfos:

(a) (¢P(I))* e ¢9(I), onde p > 1 e ¢ é o conjugado de p.
(b) (co(I))* e £1(I).

Seja X um espago compacto e A: C(X) — K um funcional positivo. Mostre
que A é continuo e ||A|| = A(1).

Uma sucessao (A,), de funcionais em E* converge para A € E* na topologia
fraca® se e somente se \,(x) converge para A(x) para todo z € E.
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Capitulo 4

Espacos com produto interno

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades de espacos normados cuja norma
provém de um produto interno. Veremos que em certas circunstancias (separabili-
dade) esses espacos tém representacoes bastante simples. Um exemplo interessante
que sera objecto do nosso estudo neste capitulo é o espacgo das funcoes definidas em
[0, 1] de quadrado (Lebesgue) integravel.

4.1 Espacos de Hilbert

Seja H um espago vectorial sobre o corpo C. Um produto interno em H é uma
fungao (-,-) definida em H x H e tomando valores em C, satisfazendo as seguintes
condigoes para todos x,y,z € He A € C:

1. (z,2) > 0e (z,2) =0seesésea =0
2. (z+y,2) =(x,2) +(y,2)

3. (Az,y) = Mz, y)

4. (z,y) = (y,x)

Um espago vectorial munido de um produto interno diz-se um espago prehilber-
tiano. Resulta das condigoes acima que num espaco prehilbertiano também

(T, y+2) = (,9)+ (,2) e (z,\y)=\z,y)
para todos x,y,z € H e A € C.

Proposicao 4.1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espago
prehilbertiano. Se x,y € H, entao

(2, y) > < (z, 2)(y, ).

67
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Prova. Dados z,y € H e A € R temos

Como isto vale para todo A € R terd que ser

(Re(w,9))” < (2,2)(y, ).

Se (x,y) > 0, temos provado o resultado. Caso contrério, existe a € C com |a| =1
tal que a(z,y) > 0. Substituindo = por ax no argumento acima obtemos

(Re(az,)” < (az,ax)(y,y) = adi{z, 2)(y,y) = (z,2){y, ).
Como
[(z,9)| = lalz, y)| = alz, y) = Relaz, y),
concluimos que |(z, y)|* < (z, ) (y, y). O

1/2

Proposicao 4.1.2. A fun¢io x € H — ||z|| = (z, )"/ define uma norma em H.

Prova. Exceptuando desigualdade triangular, as outras propriedades sao de veri-
ficagdo imediata. Vejamos que ||z +y[| < ||z[| + |ly|| para z,y € H. Temos

lz+yl* = (z+yz+y)
= lzl* + (@, 9) + (v, 2) + llyl®
= lzl* + 2Re(z, y) + Iyl

< ll=l* + 20wl + llyll?

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
2
2 +ylI? < llzll* + 2l [yl + lylI* = (=l + llyll)"
ficando assim provado o que pretendiamos. O

Se o espaco prehilbertiano H com a métrica dada por esta norma é completo,
dizemos que H é um espago de Hilbert. Ou seja, um espaco de Hilbert é um
espago de Banach cuja norma provém de um produto interno.

Exemplo 4.1.3. Em C" podemos considerar o produto interno
((zi)izr, (Wi)iz1) = Z TiY;-
i=1

Este produto interno induz sobre C™ a norma usual. Temos assim que C* com este
produto interno € um espaco de Hilbert.
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Exemplo 4.1.4. Dado um espaco de medida (X, A, 1), consideremos em L*(u) o
produto interno

(r.9) = [ s

Notar que este produto estd bem definido, uma vez que se g € L*(u) também g €
L?(u) e portanto, pela desigualdade de Holder, fg € L'(u). Este produto interno dd
origem a norma || ||2 em L*(u), e portanto L*(u) é um espago de Hilbert.

Exemplo 4.1.5. Como caso particular do exemplo anterior (cf. Ezemplo 3.1.5)
temos o espago (*(I) do conjunto das sucessoes a = (a,)ner tomando valores em C.
Dadas a = (ap)ner € b= (bp)ner em £3(1),

define um produto interno cuja norma associada coincide com a norma do Exemplo
3.1.5. Assim, (*(I) com este produto interno é um espaco de Hilbert.

Exemplo 4.1.6. Consideremos em [0, 1] a medida de Lebesgue X e C([0,1]) o espago
das fungoes continuas de [0,1] em C. C([0,1]) é um espago prehilbertiano com o
produto interno dado por

(t9) = [ raar

para f,g € C([0,1]). No entanto, C([0,1]) com este produto interno ndo é um espago
de Hilbert. C([0,1]) € um subespago denso de L*(\) (cf. Ezercicio §2.19).

4.2 Ortogonalidade

Um vector x num espaco prehilbertiano H diz-se ortogonal a y € H, e em tal caso
escreve-se L y, se (z,y) = 0. Um subconjunto S C H diz-se ortonormal se
(x,x)y =1 e (x,y) = 0 para todos =,y € H com = # y.

Teorema 4.2.1. (Pitagoras) Se {z;}I'; € um conjunto ortonormal num espago
prehilbertiano H, entdo para todo x € H

=1 1

1=

Prova. Escrevemos
n

r = Z(x, )T + X — Z(m,x»xz

i =1
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Facilmente se pode verificar que os vectores

n n

Z(w,xl)xl e x—Z(az,xQxi

i=1 i=1
sao ortogonais. Logo

n n

(o) = > @]+ [le =D (@ wi)ai ]

i=1 i=1

— Z [z, z:)|* + H:c — Z(w,xl)xl‘ 2
i—1 1

1=

Y

ficando assim provado o resultado. O

Corolario 4.2.2. Se {z;}!_, ¢ um conjunto ortonormal num espago prehilbertiano
H, entao para todo x € H

n
Izl =) [, @) .
=1

Dado um subconjunto S de um espacgo prehilbertiano H, definimos o ortogonal
de S como

St={xcH:(x,y)=0VyecS}

Lema 4.2.3. Sejam H um espaco de Hilbert e F' um subespaco vectorial fechado de
H. Dado x € H, existe um unico elemento z € F' tal que

|z = z[| = minyep[lz —yl|

Prova. Sejam d = inf ep |z — y|| e (yn), uma sucessdo de elementos em F' com
|z — yn|| convergindo para d. Temos
Y — ynH2 = [[(ym — ) + (x — yn)||2

Usando a regra do paralelogramo obtemos

lym —wall®> = 2lyn — 2* 4+ 2llym — 2)* = | = 22 + Ym + vall®
1 2
= W%—$W+2Mm—ﬂf—ﬂh—§@m+%m

< 2llyn — 2l + 2||ym — x| — 4d°.

Como esta tltima expressao converge para 2d? + 2d?> — 4d> = 0 quando m,n — oo,
temos que (y,), ¢ uma sucessao de Cauchy. Sendo F' fechado, (y,), converge para
algum z € F'. Pela escolha da sucessao (y,), € claro que ||z — z|| = d.
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Se 2’ é outro elemento de F' tal que ||[z—Z’|| = d entdo pela regra do paralelogramo
20w — 2l* + 2llw — 2" = [l = £'II* + |22 — 2 — &/|*.

Temos assim

1
202+ 2d% = ||z — |2 + 4|z — e+ )7

Como 1(z+2') € F, temos ||z — 1(2 + 2')|| > d, e portanto ||z — || = 0. 0

Como facilmente se pode observar na prova do lema anterior, nao é necessario
exigir que F' seja um subespaco vectorial de um espago de Hilbert. De facto, basta
que F' seja um subconjunto convexo completo de um espago prehilbertiano.

Teorema 4.2.4. Sejam H um espaco de Hilbert e F' um subespaco fechado de H.
Todo = € H pode ser escrito de maneira inica como x = z+w com z € F ew € F+.

Prova. Seja x € H. Pelo lema anterior existe z € F a distancia minima de .
Tomando w = = — z, temos claramente © = z 4+ w. Fazendo d = ||x — z|| temos para
todoy € FFetodo A € R

& < o — (2 + M)II* = w = Ay||* = d* — 2ARe(w, y) + X[y

Assim,
—2ARe(w,y) + X|y[* >0 VIeER.

Daqui resulta Re{w, y) = 0. Usando Ai em vez de A de modo andlogo se mostra que
Im(w, y) =0, o que da (w,y) = 0. Ou seja, w € F+.

Se 2/ € Few € F* sao tais que x = 2/ +w', entdo z — 2/ = w’ — w. Como
z—Z€eFew—w € F' terdqueser z =2 ew = w'. O

Sejam H um espaco de Hilbert e F' um subespaco fechado de H. O teorema
anterior permite-nos definir a projecgao ortogonal de H em F',

P: H — F

i _— Z

onde z é o tinico elemento de F tal que z = z+w com w € F*. Esta é uma aplicacdo
linear continua com || P|| = 1 sempre que F' # {0} (cf. Exercicio 8).

Dado um espaco de Hilbert H e y € H, as propriedades do produto interno
mostram que a aplicagao

(wy): H — C

r — (z,y)

define um funcional linear em H. Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz
temos [(z,y)| < ||z|| ||y]| e portanto (-,y) € H*, isto é, (-,y) é um funcional linear
continuo. O proximo resultado mostra que estes sao os tnicos funcionais lineares
continuos em H.



72 CAPITULO 4. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Teorema 4.2.5. (Lema de Riesz) Seja H um espago de Hilbert e A € H*. Euiste
um dnico y € H tal que AN(x) = (z,y) para todo x € H. Além disso, |A| = ||y]|-

Prova. Seja K o nicleo de A, i.e. o conjunto dos x € H tais que A(x) = 0.
Pela continuidade de A temos que K é um subespaco fechado. Se K = H temos
A(x) = (z,0) para todo x € H e temos o resultado. Se K # H, entao pelo Teorema,
4.2.4 existe algum w € K=+ \ {0}. Mostraremos que y = A(w)||w|?w tem as
propriedades requeridas. Se x € K entao

A(z) =0 = (z,y).
Se x = aw para algum a € C entao
A(@) = Aaw) = aA(w) = {aw, A()|w] 2w} = (,y).

Como os funcionais A e (-, y) coincidem em K e w, devem coincidir no espago gerado
por K e w. Temos para todo x € H

x:GHA@>)+M@ A)

M) TR ™ T AW

Assim, A(z) = (z,y) para todo € H. Falta ver que ||A]| = ||y||. Temos

w e K.

1A= sup [A(@)] = sup [(z,y) < sup [lyl| |zl =yl

[E(AS [l=f|<1 l[=I<1

Por outro lado,

y y
Al = sup [A@)] > [A(-Z)] = (L ) = |Iyl,
Al Hxhlgll ()| > | (Ilyll)‘ <||y|| y) = lyll

donde se conclui que tera de ser ||A]| = ||y||- 0

Nota 4.2.6. Para o espacgo de Hilbert L?(p) (cf. Exemplo 4.1.4) o teorema anterior
é um caso particular do resultado obtido no Teorema 3.3.2. De facto, dado A €
(LQ(;L))*, pelo Lema de Riesz existe algum g € L*(u1) tal que

A(f):/fgd,u para todo  f € L*(u).

Obtemos assim de novo o resultado do Teorema 3.3.2 para p = 2, uma vez que
g€ L*(n)seesbseqge L) .

Nota 4.2.7. Uma vez que o Teorema 4.2.5 da uma identificacao entre um espaco
de Hilbert H e o seu dual H*, temos assim maneira de introduzir a topologia fraca*
em H (cf. Secgao 3.4). Resulta do modo como ¢ feita a identificacdo de H com o
seu dual que uma sucessao (x,), em H converge fracamente (na topologia fraca*)
para x € H se e somente se (z,,y) — (z,y) para todo y € H (cf. Exercicio 3.15).
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4.3 Bases ortonormais

Dado um espaco de Hilbert H, dizemos que um subconjunto S de H é uma base
ortonormal de H se S é um conjunto ortonormal maximal para a inclusao; isto é,
S nao esta estritamente contido em nenhum outro conjunto ortonormal de H.

Teorema 4.3.1. Todo espaco de Hilbert tem alguma base ortonormal.

Prova. Consideremos O a coleccao de todos conjuntos ortonormais do espago de
Hilbert H, ordenado pela relacao de inclusao. Assim, O é parcialmente ordenado e
nao vazio, uma vez que qualquer conjunto formado apenas por um vector unitario
é um conjunto ortonormal. Se {S,}aca é uma familia totalmente ordenada de
elementos de O, entao J, ., S ¢ um conjunto ortonormal que é um majorante para
{Sa}aca. Pelo Lema de Zorn concluimos que O tem algum elemento maximal. O

Lema 4.3.2. Se {e,}acr € um conjunto ortonormal, entao para cada x € H, existe
no mdzximo uma infinidade numerdvel de indices o € I tais que (z,eq) # 0.

Prova. Para cada n € N definimos

2
S, — {ea s ea) 2 > =] }

n

Pelo Corolério 4.2.2, cada S,, tem no maximo n — 1 elementos. Como o conjunto
dos e, para os quais (z,e,) # 0 é igual a unidao dos S, temos provado o resultado.
g

Teorema 4.3.3. Seja H um espaco de Hilbert e {ey}aecr uma base ortonormal.
Entao para cada x € H,

x:Z(Q:,ea)ea e ||x||2:Z‘<1’7€a>|2>

a€cl acl

sendo o valor destas somas independente da ordem das parcelas.

Prova. Sabemos pelo Lema 4.3.2 que (x,e,) # 0 para no maximo uma infinidade
numeravel de valores de @ € I, os quais ordenamos arbitrariamente por ay, ao,. ...
Como Y7, |{z, eq,)|* é limitada, pelo Coroldrio 4.2.2 e mondtona, entao converge
para algum ndmero real quando n — oo. Tomando x, = > (,€q4,)€q,, temos

paran >m

n

lzn =zl = | Y (@eadea = Y o ea) (4.1)

1=m+1 1=m+1
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Concluimos que (z,), é uma sucessao de Cauchy e portanto converge para algum
x' € H. Temos para cada j > 1

n

(x — 1’ eq,) = lim (x — Z(x,eai>eai,eaj> = (7,eq;) — (T,€q;) =0

n—oo -
=1

e se a # a; para todo j > 1, também temos

n

(x — 2 eq) = lim (x — Z(x, €a;)€a;s €a) =0

n—o00 -
=1

Temos assim que x — x’ e e, s@o ortogonais para todo a € I. Como {e,}acr é um
conjunto ortonormal maximal devera ser z — 2’ = 0, ou seja

n

r = lim Z(x,eai)eai
n—oo

i=1
o que da a primeira igualdade. Finalmente,

n n

lz)* = nh—>nc}o<z<x’ €a;)Cais Z@? €a;)€as)
i=1 i=1
n

= lim Z@a Cai) (T, €a;) (€ays o)

i=1
n
= lim Z [(, €a,)

o que da a igualdade da norma. O

2

Teorema 4.3.4. Sejam H um espago de Hilbert e {ey}acs um conjunto ortonormal
de elementos de H. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. {ea}acr € uma base ortonormal de H.
2. As combinagoes lineares finitas de elementos de {€q}acr SGo densas em H.
3. Sex € H € tal que (x,e,) = 0 para todo o € I, entdo x = 0.

Prova. Se {e,}acr ¢ uma base ortonormal de H, entao do Teorema 4.3.3 resulta que
qualquer elemento de H pode ser aproximado por uma combinacao linear finita de
elementos de {e,}aer, € portanto temos a segunda condigao.

Suponhamos agora que vale a segunda condi¢ao. Seja F' o conjunto das com-
binagoes lineares finitas de elementos de {e,}acr. Se € H ¢ tal que (z,e,) = 0
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para todo a € I, entao também (x,y) = 0 para todo y € F. Da densidade de F
e da continuidade do produto interno, resulta que (z,y) = 0 para todo y € H, e
portanto z = 0.

Se vale a terceira condigao, entao é claro que {e, }aer ¢ um conjunto ortonormal
maximal e, por definicdo, uma base de H. O

Descrevemos a seguir o processo de ortogonalizagcao de Gram-Schmidt, que
permite a partir de um conjunto de vectores linearmente independentes construir
um conjunto de vectores ortonormais que geram o mesmo espaco. Sejam xi, Ta, . ..
vectores linearmente independentes num espaco prehilbertiano. Definimos

Y1 =T 21 =yi/|lvl
Yo = To — (Zl, 952>21 R = y2/H?J2H
Yn = Tpn — Z;1l<zk7$n>zk Zn = yn/HynH

O conjunto de vectores {z, }, é um conjunto ortonormal com a propriedade adicional
de para cada n € N os vectores zy, ..., 2, gerarem o mMesmo espaco que os vectores
x1,...,%,. Em particular, o conjunto das combinagoes lineares finitas de vectores
de {z,}, coincide com o conjunto das combinagoes lineares finitas de vectores de

Teorema 4.3.5. Um espaco de Hilbert tem uma base ortonormal numerdvel se e
somente se esse espaco € separdvel.

Prova. Seja {z,}, um subconjunto numeravel denso no espago de Hilbert H. Po-
demos a partir dos x,,’s formar uma subcoleccao de vectores linearmente indepen-
dentes cujo conjunto das combinagoes lineares finitas coincide com o conjunto das
combinagoes lineares finitas de todos z,,’s. Aplicando o processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt a este conjunto de vectores linearmente independentes obtemos
um conjunto ortonormal que, pelo Teorema 4.3.4, constitui uma base ortonormal de
H.

Reciprocamente, se {e,}, é uma base ortonormal numeravel de H, o conjunto
das combinagoes lineares finitas de vectores de {e,}, com coordenadas em Q + iQ
é denso em H. Como este conjunto é numeravel, H é separavel. a

Teorema 4.3.6. Sejam H um espaco de Hilbert separavel e N o cardinal de uma
base ortonormal de H.

1. Se N < 0o, entdo H ¢ isometricamente isomorfo a CV.
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2. Se N = oo, entio H € isometricamente isomorfo a (*(N).

Prova. Seja {e,}Y_, uma base ortonormal de H. Se N = oo, consideremos a
aplicagao linear
U: H — (N)
r — ((z,e,))n

Pelo Teorema 4.3.3, U estd bem definida, ¢ injectiva e preserva as normas. Falta ver a
sobrejectividade de U. Dado (ay,,), € ¢*(N) definimos x,, = Y i, a;¢;. Analogamente
ao que fizemos em (4.1) podemos provar que (x,), é uma sucessao de Cauchy. Se
x € H é o limite da sucessao (z,),, entao para cada m € N

n

(x,em,) = (lim Zaiei,em> = Q.
n—oo 4

=1
Ou seja, U(x) = (ap)n. Se N < 0o, de modo andlogo se prova que a aplicac¢ao

U: H — CV
v — ((z,e1),..., (v, en))

¢ um isomorfismo linear que preserva as normas. ad

4.4 Séries de Fourier

Vamos agora concentrar-nos no espago de Hilbert L?()\) associado & medida de
Lebesgue A no intervalo [0, 1]. E frequente escrever L2[0,1] em vez de L2()\) e assim
faremos de agora em diante. Uma primeira questao que colocamos é a de tentar
descrever uma base ortonormal de L?[0,1]. Consideremos a colecgao de fungoes
{fatnez em L?[0,1] definidas para cada n € Z por

fn(x) — 627rina:‘
Um calculo simples mostra que para m,n € Z se tem

1 sem=n

0 sem#n’

s fo) = [ FuFudr = {

e portanto { f, }nez é um conjunto ortonormal. Dados f € L?[0,1] e n € Z, definimos

) = (f. f) = / FT.dn

Estes nimeros sao chamados os coeficientes de Fourier de f € L?[0,1].
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Lema 4.4.1. Qualquer f € C([0,1]) tal que f(0) = f(1) pode ser aprozimada, na
norma || ||eo, por uma combinagao linear finita de fungoes da familia {f,}nez.

Prova. Tomemos € > 0 arbitrario. Consideremos para cada n € N a fungao nao
negativa K, definida para cada z € [0, 1] por

Kn(x) = Cp (1 a Cgszﬂ—m)na

onde cada ¢, é tal que fol K, dx = 1. Definimos

Atendendo a que

1 . ,
cos2m(x —y) = 5(ezm(ac—y) + 6—27rl(:(;—y))

temos facilmente que ¢,, é uma combinagao linear finita de fungoes da familia { f,, } nez.
Temos para cada z € [0, 1]

F(2) — tulz) = / (F(2) — F(9) Kol — y)dy. (4.2)

Como f(0) = f(1), podemos estender f continuamente a toda a recta, fazendo
f(zx 4+ 1) = f(x) para todo € R. Analogamente, podemos estender K,, continua e
periodicamente a toda a recta. Em particular, o integral em (4.2) pode ser calculado
em qualquer intervalo de comprimento um; escolhemos o intervalo [z —1/2, x+1/2].
Como f é uniformemente continua, podemos escolher § > 0 (independente de x e
menor do que 1/2) tal que

|f(z) — f(y)| < e sempre que |z —y| <4

Seja M = max{|f|}. Tendo em atencao que K, é uma funcao par nao negativa
obtemos

z+6 z+1/2
|f(z) —tu(z)] < € ) Kn(x—y)dy+4]\/[/ K,(x —y)dy
= z+6
1/2 1/2
< € K, (u)du + 4M/ K, (u)du
~1/2 5
1
< €+4M- max K,(u) (4.3)

§<u<1/2

Temos

1 26\ "
max Ko (u) = ¢, (u) ,
6<u<1/2 2
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Por outro lado

1/2 n
L 20n/ <1—|—cos27ru) du
0 2

12 71 o2ru\"
> 20n/ <M> sen 2mudu
0

2
B 2c,
- a(n+1)
e portanto
m(n+1)
Cn < —

Obtemos assim de (4.3)

|f(z) —ta(z)| < e+ Mnm(n+1) (H+Mm5) )

Como € > 0 é arbitrario e

1 4 cos 276

o (1

> — 0 quando n — oo

temos provado o resultado. O

Teorema 4.4.2. A familia { f,}nez € wma base ortonormal de L?[0,1].

Prova. Pelo Teorema 4.3.4 basta mostrar que que o conjunto das combinacoes li-
neares finitas de elementos de {f,}nez é denso em L?[0,1]. Tomemos f € L?[0,1].
Como (0, 1] é denso em L?[0,1] (cf. Exercicio 2.19), temos que f pode ser aproxi-
mada por uma funcao continua. Esta, por sua vez, pode ainda ser aproximada, na
norma de L?[0,1], por uma funcao continua g satisfazendo g(0) = g(1). Pelo Lema
4.4.1, e atendendo a que ||f — gll2 < ||f — 9glloo, concluimos que que o conjunto das
combinagoes lineares finitas de elementos de {f,}nez ¢ denso em L?[0, 1]. 0

Corolario 4.4.3. A transformacio U : L2[0,1] — (2(Z) dada por U(f) = (f(n)), €
um somorfismo isométrico.

Prova. Consequéncia dos Teoremas 4.3.6 e 4.4.2. O

A

Corolério 4.4.4. Se f € L*0,1], entdo Y ,_ . f(k)fx converge para f na norma
de L*0,1].
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Prova. Consequéencia dos Teoremas 4.3.3 e 4.4.2. O

~

A série >°° _ f(n)f, é chamada a série de Fourier de f. Temos assim pelo

corolario anterior que a série de Fourier de f representa a funcao f no sentido da
convergéncia em L?[0, 1].

Nota 4.4.5. Os resultados anteriores nada provam quanto a convergéncia pontual
da série de Fourier para a fun¢do f. Definindo P[0, 1] como o espago das fungoes
continuas de periodo 1, passamos a enunciar alguns dos resultados mais relevantes
neste assunto:

1. Existe alguma fungao em PJ0, 1] cuja série de Fourier diverge numa infinidade
nao numeravel de pontos (ver Rudin).

2. Existe alguma fungao em L'[0,1] cuja série de Fourier diverge em todo ponto
(Kolmogorov).

3. Se f € L?[0,1] entao a série de Fourier de f converge pontualmente para f em
quase todo ponto (Carleson).

4. Se f € P[0,1] é de classe C'', entao a sua série de Fourier converge uniforme-
mente para f (ver Reed & Simon).

4.5 Operadores lineares continuos

Nesta seccao vamos obter alguns resultados para operadores limitados em espagos
de Hilbert. Sejam H um espago de Hilbert e 7' € L(H). Definimos o operador
adjunto de T' como o tnico operador T* € L(H) tal que

(T'(z),y) = (z,T*(y)) paratodos z,y € H. (4.4)

Precisamos de ver que um tal 7* € L(H) existe e é tnico. De facto, fixado y € H,
temos que (7'(-),y) define um funcional em H* e portanto, pelo Lema de Riesz,
existe um (nico) vector em H, que denotamos por T*(y), satisfazendo (4.4). Da
unicidade dada pelo Lema de Riesz resulta ainda que 7™ é linear. A proposi¢ao
seguinte mostra em particular que 7% é também um operador limitado.

Proposicao 4.5.1. ||T*|| = ||T]|.
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Prova. Temos

[T = sup [ T"(y)|
lyll=1

= sup sup [(z,7"(y))]
lyll=1 llal|=1

= sup sup [{T(z),y)]
lyll=1[|=[=1

Para a segunda e quarta igualdades ver o Exercicio 10. O

T € L(H) diz-se um operador auto-adjunto se 7' = T". O resultado abaixo
d& uma caracterizagao dos operadores auto-adjuntos de um espaco de Hilbert.

Proposicao 4.5.2. Seja T' um operador de um espaco de Hilbert H. Sdo equiva-
lentes:

1. T € auto-adjunto;
2. (T(x),x) € R para todo x € H.
Prova. Se T'=T*, temos para todo x € H
(T(x), x) = (T"(x),2) = (&, T(x)) = (T'(x), ).

Logo, tera que ser (T'(x),z) € R. Reciprocamente, assumindo que (T'(z),z) € R
para todo x € H, definimos B(x) = (T'(z),z) para x € H. Temos para z,y € H

Bz +y) = B(z) + By) + (T'(y), z) + (T(x),y)

B(x +iy) = B(x) + B(y) + i{T'(y),z) — i(T'(z),y).
Como B s6 toma valores reais, terdo que existir o, 8 € R tais que
(T(y),z) +(T(x),y) = e (T(y),z)—(T(x),y) =1P.
Deduzimos assim que
2(T(y),z) =a+if e 2T(x),y) = o —if,

e portanto,

(T'(y), z) = (T'(2),y).
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Isto finalmente da
(2, T"(y)) = (T(x),y) = (T(y), x) = (x, T(y))
para todos x,y € H, mostrando que T = T™. O
Dado T, um operador num espago de Hilbert H, consideremos o ntucleo de T,
Ker(T) ={x € H:T(z) =0}
e a imagem de T
Im(T)={ye H : T(zr) =y para algum x € H}.

E imediato verificar que Ker(T') e Im(T) sdo subespacos vectoriais de H, sendo
Ker(T') um subespaco fechado (Im(7") nem sempre é fechado).

Proposigao 4.5.3. Se T é um operador num espago de Hilbert, entao Im(T)+ =
Ker(T™).

Prova. Observando que

reKer(T") & (y,7"(x))=0 Vye H
& (I'(y),r)=0 VyeH
& zcIm(T)*t
temos provado o resultado. O

Provamos a seguir um resultado do qual obteremos uma aplicagao interessante
no Capitulo 5. Recordamos que uma isometria U num espaco de Hilbert é uma
transformacao que preserva normas. Tendo em conta a identidade de polarizagao,
isto é o mesmo que dizer que (U(x),U(y)) = (x,y) para todos x,y € H.

Teorema 4.5.4. (von Neumann) Seja U uma isometria num espaco de Hilbert
H. Se P € a projec¢do ortogonal em {x € H : U(z) =z}, entdo

n—1
1 )
lim — E U’ =P
nl—>nolo n =0 (QZ) (I)’

para todo v € H.

Prova. Definindo F' = {x € H : U(z) = x}, temos F' = Ker(U — I). Sex € Ft e
y € F', entao
(U(x),y) = (U(x),U(y)) = (z,y) =0,
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ou seja, U(F*) C F*. Assim, se z € H se escreve como x = z +w com z € F e
w € F*, temos para j > 0

Ul(z) = U7 (2) + U7 (w) = 2 + U7 (w) = P(x) + U’ (w).

Logo, o teorema reduz-se a provar que

n—1
1 .
lim — Hw) = . :
Jim Z U'(w)=0 paratodo wé€F (4.5)
7=0
Definindo, para n > 1, o operador S, : F+ — F* como
1 n—1
Sn(w) = = U’ (w),
n“
7=0
temos para todo n > 1 (cf. Exercicio 17)
1 1
US:S,=—=8U"— =S4 S5"S,. (4.6)
n n

Atendendo a que U é uma isometria, facilmente se conclui que ||U™||, ||S,]| € ||.S]| tém
norma igual a 1 para todo n > 1. Logo, (S;Sn(w))n ¢ uma sucessao limitada para
w € F*, e portanto, tem alguma subsucessao (S;"L], Snj(w))j convergindo fracamente
para algum wy € F*. De (4.6) e do facto dos operadores S,,, S* e U, terem normas
uniformemente limitadas obtém-se que U(wy) = wp, ou seja, wy € F. Como wy €
F, entdo terd que ser wy = 0, e portanto, (S,’;Sn(w))n converge fracamente para 0
para todo w € F'+. Temos assim que

1Sn(w)[I* = (Sp(w), Su(w)) = (S Su(w), w) — 0
para todo w € F*. Ou seja, temos provado (4.5). O
Dizemos que um operador U € L(H) é unitario se U preserva normas e é in-
vertivel. Ou seja, os operadores unitérios U € L(H) sdo precisamente os isomorfis-

mos isométricos, isto é, os isomorfismos lineares U : H — H tais que (U(x),U(y)) =
(x,y) para todos =,y € H.

Proposicao 4.5.5. Se U ¢é um operador unitirio num espaco de Hilbert, entdo
U*=U"".
Prova. Dados x,y € H, temos

(z,y) = {U(2),U(y)) = (z,U"U(y)),
e portanto,
Temos entao U*U(y) = y para todo y € H, ou seja, U*U = I. Como uma trans-
formacao invertivel tem um tinico inverso esquerdo, concluimos que U = U*. O
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4.6 Exercicios

1. Mostre que num espaco prehilbertiano o produto interno (A\z,y) depende con-
tinuamente do escalar A € C e dos vectores x e y.

2. Sejam x e y vectores num espaco prehilbertiano.

(a) Demonstre a regra do paralelogramo (porqué este nome?)
Iz +yll* + llz — ylI* = 2[l=]* + 2/ly*.

(b) Demonstre a identidade de polarizacao

(@,y) = 2 (lle +ylI” +ille +ayll* — llo —yl* — illz — iyl*) .

Ry

(¢) Mostre que uma norma provém de um produto interno se e sé se satisfaz
a regra do paralelogramo.

3. Mostre que LP(u) é um espago de Hilbert se e somente se p = 2.

4. Mostre que C([0,1]) com a norma associada ao produto interno do Exemplo
4.1.6 nao é um espago completo.

5. Seja H um espaco prehilbertiano. Mostre que:
(a) Se S é um subconjunto de H, entao S+ é um subespaco fechado de H.
(b) Se F é um subespaco de H, entao F N F+ = {0}.
6. Seja H um espago de Hilbert e U: H — H um operador unitario.
(a) Mostre que ker(U + I) C ker(U — I)*.
(b) Mostre que se U? = I, entao ker(U + I) D ker(U — I)*.
(c) Sejam H = L*[-1,1] e K ={f € H: f(z) = f(—x)}. Determine K.

7. Mostre que se H é um espaco de Hilbert, e F' é um subespaco de H, entao
F*+ coincide com a aderéncia de F.

8. Sejam H um espaco de Hilbert, F' um subespacgo fechado de H e P: H — F
a projeccao ortogonal em F'. Prove que

(a) PoP = P.
(b) P é linear.

(c) P é continua.
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10.

11.

12.

13.

14.
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(d) |P[f<Te|Pll=1seF#0.

Seja H um espago de Hilbert separdvel e {e,}, uma base de H. Seja {y,}n
uma sucessao de elementos de H. Prove que sao equivalentes:

(a) (z,y,) — 0 para todo x € H.
(b) {(em,yn) — 0 para todo m > 1 e (||yn||)n é limitada.

Sejam H um espacgo de Hilbert e x € H. Mostre que

]l = sup [(z,y)|.
lyll=1

Sejam A a medida de Lebesgue em [0, 1] e (f,), uma sucessao de fungdes em
L?[0,1] (com a estrutura de espaco real) tal que sup,, || full2 < co. Mostre que:

(a) Se f, — f nanorma de L? entdo f, — f fracamente (cf. Nota 4.2.7).
(b) Se f, — f fracamente, entdo || f||2 < lminf || f,||2.
)
)

(c

(d) Se f, — f fracamente e || f,,||2 — [|f]|2, entdao f, — f na norma de L.

fn — f fracamente se e s6 se f[o o fudA — f[o . JdA para todo x € [0, 1].

Considere L?[0,1] com a estrutura usual de espaco de Hilbert.

(a) Determine os coeficientes de Fourier de f € L?[0,1] dada por f(z) =
r—1/2.

(b) Calcule > 7, 1/n?.
Considere L?[0,1] com a estrutura usual de espaco de Hilbert.

(a) Determine os coeficientes de Fourier de f € L?[0,1] dada por f(z) =
27z — )2

(b) Calcule Y7 1/n?.

n=1

Considere ¢? = (?(N) com a estrutura usual de espago de Hilbert e defina o
operador linear 7" em ¢% por

T(l’l,mg,...) = (l’g,l’g...).
(a) Mostre que o operador adjunto T* de T' é dado por
T*<l’1, Lo, .. ) = (0,.%‘1, Lo, ... )

(b) Calcule as normas de T e T™.
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(c) Mostre que T"(x) — 0, quando n — +oo, para todo x € £2.

(d) Diga se (T™),, converge para o operador identicamente nulo na norma de
L2, 02).

Sejam S e T operadores num espaco de Hilbert. Mostre que
(a) (ST)* =T*S*.
(b) T =T.

Mostre que se T' € L(H) ¢ tal que (T'(z),z) > 0 para todo = € H, entdo
T = 0. (Sugestao: Mostre que T' e 71" sao ambos auto-adjuntos).

Demonstre a igualdade (4.6).
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CAPITULO 4. ESPACOS COM PRODUTO INTERNO



Capitulo 5

Transformacoes que preservam
medida

Neste capitulo faremos uma introdugao a teoria ergédica, isto é, o estudo de sistemas
dinamicos sob uma perspectiva probabilistica. Neste contexto, assume papel de
primordial importancia a existéncia de medidas invariantes por uma transformacao
(sistema dinamico). Deduziremos a existéncia de tal tipo de medidas para uma
classe bastante ampla de transformagoes (transformagoes continuas) e provaremos
algumas das propriedades fundamentais de sistemas que preservam medida.

5.1 Definicao e exemplos

Sejam (X, A, u) e (Y,B,v) espacos de medida e T: X — Y. Dizemos que T é
uma transformagao mensuravel se T7'(A) € A para todo A € B (no caso em
que Y = R e B é a g-algebra dos borelianos, temos pela Proposicao 2.3.1 que esta
definicao generaliza a definicgdo dada na Secgao 2.3). Dizemos que T preserva

medida se (77 '(A)) = v(A) para todo A € B.

Exemplo 5.1.1. Sejam (X, A) e (Y,B) espacos mensurdveis e T: X — Y uma
fungao mensurdvel. Sejam p € X e q € Y tais que T'(p) = q. Se 6, e §, sdo as
medidas de Dirac em (X, A) e (Y,B) associadas aos pontos p e q (cf. FEzemplo
2.1.4), entao T preserva medida.

Se (X, A, 1) é um espaco de medida, (Y, B) é um espaco mensuravele T: X — Y
¢ uma funcao mensuravel, consideremos

Tip: B — [0, +0o0]

definindo T,u(B) = u(T~(B)) para B € B. E facil verificar que T,z é uma medida
em (Y, B) e, atendendo ao modo como T, foi definida, se considerarmos esta medida

87
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no espaco de chegada, T preserva medida. Com esta notacao, temos que uma
transformagao T: X — Y entre espacos de medida (X, A, ) e (Y, B,v) preserva
medida se e s6 se T, = v.

Teorema 5.1.2. Sejam (X, A, ) e (Y,B,v) espacos de medida o-finitos e seja
T: X — Y uma fungao mensurdvel. Se & é uma semi-algebra que gera B e
w(T~1(B)) = v(B) para todo B € S, entio T preserva medida.

Prova. Sejam = T,u|S = v|S. Temos que m é uma fungao o-aditiva definida em S
com extensoes T, e v a B. Tendo em conta os resultados da Proposicao 2.2.4 e do
Teorema 2.2.8, terd que ser Ty = v. O

Estaremos particularmente interessados no caso em que (X, B, 1) é um espago
de medida e T: X — X é uma transformacao mensuravel. Neste caso, diremos que
i € T-invariante quando T,u = p, isto é, quando T' preserva .

Exemplo 5.1.3. Consideremos A a medida de Lebesgue definida nos borelianos de
[0,1]. A medida \ é T-invariante para a transformacao T: [0,1] — [0,1] definida
por T'(x) = 2z (mod 1). Tal resulta do Teorema 5.1.2 e do facto de T preservar o
comprimento de intervalos.

Exemplo 5.1.4. Analogamente ao que fizemos para definir a medida de Lebesque
na recta, podemos definir a medida de Lebesgue no circulo

S' = {X e B> |X] =1},

comecando por defini-la na semi-dlgebra dos sub-arcos de S' como o comprimento
do arco. Se R: S' — S' é uma rotacio em S', entdo R preserva a medida de
Lebesque.

Exemplo 5.1.5. (Transformagao de Gauss) Consideremos no intervalo [0,1] a
transformacao

G: [0,1] — 0,1]
v 0 se x=20
{ 1)z —[1/z] se x#0

G preserva a medida p definida para um boreliano A C [0, 1] como

1 1
A) = d
niA) logZ/Ax—l—l “

entendendo este como o integral de Lebesgue.
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Exemplo 5.1.6. Consideremos em [0,1] com a o-dlgebra dos borelianos a trans-
formagao T': [0,1] — [0, 1] definida por

[ 12t sex=1/2" (n=0,1,2,...)
T(z) = { 1 outros casos.

T € mensurdvel e nao preserva nenhuma medida finita invariante.

Seja (X, A, 1) um espaco de medida e T: X — X uma transformacao que pre-
serva . Se f: X — R é uma funcao mensuravel, entao f o7 é também uma
funcao mensuravel. Podemos assim considerar uma aplicacao linear Ur no espaco
das fungoes mensurédveis, definindo Ur(f) = f o T. Resulta imediatamente da de-
finigao de Ur que se f > 0, entao Ur(f) > 0, e portanto Uy é uma aplicagao linear
positiva.

Proposicao 5.1.7. Sejam (X, A, i) um espago de medida e T: X — X uma trans-
formagao que preserva . Se f € L*(u), entao Ur(f) € L*(n) e

/UT(f>d,u:/fd,U“

Prova. Se f = X4 para algum A € A, entao

/UT(XA)dM = /XA oTdu = /XTl(A)d,u = p(T7H(A)) = u(A) = /XAdN~

Da linearidade de Ur obtemos o resultado também para fungoes simples. Se f é nao
negativa, consideremos ( f,,), uma sucessao de fungdes simples convergindo monoto-
namente para f. Entdo (Ur(f,)), é uma sucessdo de funcoes simples convergindo
monotonamente para Ur(f) e portanto

[ rtpydn = tim [ Ur(t)dn = im [ = [ san

O caso geral obtém-se considerando as partes positiva e negativa de f. O
Corolério 5.1.8. Seja p > 1. Temos Ur(LP(p)) C LP(p) e |Ur(f)|l, = I f]l, para
toda f € LP(p).

Prova. Seja f € LP(u). Temos

[1zetpan= [ifrorau= [ ifran

sendo esta tltima igualdade consequéncia do proposicao anterior, pois | f[P € L' (u).
Isto mostra que Urp(f) € LP(u) e |[Ur(f)ll, = || fll,- O
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5.2 Recorréncia

Vejamos algumas das propriedades que gozam as transformacgoes que preservam
medida. Comecamos por introduzir alguma notacao. Dada uma transformacao
T: X — X definimos

T =idy e Tt '=ToT" para n > 1.
Dado x € X, definimos a érbita de x como sendo a sucessao (1"(z)),>o0-

Teorema 5.2.1. (Recorréncia de Poincaré) Sejam (X, A, 1) um espago de pro-
babilidade e T: X — X uma transformacao que preserva . Se A € A € tal que
w(A) > 0, entao a orbita de quase todo ponto de A retorna infinitas vezes a A. Isto
€, se
A" ={x € A: TV(x) € A para infinitos valores de j },

entao p(A") = p(A).
Prova. Para k > 0 definimos

By={rcA:TFx)c A e T""*(2)¢ A paran>1}

Como A\ A" = |J,~,Bs, basta provar que By, é mensuravel e ;1(By) = 0 para todo
k > 0. Temos -

By =ANT A NT *FO(X\ ANT-*2D(X\A)N---
e portanto By é mensuravel. Para k > 0 e n > 1 temos
T"(Br) N By =0, (5.1)
pois, se x € T~"(By), entao T (x) € A, e portanto x ¢ By. Resulta de (5.1) que
T~ (B NT™™(B,) = 0
paran > 1 e m > 0, e portanto
T™(By)NT™(Bx) =0

se n # m. Assim temos

(Ui T (Br)) = ZM(T_n(Bk)) <1

n>1

Como T preserva y, temos p(T~"(By)) = u(By) para todo n e portanto p(By) = 0
para todo k. O

Seja X um espago topoldgico e T: X — X uma transformacao. Definimos w(z),
o w-limite de um ponto z € X, como o conjunto dos pontos y € X tais que para
toda vizinhanga V' de y existem infinitos valores n € N com T"(x) € V. Dizemos
que z € X é um ponto recorrente se z € w(x).
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Teorema 5.2.2. Sejam X um espaco métrico separdvel, i uma probabilidade sobre
os borelianos de X e T: X — X uma transformac¢ao que preserva j. Entao quase
todo ponto de X € recorrente.

Prova. Seja (z,,) uma sucessao densa em X. Definimos

Upm ={r € X:d(xz,x,) <1/m}

U, ={x € Uym: TV (x) € U,,, para infinitos valores de j }.

Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, temos u(Uy,, \ U}, ,,) = 0 para todos
m,n € N. Considerando R = (5, vamos ver que os pontos de R sao
recorrentes e u(X \ R) = 0.

Vejamos que se x € R entao x é recorrente. Dado € > 0, queremos ver que existe
N € N arbitrariamente grande tal que T%(x) € B.(z). Tomemos k € N tal que
k > 2/e. Existem m,n > k tais que x € U C Unm. Pela escolha de k, temos que
se y € U, m, entao

r
m,n>k nm?

d(y,z) < d(y,x,) + d(xm, ) <1/m+1/m < 2/k <e.

Logo, U,m C Be(z). Como z € U}, 1y deduzimos que existem valores de N € N
arbitrariamente grandes tais que T (z) € U, C Be().
Vejamos agora que p(X \ R) = 0. Como (z,), é denso em X, temos X =

UmleUn,m e portanto

WX\ R) = ,U(X \ ﬂk>1Um n>k nm)
M(Uk (X\ Um n>kU, ))
= M(Uk m nlen,m \ Um,nkug,m))
< #UiiUn izt Unm \ Usm)
Como p(Upm \ Uy, ,,) = 0 para todos m,n > 1, concluimos que ;(X \ R). O

5.3 Transformacoes continuas

Veremos nesta seccao que uma transformagao continua definida num espago métrico
compacto tem sempre alguma medida de probabilidade invariante definida nos bore-
lianos. Para tal, usaremos o Teorema de Representacao de Riesz que nos permitira
identificar o conjunto P(X), das medidas de probabilidade nos borelianos de X', com
um subconjunto do espago C'(X)*. Com esta identificacao podemos introduzir uma
topologia em P(X) — com a qual P(X) é um espaco compacto — e deduziremos a
existéncia de medidas invariantes para T'.
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Proposicao 5.3.1. Se X ¢ um espago métrico compacto, entao C(X) € separdvel.

Prova. Pela Proposigao 1.4.5 é suficiente mostrar que C'(X) tem uma base numerével
de abertos. Sendo X um espac¢o métrico compacto, pela Proposi¢ao 1.4.6 tem uma
base numeravel de abertos, e portanto X x R também tem uma base numeravel de
abertos. Seja U uma base numeravel de abertos de X x R. Definindo F como a
familia das unioes finitas de abertos de U temos que F é numeravel. Dado W € F,
seja

F(W)={feC(X): graf(f) Cc W }.

E facil verificar que T'(W) é um aberto de C(X). Vejamos que (F(W))WE}. ¢ uma
base (numerével) de abertos de C'(X). Queremos ver que dados f € C(X) e d >0

existe W € F tal que I'(W) C Bs(f). Seja
As ={(z,y) € X xR: |y — f(z)| <d}.

As é um aberto de X xR que contém graf(f), e se g € C'(X) é tal que graf(g) C As,
entdo g € Bs(f). Para cada (z, f(z)) € graf(f), existe U, € U tal que U, C As.
Como graf(f) é compacto, existem z,...,2; € X tais que graf(f) € U U,,.
Tomando W = |J;_,U,, temos I'(W) C Bs(f). 0

Vimos no Teorema de Representagdo de Riesz que P(X) pode ser identificado
com um subconjunto de C'(X)*, associando a cada p € P(X) o funcional

A, CX) — R
[ — [ fdu

Mais precisamente, P(X) pode ser identificado com um subconjunto de D* = {f €
C(X): |Ifllo < 1}. De facto, se f € C(X) é tal que ||f|lo < 1, entao

)] = ’/fdu‘ < [1n=1

e portanto A, € D*. De agora em diante pensaremos muitas vezes em P(X) como
um subconjunto de D*, nao fazendo distin¢ao entre € P(X) e o funcional A, em
D* que lhe esta associado.

Proposicao 5.3.2. P(X) € fechado em D* com a topologia fraca”.

Prova. Resulta das Proposicoes 3.4.3 e 5.3.1 que D* com a topologia fraca® é me-
trizavel. Logo, basta ver que se (i), ¢ uma sucessao de elementos de P(X) con-
vergindo para p € C(X)* na topologia fraca®, entdo p € P(X). Seja (p,)n, uma
sucessdo em P(X) convergindo para 1 € C(X)* na topologia fraca®. Temos para
cada f € C(X)

fin(f) = p(f), quando n — oo
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(cf. Exercicio 5.5.4). Se f > 0, entdo pu,(f) > 0 para todo n, e portanto u(f) > 0.
Claramente, também p(1) = 1. Logo, pelo Teorema de Representagdo de Riesz,
p e P(X). O

Seja T: X — X uma transformagao definida no espaco métrico compacto X.
Podemos considerar uma transformacao T : P(X) — P(X) que associa a cada u €
P(X) a medida T,u € P(X).

Lema 5.3.3. Se f € C(X), entdo

/de*,u:/fonu.

Prova. Resulta da definicao de T, que para todo boreliano A de X

/XAdT*,u = /XA o Tdpu. (5.2)

O resto da demonstragao segue como na Proposi¢ao 5.1.7, generalizando (5.2) su-
cessivamente para fungdes simples, fungoes nao negativas e fungoes continuas (que
estao em L'(u) pois X ¢é compacto e u ¢ finita). 0

Lema 5.3.4. A fun¢io T,: P(X) — P(X) € continua.
Prova. Se p, — p em P(X), entao para toda f € C'(X),

/de*un /fon,un—>/fonu /de*

Isto mostra que T, converge para T,u na topologia fraca®, donde concluimos que
T. é continua. a

Teorema 5.3.5. Sejam X um espaco métrico compacto e T: X — X uma trans-
formagao continua. Entao existe alguma p € P(X) que é T-invariante.

Prova. Seja p uma medida qualquer em P(X) (por exemplo uma medida de Dirac).
Consideremos a sucessao (i), em P(X)

Sabemos pela Proposic¢ao 5.3.2 que P(X) é um espago métrico compacto, e portanto
(ftn)n tem alguma subsucessao (i, ), convergindo para alguma o € P(X). Temos
para todo k

ng—1 ng—1

1 11
T*unkz—ZT”lu— - ZTﬁu—n—kwrn—kT*’%
=0
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Como estas duas tltimas parcelas convergem para o funcional nulo de C(X)* quando
k — oo, obtemos pela continuidade de T,

ne—1

1 )
_ 1 S U g, —
Toto = Jim Topog = Jim 03 Tl = po
J:
Isto mostra que g ¢ T-invariante. O

5.4 Ergodicidade

Sejam (X, .A, ) um espago de probabilidade e T: X — X uma transformacao que
preserva p. Um conjunto A € A diz-se T-invariante, se satisfizer T1(A) = A.
Dizemos que T é ergddica (com respeito a 1), ou p é uma medida ergédica (com
respeito a T'), se e s6 se todo conjunto T-invariante tem medida igual a 0 ou 1.

A ergodicidade de uma transformacao traduz-se na impossibilidade de decompor
o sistema em partes mais simples com algum significado (medida positiva) em termos
da medida invariante. De facto, se T' nao é ergddica, entao existe algum mensuravel
AC X com 0 < p(A) <1eT 1(A) = A. Sendo T7'(A) = A, temos entao que
T(A) C AeT(A°) C A% onde A° = X \ A. Isto em particular implica que a 6rbita
de qualquer ponto de A esta contida em A e a orbita de qualquer ponto de A° esta
contida em A°€. Além disso, temos as transformacgoes mensuraveis

TIA:A— A e T|A: A — A°
que preservam respectivamente as probabilidades j(A) ™! (u]A) e p(A°) ™ (| A°).

Teorema 5.4.1. Sejam X um espaco métrico compacto e p uma probabilidade nos
borelianos de X tal que u(U) > 0 para todo aberto U de X. Se T: X — X preserva
W e € ergodica, entao quase todo ponto de X tem orbita densa.

Prova. Como X é um espago métrico compacto, existe {U,, }5° ; uma base numeravel
da topologia de X. Definimos para cada n > 1

A, ={r € X: T?(x) € U, para infinitos valores de j}

Temos para cada n que A,, é um mensuravel T-invariante. Como T' é ergddica, terd
que ser (1(A,) = 0 ou u(A,) = 1. Sabemos pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré
que p(A,) > w(U,). Como p é positiva em abertos, terd que ser p(A,) = 1 para
todo n. O conjunto A = () -, A, é constituido por pontos cuja 6rbita é densa e
satisfaz pu(A) = 1. - O

A ergodicidade de uma transformacao pode ser formulada em termos da constan-
cia das fungbes em LP(u) cujo valor nao varia ao longo de drbitas, conforme mostra
a proposicao abaixo.
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Proposicao 5.4.2. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade, T: X — X uma
transformacao que preserva i e 1 < p < 00. Sao equivalentes:

1. T € ergodica.
2. Se f € LP(u) étal que foT = f, entdo f € constante qtp.

Prova. Suponhamos que T' é ergédica. Se f € LP(u) é tal que foT = f, entao dado
c € R, o conjunto

Ac={r e X: f(x) <c}
é T-invariante. Como T é ergddica tera que ser u(A.) = 0 ou u(A.) = 1 para todo
c. Isto implica que f é constante qtp.

Vejamos agora que se vale a segunda condicao, entao T é ergddica. Se A € A é
T-invariante, entdao X4 pertence a LP(u1) e satisfaz X4 o T = X 4. Logo, terd que ser
X4 constante qtp, ou seja, u(A) =0 ou pu(A) = 1. O

Para o resultado que apresentamos a seguir consideramos o circulo S' = R/Z e,
dado o € R, definimos a rotagao de angulo «
R,: St — St
r = T+

Como ja foi referido no Exemplo 5.1.4 estas transformacoes preservam a medida de
Lebesgue em S' (cf. Exercicio 5.5.2).

Teorema 5.4.3. Seja R, uma rotagio de dangulo o em S'. R, € ergddica (com
respeito a medida de Lebesgue) se e sd se a € R\ Q.

Prova. Considerando S* como R/Z, temos
R.(z)=xz+a (mod1).

Comegamos por mostrar que se « = p/q € Q, entdo R, nao é ergédica. Em tal caso
f(z) = e*™® gatisfaz f o R, = f e, no entanto, f nao é constante.

Suponhamos agora que @ € R\ Q e seja f € L?[0,1] tal que fo R, = f.
Considerando a decomposi¢ao de f na sua série de Fourier,

f2) = 3 fnyermine,
neZ

temos

f(Ra(z)) = Z f(n)e2mint@ta) — Z F(n)exminaginina,
neZ nez

Isto implica ) ' )
f(n)e*™> = f(n) para todo n € Z.
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~

Como para n # 0 temos na ¢ Q, terd que ser f(n) = 0 para todo n # 0. Ou seja,
f é constante. Pela Proposigao 5.4.2 concluimos que T' é ergddica. ad

Consideremos agora o operador Ur introduzido na Seccao 5.1. Tendo em conta
o Coroldrio 5.1.8, podemos considerar Uy como um operador em L?(u),

Ur: L*(n) — L*).
[ foT

Resulta da Proposicao 5.1.7 que se f,g € L*(u1) entao

[ vrTxgidn = [ rrg)d = [ o

Isto mostra que Uy é uma isometria no espaco de Hilbert L?(u).

Teorema 5.4.4. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e T: X — X uma
transformagdo que preserva pi. Se f € L*(u), entdo existe f* € L*(u) com f*oT =
f* tal que

,=0.

n—1
1 .
li — T — f*
fim 152 7o T =1
Jj=0
Além disso, se T é ergddica, entio f* = [ fdu.

Prova. A existéncia de f* € L*(u) com as propriedades enunciadas ¢ consequéncia
de Ur ser uma isometria e do Teorema 4.5.4. Passemos a prova da segunda parte.
Sendo T ergddica, e uma vez que f* ol = f* terd que ser f* constante, pela
Proposi¢ao 5.4.2. Basta entdo ver que [ f*du = [ fdu. Definindo, para n > 1,

n—1
1 )
_ = j
fa=2d foT,
7=0
temos para todon > 1
1 n—1 1 n—1
[hdn=3 5" [rorian=1 5 [ gau= [ sau
j=0 7=0
Daqui resulta

[ tau= [ raul=| [ fudn— [ panl < [1f = Flaw< 18- 5l L

sendo esta ultima desigualdade consequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Como isto vale para todo n > 1, temos demonstrado o que pretendemos. O
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Proposicao 5.4.5. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e T: X — X uma
transformacao que preserva . Sao equivalentes:

1. T € ergodica.
n—1

1
2. Se A,B € A, entio lim — > u(T7(A) N B) = u(A)u(B).

n—oo M,
7=0

Prova. Suponhamos que T é ergédica. Aplicando o Teorema 5.4.4 a X4 obtemos

1 XyoT! = | Xyd
i 25 o= [ = s

7=0

onde o limite é tomado no sentido da convergéncia em L?(u). Temos entao

WA(B) = / H(A) Xy

n—1
_ / ( lim nZXAoTJ)XBd,u
= JLI&TLZ/XAOT]XBd,u
n—1
= nll_{{)loEZ/XTJ(A)XBdM
=0
1 n—1
= lim EZM(T_](‘LUQB)
=0

Para a terceira igualdade na sequéncia acima, notar que Xg é uma funcao real e o
produto interno em L?(y) é continuo.

Suponhamos agora que vale a segunda condigao, e seja A € A tal que T~1(A) =
A. Temos entao

p(A)p(A) = lim % z_: p(T77(A)NA) = lim % Z_: w(A) =

Logo, p(A)? = u(A), o que implica p(A) = 0 ou u(A) = 1. O

Damos a seguir um exemplo de interpretagao do limite na na segunda condicao
da proposicao anterior.
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Exemplo 5.4.6. Suponhamos que temos num recipiente X com dgua uma mancha
de tinta azul numa certa regiao A e uma mancha de tinta branca numa outra regido
B. Consideremos em X uma transformacao T que consiste em agitar o liquido no
recipiente. Se u(B) > 0, dizer que

tim ™ 0(T79(4) 1 B) = p(A)u(B)

n—oo N, 4

€ equivalente a dizer que

1 u(TIAWNB)
ggnij D) = u(A). (5.3)

J=0

O quociente
u(T~7(A)N B)
(B)
representa a proporcao de tinta azul existente na regiao B depois de agitar j vezes.
A igualdade (5.3) significa que, em média, a propor¢ao de tinta azul na regiago B se
aproxima da propor¢ao que a regido A ocupa mo recipiente X .

Dadas T: X — X, uma transformagao que preserva uma probabilidade g no
espago mensuravel (X, A), e uma funcio f € L?*(u), o Teorema 5.4.4 mostra a
convergéncia em L*(1) da média

1 n—1
ﬁgyoT

para alguma fungao f* € L?(u). Contudo, fixado x € X, o Teorema 5.4.4 nada diz
sobre a convergéncia pontual da média

1n71 .
ngoT ().

De facto, pode-se provar um resultado mais geral que assegura também a existéncia
da média assimptotica para quase todo ponto =z € X.

Teorema 5.4.7. (Ergédico de Birkhoff) Seja (X, A, ) um espago de probabili-
dade e T: X — X uma transformagdo que preserva p. Se f € L'(u), entdo existe
f* € LY () com f*oT = f* tal que

lim 1 Zf oT"(z) = f*(x) (5.4)

para quase todo x € X. Além disso, se T ¢ ergddica, entao f* = [ fdu.
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E imediato verificar que se o limite em (5.4) existe para algum ponto z € X,
entdo também existe para T(z) e coincide com o limite para x, donde se deduz
que f*oT = f*. A conclusao de que f* coincide com a média de f, no caso da
ergodicidade de 7', vem assim como consequéncia da Proposicao 5.4.2. Para a prova
da existéncia do limite em quase todo ponto, sugerimos [8] ou [17].

Consideremos um espago de probabilidade (X, A, ) e T: X — X uma trans-
formagao que preserva . Dados A € A e x € X, definimos o tempo médio de
estadia de x em A como

7(x,A) = lim #{0 < j <n: T'(z) GA}.

n—00 n

Pelo Teorema de Birkhoff este limite existe em quase todo ponto, pois

#{0<j<n:Ti(z)e A} 12"’ e
A

n

e portanto

T(z,A) = X)(x).

Se adicionalmente supusermos que a transformacao 7' é ergddica, entao temos para
todo A € A e quase todo x € X

lim #{0<j<n: T/ (x) € A}

n—00 n

= u(A).

Isto é, para uma transformacao ergodica, a frequéncia de visitas da orbita de quase
todo ponto x € X a um conjunto A € A coincide com a medida de A. Na verdade
isto é equivalente a dizer que a transformacao T é ergddica: se A € A é T-invariante,
entao temos 7(x, A) = 1 para todo = € A. Se u(A) > 0 entdo terd que ser u(A) =1
e temos provada a ergodicidade de T.

Damos agora um resultado que ilustra como o Teorema Ergddico de Birkhoff
pode ser aplicado a teoria dos nimeros. Dizemos que um numero [0, 1] é normal
na base 2, se a frequéncia de 0’s e 1’s na sua decomposi¢ao bindria for igual a 1/2.

Teorema 5.4.8. Quase todo nimero em [0,1] é normal na base 2.

Prova. Seja T: [0,1] — [0,1] definida por T'(z) = 2z (mod 1). Vimos no Exem-
plo 5.1.3 que T preserva A, a medida de Lebesgue. Além disso, T é ergédica (cf.
Exercicio 5.5.9). Seja A o conjunto dos pontos que tém uma tnica expansao bindria.
Como o complementar de A é numerdvel, temos A\(A) = 1. Para um ponto

aq (05} as

I:E—F?‘f‘?‘f' com a’ie{ovl}
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que tenha uma tnica expansao binaria temos

a9 as Qy
T(r)= 2434244 ...,
(x) 2+22+23+

Considerando f = X(j/2,1), temos

f(Tﬂ(x)):f<%+M+>:{(1) se  ajy1 =1

2 22 se ajr1 =0

Logo, para z € A vem

n—1

#Hl<jsnig =1} =3 f(T'().

Dividindo ambos os membros desta igualdade por n e aplicando o Teorema Ergddico
de Birkhoff obtemos

n—1

%Zf(Tj(a:)) H/fcu:% qtp.

J=0

Isto d4 o resultado. O

5.5 Exercicios

1.

Mostre que a transformacao de Gauss preserva a medida p definida no Exem-
plo 5.1.5. (Sugestdo: comece por provar que p(G71([0,a))) = p([0,a)) para
todo a € [0, 1]).

Explicite uma semi-algebra que permita definir a medida de Lebesgue nos bo-
relianos de S*. Mostre que as rotacoes de S preservam a medida de Lebesgue.

Seja (X, A, u) um espago de medida e 7' : X — X uma transformacdo que
preserva u. Mostre que se f € L>®(u) entao Ur(f) € L=(n) e |Ur(f)]leo =

1/ lloo-

Sejam X um espago compacto e (f,), uma sucessao em P(X). Mostre que
(tn)n converge para p € P(X) na topologia fraca®* se e sé se u,(f) converge

para u(f), qualquer que seja f € C(X).

Seja T : X — X uma transformacao do espago métrico compacto X. Mostre
que se fi1, ..., iy, € P(X) e ay,...,q, >0, entdao

To(aypiy + -+ appin) = ayTo(pr) + -+ + anTu(pin)-
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10.

11.

Considere a transformagao 7' : [0,1] — [0,1] dada por T'(z) = 0 se = # 0 ¢
T(0) = 1. Seja p uma medida de probabilidade T-invariante. Mostre que:

(a) p(]0,1[) = 0.

(c) Para todo = € [0,1] a sucessao de medidas %Z;:Ol d7i(z) converge na

topologia fraca® para u.

Considere a transformagao 7" : [0,1] — [0, 1] dada por T'(z) = z/2se x #0 e
T(0)=1/2.
(a) Mostre que T nao preserva nenhuma medida finita.

(b) Prove que para todo x € [0,1] a sucessdo de medidas %Z;:& 074 (z) CON-
verge para 0y na topologia fraca*.

Considere a transformacao T': [0,1] — [0,1] dada por T'(z) = x/2+1/2 e u
uma probabilidade T-invariante.

(a) Mostre que ([0, 1[) = 0.

(b) Conclua que p coincide com a medida de Dirac §; concentrada no ponto

1.
n—1
(¢) Prove que para todo o = € [0, 1] a sucessao de medidas — Z 07 (z) CON-
n
=0

verge para 0; na topologia fraca*.
(d) Diga se T é ergédica com respeito a p.

Mostre que a transformagao 7' : [0,1] — [0, 1] definida por T'(z) = 2z (mod 1)
é ergédica. (Sugestao: Use séries de Fourier).

Seja T : [0,1] — [0, 1] dada por T'(x) = 10z (mod 1).

(a) Mostre que a medida de Lebesgue A em [0, 1] é T-invariante.

(b) Mostre que A é ergédica. (Sugestao: use séries de Fourier)

Sejam (X, A, 1) um espago de probabilidade e T': X — X uma transformagao
mensuravel que preserva u. Dizemos que T é misturadora, se para todos

A, B € A vale
lim p(T7"(A)NB) = u(A)u(B).

n—-4o0o

Mostre que:

(a) Toda a transformagao misturadora é ergddica.
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(b) As rotagoes do circulo nao sdo misturadoras.

(c) T é misturadora se e somente se para todas f,g € L*(u) tivermos

lim (U7(f),9) = (f, 1)1, 9)-

n—-+o0o
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