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Introducao

Estas notas destinam-se a servir de apoio as aulas tedricas da disciplina de
Matematica I (M191) a ser leccionada no primeiro semestre do ano lectivo de
2007/08. Trata-se de uma disciplina do 1° ano dos cursos de Ciéncias de Engenha-
ria, Ciéncia de Computadores e de Engenharia de Redes e Sistemas Informaticos.
As notas sdo, em parte, uma reedi¢do de um texto escrito com o objectivo de, no
ano lectivo de 2003/04 servir de apoio as aulas de Elementos de Matemadtica I dos
cursos de Bioquimica, Ciéncias e Tecnologia do Ambiente, Ensino da Fisica e da
Quimica e ainda do curso de Quimica.

Ao escrever e tornar publico este texto pretendemos apenas fornecer a cada
aluno mais um instrumento de trabalho. Fizemo-lo na convic¢ao de que um texto
que siga de perto o programa o pode ajudar, por isso permitimo-nos desde j4 fazer
as seguintes adverténcias: este texto ndo pode ser encarado como um substituto
das aulas, onde de uma forma geral a matéria é apresentada acompanhada de ou-
tros detalhes e exemplos; este texto nao substitui consultas de livros na biblioteca

Agradecemos a compreensao dos alunos para as provaveis gralhas. Durante o
ano lectivo a que estas notas se destinam, procuraremos manter em

http://www.fc.up.pt/cmup/mdelgado/ensino/MatI-0708/

uma lista das gralhas de que formos dando conta, bem como a respectiva correc¢ao.

A esta disciplina, ndo fosse uma pequena parte final em que sdao abordados
alguns conceitos basicos de Algebra Linear, poderia ser dado o nome de Cdlculo
Ja que o que nela se estuda sdo basicamente os conceitos de derivada e integral de
funcdes reais de varidvel real. Ambos os conceitos dependem da nocao de limite,
com a qual j4 se espera alguma familiaridade da parte dos alunos. Esta nogdo,
bem como a nocao de continuidade, serd recordada num capitulo de preliminares.

Embora nestas notas ndo seja dedicada especificamente nenhuma sec¢do a
exercicios, ndo podemos deixar de chamar a aten¢do dos alunos para o facto de
nao haver nenhum meio conhecido de aprender Matemadtica que ndo envolva a
resolucdo (ndo dissemos “ver a resolu¢do”) de muitos exercicios. Para esse efeito

Versao de 27 de Setembro de 2007 \Y



vi

sdo disponibilizadas separadamente folhas de exercicios, alguns dos quais serdo
resolvidos nas aulas praticas ou tedrico-praticas.

Os resultados (lemas, proposi¢des, teoremas, etc.), exemplos e exercicios apre-
sentados no texto sdo numerados. Por exemplo, “Proposi¢do 3.5.2” indicaria o
segundo item numerado da quinta secc¢ao do terceiro capitulo. Alguns dos exem-
plos s6 ndo sao chamados de exercicios por ser dada uma resolucdo logo a seguir.
Com a excepg¢do de uma ou outra que julguemos ser conveniente destacar de ou-
tro modo, as defini¢des sdo dadas no texto, sendo apenas usado outro tipo de letra
(em geral o tipo itdlico) para chamar a atencdo do que esta a ser definido.

Procuraremos que o texto seja facilmente legivel, apresentando por isso pou-
cas demonstragdes. Estas podem ser encontradas nas nossas referéncias.

As notas estdo divididas em duas partes: Célculo e Algebra Linear. Elas se-
guem o programa previsto para a disciplina: comecam por recordar alguns con-
ceitos, em geral ja bem conhecidos dos alunos, num capitulo de preliminares a
que atribuimos o nimero 0. Entre eles destacam-se os conceitos de limite e conti-
nuidade de funcoes reais de varidvel real.

O primeiro capitulo € dedicado as derivadas das funcdes reais de variavel real.
Este tema, embora também ja conhecido dos alunos, devera ser tratado com um
pouco mais de profundidade. Aplicacdes das derivadas, com destaque para o
esboco de graficos de fungdes, sdo tratadas no segundo capitulo.

As novidades s6 comecam verdadeiramente no terceiro capitulo, o qual é de-
dicado a integracdo. Depois de tornada evidente a importancia do calculo das
primitivas com o teorema fundamental do calculo, é dedicado um capitulo ao es-
tudo de técnicas de primitivagdo e um outro as aplicacdes dos integrais.

O sexto capitulo é dedicado as sucessoes e séries numéricas.

O sétimo capitulo € dedicado as séries de poténcias, com destaque para as
séries de Taylor, que permitem calcular aproximagdes de fun¢des por polindmios.

O oitavo capitulo, o tnico destas notas dedicado & Algebra Linear, trata de
sistemas de equacdes lineares e matrizes. S@o neste capitulo introduzidos os de-
terminantes de ordens 2 e 3.

As notas incluem no final um indice de nota¢des e um indice alfabético que se
espera possam facilitar a consulta das mesmas.

O texto aqui apresentado foi influenciado por todas as nossas referéncias (ver
pagina [I19), com particular destaque para os livros de Adams [I] e de Swo-
kowski [3]], pois foram seguidos mais de perto em grande parte dos capitulos.
No entanto, a generalidade dos resultados ndo demonstrados podem encontrar-se
em qualquer dessas referéncias.



Parte 1

Calculo






Capitulo 0

Preliminares

Este capitulo destina-se a recordar alguns conceitos, quase todos bem conhe-
cidos. Servird também para fixar alguma notacdo. O principal conceito a recor-
dar é o de funcdo. E dado depois especial destaque as funcdes trigonométricas,
sendo ainda introduzidas as fun¢des trigonométricas inversas. Recordamos ainda
neste capitulo os extremamente importantes conceitos de limite e continuidade de
funcoes reais de varidvel real.

0.1 Numeros reais

Ao longo destas notas vamos interessar-nos sobretudo pelo conjunto R dos
nimeros reais e seus subconjuntos. Lembramos que hd uma correspondéncia
biunivoca entre R e o conjunto dos pontos de uma recta:

™l
N
=

3 2 1 )b I 5 5 4

Os subconjuntos de R que vamos quase sempre considerar sdo intervalos ou
unides finitas de intervalos.

Exemplo 0.1.1 (i) |—3,7] ={x€R: -3 <x <7} é um intervalo, sendo —3 e
7 os seus extremos.

(ii) | —1,2]U]3,7[U[12,13] é uma reunido de trés intervalos (o primeiro se-
mifechado a direita, o segundo aberto e o terceiro fechado).

Questao 0.1.2 O conjunto [1,2[U]2,5] é um intervalo?

Versao de 27 de Setembro de 2007 3



4 0. Preliminares

Supomos serem bem conhecidas dos alunos as propriedades dos nimeros re-
ais. H4 no entanto uma que, embora de uso menos frequente, convém recordar
para que a possamos usar livremente no que se segue. Lembramos que o supremo
de um conjunto de ndmeros reais € o menor dos seus majorantes. Com esta ter-
minologia, a propriedade que diz que fodo o conjunto ndo vazio e majorado de
niimeros reais tem supremo em R é habitualmente conhecida por completude dos
nimeros reais.

Exercicio 0.1.3 Indique os supremos dos conjuntos [0,3] e |1,2] U{7}.

0.2 Funcoes

Muito do nosso trabalho vai consistir no estudo de fungdes. Para indicar uma
fungdo f do conjunto A no conjunto B que a um elemento x € A associa um ele-
mento f(x) € B usa-se habitualmente a notagdo seguinte:

f: A — B
x — f(x)

O conjunto A diz-se o dominio de f. Os seus elementos sao denominados
objectos. O dominio de f denota-se muitas vezes por Dom(f). O conjunto B
diz-se o conjunto de chegada de f.

A cada elemento x de A corresponde por f um e um s6 elemento f(x) de B. O
elemento f(x) diz-se o valor de f em x ou imagem de x por f.

O conjunto f(A) = {f(x) € B: x € A} diz-se o contradominio ou a imagem de
f- Usa-se por vezes a notagdo Im(f) em vez de f(A). O contradominio é, pois, o
conjunto das imagens dos elementos do dominio e € um subconjunto do conjunto
de chegada.

Consideraremos na maior parte dos casos A e B como subconjuntos de R (isto
€, interessar-nos-emos sobretudo por funcoes reais de varidvel real). Quando nada
for dito em contrario, a expressdao “funcdo” tera o significado de func¢do real de
variavel real. Uma fun¢do serd dada muitas vezes por meio de uma expressao que
a define. Se nada for dito em contrério, subentender-se-4 que o dominio de uma
tal funcdo € o maior subconjunto de R onde a expressao faz sentido.

Exemplo 0.2.1 Considere a funcdo dada pela expressdo

3(1
oy =200
Determine:
(a) f(4),f(16) e f(0);
(b) o dominio de f.
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1
Solucdo. (a) f(4) = g 3 £(16) = é — 1. £(0) = _il _ 3
(b) f(x)éumnimerorealseesésex>0ex—1#0,istoé, x >0ex# 1. Logo
Dom(f) = [0, 1[U]1, . .

Uma funcao f: A — B diz-se:

- injectiva se objectos diferentes t€ém imagens diferentes, isto €, se para quais-
quer x e x’' de A se tem

x#x = f(x) # f()
ou, o que é o mesmo, f(x) = f(x') = x=x;

- sobrejectiva se todo o elemento de B é imagem de algum elemento de A, ou
seja, o contradominio de f coincide com o conjunto de chegada;

- bijectiva se € injectiva e sobrejectiva, isto €, cada elemento de B € imagem
de um e s6 um elemento de A.

Exemplos 0.2.2 1. A funcdo f : R — R definida por f(x) = x> + 1 ndo é
injectiva, visto que, por exemplo, f(1) = f(—1) e ndo é sobrejectiva visto
que, por exemplo, ndo existe nenhum niimero real cuja imagem por f seja
0. O contradominio de f é o intervalo [1,+oo|.

2. A funcdo f:R — R definida por f(x) = 3x+ 1, cujo grdfico é uma recta,
é injectiva e sobrejectiva, logo é bijectiva.

Se uma funcdo f € injectiva e y estd no contradominio de f, existe um Unico
elemento x do dominio de f tal que y = f(x). O elemento x fica assim determinado
por y sendo, portanto, uma fungio de y. Escrevemos x = f~!(y) e chamamos a
fungdo f~'assim definida funcdo inversa de f. Assim,

y=fx) ex=f"0).

O gréfico de f~! pode obter-se do de f fazendo uma reflexdo sobre a recta
y=2Xx.
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Tendo fungdes f: A — B e g: C — D, pode considerar-se a funcdo com-
posta g o f,definida por go f(x) = g(f(x)). Tem-se

Dom(go f) = {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)}.

Exemplo 0.2.3 Sejam f(x) =x>+1 e g(x) = 3x+2.

Tanto f como g sdo fungdes polinomiais (isto é, as expressoes que as definem
sdo polinomios) logo tém dominio R, assim como as compostas go f e fog.

gof(x)=3(x*+1)+2=3x>+5

fog(x)=(3x+2)2+1=9x2+12x+5.

Lembramos que duas funcgdes sdo iguais se e s6 tiverem o mesmo dominio, o
mesmo conjunto de chegada e todo o elemento do dominio tiver a mesma imagem
pelas duas fungdes. Considerando as fungdes do exemplo anterior tem-se, pois,
que go f # fog, uma vez que, por exemplo, go f(1) =8 # fog(1) =26. Conclui-
-se entdo que a composi¢ao de fungdes nao € comutativa.

Exercicio 0.2.4 Determine expressoes para fo f e gog onde f e g sdo as fungdes
polinomiais do exemplo anterior.

0.3 Trigonometria

Um dngulo 6 fica determinado por duas semi-rectas ¢1 (lado inicial) e ¢ (lado
terminal) com a mesma origem O, que se diz o vértice do angulo.

/s



0.3. Trigonometria 7

A amplitude de um angulo pode ser expressa em graus ou em radianos, sendo
o radiano a unidade mais importante para nos.

Introduzimos um sistema rectangular de coordenadas; tomamos a origem como
vértice e a parte positiva do eixo dos xx como lado inicial. A uma rotagdo com-
pleta no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio corresponde um angulo de
360°.

\9

Consideremos a circunferéncia unitaria de centro na origem de um sistema
rectangular de coordenadas e sobre ela os pontos A(1,0) e P, sendo 6 o angulo
AOP. Se t é o comprimento do arco de circunferéncia entre A e P (percorrido no
sentido contrério ao dos ponteiros do reldgio), entdo 6 € um angulo de ¢ radianos.

Como a circunferéncia unitdria tem comprimento 27, tem-se a relacao

27 radianos = 360°.

Exercicio 0.3.1 Indique a relacdo entre as medidas em radianos e em graus para
dngulos de amplitude 30°, 45°, 60°, 90° e © radianos.
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0.3.1 Funcoes trigonométricas

Temos seis funcdes trigonométricas: sen, cos, tg, cotg, sec, cosec que se di-
zem respectivamente seno, cosseno, tangente, cotangente, secante € cossecante.
O valor de uma fungdo trigonométrica para um nudmero real x € o valor dessa
fun¢@o num angulo de x radianos. (Resulta daqui a importancia, para nés, dos
radianos como unidade de medida.) Vamos entdo definir o valor das fungdes tri-
gonométricas em termos de um angulo.

Seja © um angulo agudo (0 < 6 < %) de um triangulo rectangulo como o repre-
sentado na figura. Tem-se

b
sen® = —, cosO = g, tg0 =
c c

d

Seja 6 um angulo qualquer. Suponhamos que P(a,b) é o ponto em que o
lado terminal intersecta a circunferéncia x> +y> = 1 ( que se diz o circulo trigo-
nométrico). Tem-se:

b
sen® = b, cos®=a, tgb = — paraa #0.
a

y
P(a,b

/CDU

a o 1 X

Resulta que para qualquer angulo 0 (e consequentemente para qualquer nimero
real) se tem |senB| < 1 e |cos6| < 1.

sen
Observamos também que tg0 = 030" Define-se
cos

1 1 1 coSX
secx = ——, cosecx=—— cotgx = — = ——.
CoSx senx tgx senx
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O dominio das fung¢des seno e cosseno € R, enquanto que o dominio da fungao
tangente é R \ {% +nmyn € Z}.

Exercicio 0.3.2 Indique o dominio das funcdes secante, cossecante e cotangente.

A proposi¢do seguinte é de extrema importancia, sendo a formula por ela dada
dita a formula fundamental da trigonometria.

Proposicao 0.3.3 Para qualquer niimero real x tem-se:

2

sen2x+cos x=1.

Demonstracao.  Considerando, como atrds, o circulo trigonométrico, tem-se:

senzx—f—coszx = b? +a2 =1.

~Aa m

. T
Exemplo 0.3.4 Determine os valores do seno, do cosseno e da tangente de 2

T .
e 3 radianos.

Solucao.
Na figura seguinte, o triangulo [OAB] € equildtero (tem os trés angulos iguais),
logo o ponto C é o ponto médio de [OA]. Entao:

1 — V3

oC = 3 ¢ BC* +0C* = 1, donde BC =

-
B
1 \la
(@) C 1
Tem-se, portanto:
seng :cosg = ?; seng = cosg = %; tgg =/3; tgg = ?
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Na figura seguinte, o tridngulo [OAB] € rectangulo e isosceles, logo

OA=AB ¢ OA"+AB =1,

donde {
OA=AB=—.
V2
B
1
N
T
4 4
A 1
]
Tem-se, portanto:
T T 1 V2 =
cos—=sen— =—==——; tg— = 1.

4”74 2 20t

Os gréficos das fungoes seno, cosseno, tangente € secante t€m o seguinte as-

pecto
1
0.5 \ /

30

gl

senx -1 COSX
15

10
5

e

tgx -30 secx

6
-5
-10

-15

-6 -4\ -2 2 4 2 4 6
-0./5
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A proposi¢ao seguinte dd-nos conta de algumas relagdes importantes entre
funcdes trigonométricas e que sao frequentemente usadas.

Proposicdo 0.3.5 1. sen(—x) = —senx (o seno é uma fungdo impar);
2. cos(—x) = cosx (o cosseno é uma fung¢do par);
3. sen(u=+v)=senucosv=+cosusenv,
4. cos(u+v)=cosucosvFsenusenv.

Exemplo 0.3.6 Encontre outras expressées para (i) sen2x e (ii) cos>x.

Solucgdo. (i) sen2x = sen(x+x) = senxcosx + senxcosx = 2Senxcosx.

(i) cos?x = 1—sen?x. [

Exercicio 0.3.7 De modo andlogo ao exemplo anterior, obtenha outras expressoes

para (i) cos2x e (ii) sen®x.

0.3.2 Funcoes trigonométricas inversas

Lembramos que as funcdes trigonométricas sdo periddicas. (O periodo do
seno e do cosseno é 2m; o da tangente é T. Note-se que sen (x+ 27T) = senx,
cos (x+2m) = cosx, tg(x+m) = tgx.) Daf resulta que ndo sdo injectivas. No
entanto, sdo, em particular, injectivas nos intervalos [—7,%], [0,w] e | — F, 7], res-
pectivamente. E considerando restri¢des a estes intervalos que vamos poder falar
em funcgdes inversas.

Consideremos a funcao Sen como sendo a restricao da fun¢ao sen ao intervalo
[—%, g] Ao contrério da fungdo sen, a funcdo Sen € injectiva e, portanto, admite

uma inversa: a funcdo arcsen (ou sen”!). Temos entio:

IN

T T
y =arcsenx < x = Seny < x =seny e 5 <y ok
Devemos pensar em arcsenx como sendo a medida do angulo entre —3 e
cujo seno € x.
O dominio da fung¢do arcsen € o contradominio da funcdo Sen, que é 0 mesmo

da fungio sen, o intervalo [—1, 1].

A
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Exemplos 0.3.8 (i) arcsen% =%

(ii) arcsen(sen0,3) =0,3;

(iii) arcsen(sen 45—”) = arcsen(sen(% — §)) = arcsen(sens) = %,

(iv) cos(arcsen0,6) =cosx com senx=0,6 e —7 <x<7Z. Logo, cosx =

V1=(0,6)2=0,8.

A funcdo arccos (ou cos~!) pode definir-se de forma analoga:

y=arccosx = x=cosye(<y<m.

Usando o facto de o cosseno de um angulo ser o seno do seu complemen-
tar, chegamos facilmente ao resultado seguinte, que podemos usar também como
definicao:

T
arccosx — 5~ arcsenx, para — 1 <x < 1.

A funcdo arctg (ou tg~!) define-se de modo andlogo:

T T
y=arctgx <= x=tgye —§<y<§.

O dominio da func¢ao arctg é R, o contradominio da fungao tg.

0.4 Limites

Para evitar tornar o texto demasiado pesado, consideraremos daqui em diante
apenas funcdes definidas em intervalos ou unides de intervalos nio reduzidos a um
ponto. Em particular, se nada for dito em contrario, ndo consideraremos fungdes
definidas em pontos isolados.

Quando f € uma funcao definida perto de um niimero real a, excepto eventu-
almente em a, podemos perguntar-nos:

1. A medida que x se aproxima de a (mas x # a), o valor de f (x) aproxima-se
de um ntimero real L?

2. Podemos tornar o valor de f(x) tdo proximo de L quanto queiramos, esco-
lhendo x suficientemente proximo de a (x # a)?



0.4. Limites 13

Se a resposta a estas questoes for afirmativa, escrevemos

lim f(x) =L

X—a

e dizemos que o limite de f(x) quando x tende para a é L.

L | (va(x))ﬁ(‘%f(a))

O que dissemos antes pode ser encarado como uma defini¢do intuitiva do con-
ceito de limite. (Note-se o uso intuitivo do conceito de proximidade.) Mas a
matematica ndo pode fazer-se com nogoes intuitivas...

Definicao. Seja f uma funcdo definida num intervalo de R que contém o ponto a,
excepto eventualmente em a, e seja L um nimero real. Dizemos que o limite de
f(x) quando x tende para a é L e escrevemos lim f(x) = L se

X—a

Ve>030>0:0<|x—a|<d=|f(x)—L|<e

Observagoes. (i) A ordem por que sdo considerados os niimeros € e § é crucial.
(ii) O ndmero 3, que depende de €, ndo € unico, pois encontrado um 9§, qual-
quer 9, tal que 0 < §; < & também serve.

Proposicao 0.4.1 Se f(x) tem limite quando x tende para a, entdo esse limite é
lnico.

Demonstracao.
Suponhamos que

lim £(x) =Ly e lim f(x) = L

X—a

Ly — Lo

com L # L,. Tome-se € < >
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el L1 | /_/

#;4

b—a—4

Entdo haveria um intervalo contendo a tal que o grafico de f restrito a esse
intervalo estava, por um lado, contido na faixa centrada narecta y = L e amplitude
2¢ e, por outro lado, na faixa centrada na recta y = L, com a mesma amplitude.
Ora, as duas faixas sdo disjuntas e temos, por isso um absurdo! ]

Exemplo 0.4.2 Seja f :]0,+oo[— R tal que f(x) = x*. Tem-se lim f(x) = a*,

X—a

para qualquer a € R,

Solucao.
Dado ¢ arbitrario, devemos encontrar § > 0 tal que se x €Ja —3,a+ [ e x # a,
entio x> €]a’ —¢,a* + €.

Tomando, se necessdrio, um € mais pequeno, podemos supor que |a® — €, a” +
g[ consiste de niimeros positivos. As rectas y = a®> — € e y = a® + ¢ intersectam
o grifico de f nos pontos de abcissas x = va? — € e x = Va? + €, respectivamente.

a—6:a+5
Va2 A VaZie

Escolhamos 6 tal que Va2 —€<a—08 e a+d < va®+¢. Tem-se, entdo, que

x€la—38,a+38[= x* €la® —¢,a* +¢|. n
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1
Exemplo 0.4.3 Ndo existe lim —.
x—0Xx

Solucao.

.1 . . .
Suponhamos que hn?) —=Le L >0. Consideremos um par de rectas horizontais
x—0 X

y=L=+¢g, com e > 0, qualquer.

Como })1—(| pode tornar-se tdo grande quanto queiramos, bastando para isso
tomar x suficientemente préoximo de 0, resulta que ndo existe nenhum intervalo
aberto centrado em 0 que, exceptuando o ponto 0, seja totalmente enviado por
flx)= % dentro da faixa horizontal limitada pelas rectas previamente dadas. Tem-
-se algo analogo para o caso de L < 0. ]

Proposicao 0.4.4 Se lim f(x) = L e L > 0 (respectivamente L < 0), entdo existe
X—a

um intervalo aberto I contendo a tal que f(I\{a}) C R" (respectivamente R™),
isto é,VYx € I\ {a}, f(x) > O (respectivamente < 0).

Demonstracao.
Suponhamos que L > 0. Tome-se € < L. Claro que |L —¢,L+¢€[C R*. Por
hipétese, existe & > 0 tal que f(Ja —8,a+ 8[) C|L —€,L+€[. Basta entdo tomar
I=]a—3d,a+3].

—0 da+o
~_ | a
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O caso L < 0 € analogo. [

A determinagdo de limites pela definicao é em geral muito trabalhosa. Além
disso, € preciso ter antecipadamente uma ideia do valor desse limite. H4, no en-
tanto, diversas técnicas que permitem, por vezes, evitar o uso directo da defini¢do.
A ideia €, em geral, desenvolver técnicas que permitem determinar limites de
funcdes dadas por expressdes razoavelmente complicadas a partir de limites co-
nhecidos de fun¢des dadas por expressdes mais simples.

Proposicao 0.4.5 Seja a € R.
(i) Seja f a fungdo dada por f(x) = c. Entdo lim f(x) = c.
X—da

(ii) Seja f a fungdo (identidade) definida por f(x) = x. Entdo lim f(x) = a.
X—da
Demonstracao. Exercicio. [

A demontragdo da proposi¢do seguinte pode encontrar-se em qualquer das
nossas referéncias.

Proposicao 0.4.6 Se os limites lim f(x) e lim g(x) existem, entdo:

(i) lim(f(x)+g(x)) = lim ]ngca) + limx(;i?c) (o limite da soma é a soma dos
limites,xggando estes existe;;zj;a e

(ii) im(f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x) (o limite do produto é o produto dos
limites, x(;;mdo estes existz;;)l; e

) . flx) ,lcl_rf},f(x)
(iii) Se ilirgtg(x) #0, ;Ln}l o)~ Timg()’

Exemplo 0.4.7 Tem-se lim(2x> +3x+5) = 24> +3a +5.

X—a
Mais geralmente, vale a proposicao seguinte:

Proposicao 0.4.8 Se f é uma fungdo polinomial e a é um niimero real, entdo

lim £(x) = £(a).

X—a

Uma fungdo racional é o quociente de duas fungdes polinomiais.

Corolario 0.4.9 Se % é uma fungdo racional e q(a) # 0, entdo

lim 2 _ PL@)

x—ag(x)  gla)
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O resultado seguinte € conhecido pelo sugestivo nome de Teorema do encaixe.

Proposicao 0.4.10 Sejam f, g e h fungdes tais que f(x) < g(x) < h(x) para todo
o x num intervalo aberto contendo a, excepto eventualmente em a. Se lim f(x) =
X—a

L = lim h(x), entdo lim g(x) existe e lim g(x) = L.
X—a X—a X—a

, . .. 1
Exercicio 0.4.11 Determine lim x*sen —.

x—0 X
Nota 0.4.12 Limites laterais podem definir-se de um modo andlogo ao modo
como definimos limites. Também os resultados anteriormente enunciados tém
andlogos para limites laterais.
Observamos que quando o limite existe, também existem os limites laterais e
sdo iguais. Consequentemente, se os limites laterais forem diferentes ou se algum
deles ndo existir, podemos concluir que o limite ndo existe.

. -1 .
Consideremos a fun¢do — e os quadros seguintes
X

1 1
X — X —

X X
1 1 1 1
0,1 10 10 0,1
0,01 100 100 | 0,01
0,001 | 1000 1000 | 0,001
0,0001 | 10000 10000 | 0,0001
0,00001 | 100000 100000 | 0,00001

O primeiro quadro sugere que quando x se aproxima de O por valores a di-
reita de O, % se torna arbitrariamente grande. Denotamos este facto escrevendo

1
lim — = +oco. O segundo quadro sugere lim — =0.
x—0T X X——oo X

Exercicio 0.4.13 Escreva definicoes formais para os diversos tipos de limites que
podem ocorrer envolvendo +oo e —oo,

Exemplos 0.4.14 (i) 1im+ f(x) =+ significa

X—a

VM >030>0:a<x<a+d= f(x)>M.
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(ii) xgr_{lwf(x) =L significa
Ve>03IM >0:x>M=|f(x)—L|<e.
Pode mostrar-se o seguinte:

Proposicio 0.4.15 Se a € R™, entdo:

3. lim |xe* =0,

4. lim x*Inx=0.
x—0t

Observamos que a alinea (1) da proposicao anterior diz basicamente que a ex-
ponencial cresce mais rapidamente que qualquer polindmio. A regra de L”Hopital
(Teorema|1.8.8)) que estudaremos adiante vai permitir-nos calcular facilmente este
tipo de limites.

0.5 Funcoes continuas

Intuitivamente, uma fun¢do definida num intervalo € continua se o seu gréfico
pode ser representado sem levantar a caneta.

Definicdo. Uma funcdo definida num ponto a diz-se continua em a se existir
lim f(x) e se tiver lim f(x) = f(a).
X—da X—a

Observamos que se f ndo estiver definida em a, o problema da continuidade
de f em a ndo se poe.

Definicao. Uma funcao é continua se o for em todos os pontos do seu dominio.

Nota 0.5.1 Uma funcdo f definida num intervalo fechado [a,b| diz-se continua
se for continua em la,b| e for continua a direita em a (isto é, lim f (x)=f(a))e
X—a

a esquerda em b (isto é, hril f(x)=f(D)).
X—0~
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Uma fung@o f : [a,b] — R limitada diz-se continua por pedacos se existem
X0,X1,X%2, -, X € R tais que a =x9 < x1 <xp <---<x, =b e para cada i =
1,2,---,n f é continua em |x;_1,x;[. Além disso, os limites laterais

lim f(x) (i=0,1,...,n—1)e lim f(x) (i=1,2,...,n)

X—>X?— xaxi

existem (e sao finitos).
Dos resultados enunciados sobre limites vém imediatamente as duas proposi¢des
seguintes:

Proposicao 0.5.2 Se f e g sdo continuas em a, entdo também sdo continuas em a
as funcoes: f+g, f-g e g, desde que g(a) # 0.

Proposicao 0.5.3 Uma funcdo polinomial é continua em R.

A proposi¢ao seguinte, que no fundo diz que o comportamento da composi¢ao
de fungdes face a continuidade € bom, é usado muitas vezes.

Proposicao 0.5.4 Se g é continua em c e f é continua em b = g(c), entdo fog é
continua em c.

Geometricamente o resultado seguinte € 6bvio. A prova pode encontrar-se em
qualquer da nossas referéncias.

Proposicao 0.5.5 (Teorema dos valores intermédios) Se f é uma fungdo continua
num intervalo fechado |a,b] e se w é um niimero entre f(a) e f(b), entdo existe
pelo menos um valor ¢ € [a,b] tal que f(c) = w.

Corolario 0.5.6 Se f ¢é continua num intervalo fechado |a,b] e f(a) e f(b) tém
sinais contrdrios, entdo existe ¢ € [a,b] tal que f(c) =0.

Corolario 0.5.7 Se f ¢ continua e ndo tem zeros num intervalo, entdo f(x) > 0
ou f(x) < 0 para todo o x nesse intervalo.
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Capitulo 1

Derivacao

Neste capitulo comeg¢amos por recordar o ja bem conhecido conceito de deri-
vada. Sao depois dados diversos resultados com os quais o aluno pode ndo estar
tdo familiarizado. Estes incluem a derivacdo implicita e a regra de L’Hopital,
muito Util para levantar indeterminacdes que ocorrem quando se pretendem cal-
cular limites.

1.1 Definicao e resultados basicos

Problema.
Encontrar uma linha recta L que seja tangente a curva C no ponto P.

P

Vamos comegar por considerar curvas que sao graficos de func¢des continuas. Su-
ponhamos que C é o gréafico de y = f(x) e que P € o ponto (xg,yo) de C (isto é,
yo = f(x0)).

A primeira questao que se coloca é: como definir tangéncia? Vejamos que se
pode dar uma definicdo aceitavel usando limites.

Se O € um ponto de C diferente de P, a recta que passa por P e por Q diz-se
secante a curva C. Quando Q se move ao longo de C, esta secante roda a volta de
P. A recta L que passa por P e cujo declive € o limite dos declives das secantes
PQ quando Q se aproxima de P ao longo de C ¢ a recta tangente a C em P.

Versao de 27 de Setembro de 2007 21
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Xo Xo+h

Note-se que, no caso de C ser o grafico de uma func¢do y = f(x), se tem P =
(x0, f(x0)), para algum xg e, sendo Q # P, a primeira coordenada de Q ¢ diferente
de xo (por f ser uma funcdo), digamos xg + &, com h # 0. O declive de PQ é,

entao,
f(xo+h) — f(xo)
h

que se diz o quociente de Newton de f em x.
Suponhamos que f é continua em x( e consideremos o limite

hnlf(XO4-h)-f(Xo)‘
h—0 h

- Se o limite existir e for m, entdo a recta

y=m(x—x0)+ f(xo),

de declive m e que passa no ponto (xg, f(xo)), diz-se a tangente ao grdfico

y = f(x) em P.
- Se o limite for +o0 ou —oo, a recta x = x¢ diz-se a tangente ao grafico de
y=f(x)emP.

- Se o limite ndo existir, sem ser +eo, dizemos que o gréfico de y = f(x) ndo
tem tangente em P.

Definicao. A derivada de uma fungdo f é uma fungio f’ definida por

fleth) = f(x)
h

f(x) = lim

desde que este limite exista.

Quando f’(x) existe, dizemos que f € derivdvel (ou que € diferencidvel) em x.
Quando f’(x) ndo existe, dizemos que f ndo é derivdvel em x e, se x pertencer ao
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dominio de f, dizemos que x € um ponto singular de f. Dizemos que uma fungao
€ derivdvel se for derivavel em todos os pontos do seu dominio.

Dependendo do dominio da fun¢do, podem ser necessarias pequenas adaptagdes
a defini¢@o. Por exemplo, a fun¢o f ser derivdvel em |a,b] significa que f é de-
rivavel em |a, b| e que é derivdvel a esquerda em b, isto é, existe

i LBHD) —f()
h—0- h

E habitual usar outras nota¢des para a derivada de y = f(x):

f(x) =Dyf(x) =Dy =y = D _ %f(X)-

dx
Querendo indicar a derivada no ponto xp, podemos usar notacdes como por

exemplo f’(xp) ou % :
X=X

Exemplo 1.1.1 Seja f definida por f(x) = 3x* +3x — 8. Determine:
(a) f'(x), para qualquer x;
(b) f(2);

(¢) uma equacdo da recta tangente ao grdfico de f no ponto (2,10).

Solucao. (a)
(3(x+h)>+3(x+h)—8) — (3x* +3x—8)

/ — 1
f) ) ) h
6xh+3h”+3h
— gim O i (6x+h+3) = 6x 4 3;
h—0 h h—0

b f(2)=6x2+3=15;
() y=15(x—2)4+10< y=15x—20. ]

Exemplo 1.1.2 Determine a derivada de fungdo

fx) = Il

Solucio. O gréfico da fungdo pode esbocgar-se como se segue:
. X+h—x .
Sex>0,lim—— =lim- =1.
h—0  h h—0 h
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—(x+h)—(—x) . —h

li =lim — = -1
Sex <0, lim I i h
Se 0, tem-se lim h 1, mas lim —h 1, logo lim 1] ndo existe, ja
X =V, = - = 1, - = — 1 _ X H
h—0t+ h h—0- h £ h—0 h ]

que os limites laterais sdo diferentes.

Assim, f'(x) = { bosex>0 a6 estando f’ definida em 0 (0 é um

-1 sex<0”’
ponto singular). O facto de f’ ndo estar definida em 0 ndo € surpreendente, ja que
o gréfico de |x| apresenta um bico em (0, |0]). |

Como a func@o |x| é continua em R, o Exemplo mostra que uma fungdo
continua nao € necessariamente derivavel. Mas se for derivavel, é continua, como
mostra a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.1.3 Se f é uma funcdo derivdvel em a, entdo f é continua em a.

Demonstracao. Tem-se

Fo)= i D10 _ g 100100
70 =TI ()4 fa), sex#a
Assim,

lim f(x) = limw-lim(x—a)—l-limf(a) =f(a)-0+ f(a)=f(a). m

x—a x—a  xX—a x—a x—a
Proposicao 1.1.4 Sejam c um niimero real e n um niimero natural. Tem-se:
1. Se f(x) =c, entdo f'(x) =0.
2. Se f(x) =x", entdo f'(x) = nx""".

Demonstracao. Exercicio. n

A proposi¢do seguinte fornece-nos técnicas para calcular derivadas de funcdes
dadas por expressoes relativamente complicadas a custa das derivadas de fungdes
mais simples.

Proposicao 1.1.5 Sejam f e g funcoes derivdveis em a. Tem-se:

L (f+g)(a)=f'(a)+&(a)
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2. (f-8)(a)=f"(a)-gla) + f(a)-¢'(a)

N fa)-gla) — fla)-g'(a)
2 (1) - Gy W7o
Demonstracao. Exercicio. ]

Proposicio 1.1.6 Seja o um miimero real. Se f(x) = x%, entdo f'(x) = ox® !,
desde que x # 0 se o < 1.

A demonstracdo desta proposicdo para o racional ndo € dificil, usando as
técnicas de derivacdo da proposicao anterior. De qualquer modo, sugerimos con-
sultar a literatura para uma demonstracdo completa.

2
3

Exemplo 1.1.7 Sejay= Vx2. Como y=x3 vemque y = %x_%, se x # 0.

A proposi¢do seguinte da-nos as derivadas das funcdes trigonométricas.
Proposicao 1.1.8 Tem-se:
1. D, senx = cosx

. Dy, cosx= —senx

. Dy tgx = sec’ x

2

3

4. D, cotgx = —cosec’x
5

6.

. Dy secx = secx tgx

. Dy cosecx = —cosecx cotgx.

Proposicao 1.1.9 (Regra da cadeia) Sejam y = f(u) e u = g(x) fungdes. Supo-

: d u . : :
nhamos que as derivadas d_y e I existem ambas (isto é, f é derivdvel em g(x)
u dx

e g é derivdvel em x). Entdo a fungcdo composta'y = f(g(x)) tem derivada (em x)
dada por

[F(g)] = f'(g(x))-&'(x).

d dy d
A igualdade a_oa pode ajudar a memorizar. Note-se, no entanto, que
dx du dx

a parte esquerda nao se obtém da direita por anulacio de du. De facto, Z—Z nao é o
quociente de duas quantidades, mas uma quantidade.

Exemplo 1.1.10 D,(3x+sen(2x)) = 3+ cos(2x) - 2.
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1.2 Uso das derivadas

As derivadas ajudam-nos a interpretar certas variagcdes no mundo que nos ro-
deia. Vejamos alguns exemplos.

1.2.1 Aproximacao de quantidades pequenas
Suponhamos que a quantidade y é funcéo da quantidade x, isto é, y = f(x).
Pretendemos saber como uma variacao Ax na quantidade x afecta a quantidade y.
A variacdo Ay é dada por
Ay = flx+Ax) = f(x).

A
Se a variacdo Ax for pequena, podemos usar o facto de A_z ser aproximada-

d
mente a derivada d_y para obter uma aproximagao de Ay:
X

Ay dy ,
y Ax dxAx f(x)-Ax

Exemplo 1.2.1 Em que percentagem aumentamos a drea de um circulo se au-
mentarmos o seu raio em 2%?

dA
Solucio. Tem-se A =172, logo AA~ = Ar =27r Ar.
r

2 2 4 4
Como Ar = ——r, temos AA ~ 27 X ——r = — T = —A,
omoAr= 100" M "*700" 100~ 100
Logo, a drea € aumentada em aproximadamente 4%. [

E possivel determinar majorantes para o erro cometido, mas ndo vamos tratar
disso aqui. Este tema é um pouco mais desenvolvido na Sec¢io

1.2.2 Taxa de variacao

Seja y = f(x) uma fun¢@o definida num intervalo aberto contendo o ponto
a. A taxa média de variagdo de y = f(x) em relagdo a x no intervalo [a,a + h]

h) —
é flat })z f(a)‘ A taxa instantdnea de variagdo de y em relacdo a x em a é
o flah) — f(a)
h—0 h

Se a funcdo f nos der a posicdo de uma particula em movimento rectilineo
como fun¢do do tempo, é imediato reconhecer que a taxa média de variacao nos

= f'(a), desde que este limite exista.
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da a velocidade média da particula num certo intervalo de tempo e que a taxa ins-
tantanea de variagcdo nos da a velocidade da particula num determinado instante.

Suponhamos entdo que um objecto se move ao longo de um eixo e que a sua
posic¢do no instante t é x = f(z). A velocidade do objecto no instante ¢ é:

dx y
V=—= t).
A aceleracdo € a taxa instantanea de variacdo da velocidade, sendo, portanto,

dv
a=—.
dt

1.3 Derivadas de ordem superior

Pode acontecer que a derivada y' = f’(x) de uma fungdo y = f(x) seja ela
propria uma func¢do derivavel em x. A sua derivada diz-se a segunda derivada de
f em x e representa-se usando alguma das notagdes seguintes:

v dy dd d?
Y = f'(x) = 5 = T () = S5 f(x) = Dy = DIf(x).

Podemos, mais geralmente, ter derivadas de ordem n, sendo usadas notagdes
andlogas:

_ 4
dxn

Uma fungio diz-se de classe C* se for k vezes derivavel e a derivada de ordem
k for continua.

Exemplo 1.3.1 Se n é um inteiro positivo e f(x) = x", tem-se

n! _
K se0<k<n

0 sek>n
Segue facilmente que a derivada de ordem n da fun¢do polinomial de grau n
apx" + ...+ ajx+ap

€ nla, e que qualquer derivada de ordem superior a n da mesma funcao € 0.
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Exercicio 1.3.2 Sejam A, B e k constantes. Mostre que a funcdo
y =Acos(kt) + Bsen(kt)

é solucdo da equacdo
d’y >
a2 +k“y=0. (1.1)
A equagdo ¢ um exemplo de uma equacdo diferencial de segunda ordem

(ver Capitulo 2?).
1.4 Derivacao implicita

Referimos no inicio do capitulo o problema da determinagdo de tangentes
a curvas e resolvémo-lo para o caso de curvas que siao graficos de fungdes de-
rivaveis. Mas nem sempre as curvas sao graficos de funcdes. Em geral, o grafico
de uma curva € o grafico de uma equagdo em duas varidveis F(x,y) = 0.

Exemplo 1.4.1 Para a circunferéncia x> +y* = 25, temos F (x,y) = x> 4+ y> —25.

Por vezes a equacdo ndo pode ser resolvida explicitamente em ordem a y, no
entanto vemos a equac¢do como definindo implicitamente y como uma ou mais
funcdes de x. A ideia da derivagdo implicita é “derivar a equacdo em ordem a x,

d
obtendo a derivada d—y ouy”.
x

d
Exemplo 1.4.2 Determine d—y, se y*> =x.
X

Solucao. Tem-se
d

2
a(y ) - E-&
donde, usando a regra da cadeia no primeiro membro (y é funcdo de x), vem
2 Q =1, logo d—y _ 1 ]
Yax = 08 dx 2y

No exemplo anterior, y> = x define duas funcdes de x, derivaveis, que co-
nhecemos explicitamente: y; = y/x € yo = —/x. Para x > 0 podemos encontrar
derivadas:

dyp 1 1
dx  2yx 2y
dy2 N 1 . 1
dx  2yx 2y’
o que estd de acordo com o obtido por derivacao implicita.
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Nota 1.4.3 Existe um teorema, o Teorema da Funcdo Implicita, que justifica a
legitimidade de usarmos derivacdo implicita. Ele diz, basicamente, que parte
do grdfico de uma curva F(x,y) = 0 perto de um ponto (xo,yo) dessa curva é o
grdfico de uma fungdo de x derivdvel em xo, desde que F (x,y) seja suficientemente

d
“regular”e d—F(X07Y)|y:yo 7 0.
y

Exemplo 1.4.4 Determine o declive da tangente a circunferéncia x* +y* = 25 no
ponto (3,—4).

Solugao. Usando derivacao implicita, temos:

d , d , d
— —y = —25
dxx + dxy dx
dy
2x+2y—=0
o Y dx
dy x
dx y’
. < A , X 3 3
O declive da tangente a circunferéncia em (3,—4) é — - = =
Yigey 4 4

Como a circunferéncia é a uniio dos graficos das fungdes y; = v25—x% e
y2 = —V/25—x? e (3,—4) pertence ao gréfico de y,, o problema poderia também

d -2
ser resolvido do seguinte modo: a2 =— al

dx =3 2v/25 — x2

— = —.
x=3 2\/E 4

Exemplo 1.4.5 Determine uma equagdo da tangente a curva x* +xy +2y> = 4
no ponto (—2,1).

Solucio.  Tem-se 2x+y+xy +6y*y = 0.
Substituindo x por —2 e y por 1 e resolvendo em ordem ay’, vem y'(—2,1) = %.
Assim, a recta pedida tem de equagao

3 3 5
= - 2Q)+ley=-x+—-. ]
y 4(x—|— )+ 1ey PR

d
Exercicio 1.4.6 Determine d—y se ysenx = x> 4 cosy.
X

d 3x% —ycosx
Solucao. @y _ X T yeost [ |
dx senx-+seny
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Podem também determinar-se derivadas de ordem superior.
. 1 dzy 2
Exemplo 1.4.7 Determine y" = L se xy—+y” =2x.
X
Solucio.

27, V' = (x42y) (=Y — (2—y)(1+2Y)
x+2y° (x+2y)2

y

Substituindo y' pela expressdo antes obtida e usando a igualdade xy + y* = 2x,
vem:
/" —8

T2yt -

1.5 Derivada da func¢ao inversa

Seja f derivdvel num intervalo aberto |a, b| e suponhamos que f’(x) > 0 para
x €]a,b[ (o que implica que f é crescente em |a, b[) ou que f'(x) < 0 para x €]a,b|
(logo f € decrescente em ]a,b[). Em qualquer dos casos, f € injectiva em |a,b]| e
tem inversa f~! definida por

y=f"0) ex=f0), (a<x<b).

Lembramos (ver pagina ??) que o grifico de f~! se obtém do de f fazendo
um reflexdo sobre a recta y = x. Se o gréfico de f ndo tem tangentes horizon-
tais, o grafico de f~! ndo tem tangentes verticais, o que faz pensar que f~! serd
derivavel. J

Sejay = f! (x). Para determinar d—y, resolvemos a equacao em ordem a x:

X
dy

x = f(y) e derivamos implicitamente: 1 = f’(y)d—. Logo
x

dy 11
dx  f'(y)  f(f1 )

Obtemos entdo a formula

d

S ) E—
& W= )
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Nota 1.5.1 Suponhamos que f e f~' sdo deriviveis. Tem-se f(f~'(x)) = x.
Usando a regra da cadeia, temos

FU@)- Y@ =1. (1.2)
Resulta de novo a formula:

o
)

De resulta imediatamente que se a é tal que f'(f~'(a)) =0, entdo f~!
ndo é derivdvel em a.

(F (0 =

Exemplo 1.5.2 Mostre que f(x) = x> 4 x é injectiva (em R). Notando que f(2) =
10, determine (f~1)'(10).

Solucdo.  Tem-se f'(x) = 3x* 41 > 0, Vx € R. Consequentemente, f é estrita-
mente crescente e, portanto, injectiva.

N B 1 1 _i
V0= By T e T "

1.6 Derivadas das func¢oes logaritmica e exponencial

Comecemos por observar que, para cada x > 0, o logaritmo natural (ou loga-
ritmo de base e) Inx pode ser definido como a drea da regido do plano limitada
pelarecta y = 0, pelo gréfico da fungdo y = % e pelas rectas verticaist =1 et = x.

d 1
Proposicao 1.6.1 Se x > 0, entdo — Inx = —.
dx by



32 1. Derivagao

Demonstracao. Para i > 0, In(x+ /) —Inx é a drea da regido do plano limitada
pela recta y = 0, pelo grafico da fungdo y = % e pelas rectas verticais t = x e
t = x+ h. Comparando com as dreas dos rectangulos assinalados na figura, tem-

Se:

h h
i <In(x+h)—Inx < pt

X XFN

Dividindo todos os membros das inequacdes por & e usando o teorema do
encaixe para limites laterais, temos

. In(x+h)—Inx 1
lim ———— = —.
h—0+ h X

Usando argumentos semelhantes, resolve-se também o caso de h < 0, isto &,
0 < x4+ h < x, concluindo-se assim a demonstragao. [ ]

X

d
Proposicio 1.6.2 Para x € R, d—ex =
X

Demonstracao. Sendo y = ¢* vem que x = Iny. Usando derivagdo implicita, tem-

d d
selz;%,donded—i:y:e". |
d X d xlna xlna b
Nota 1.6.3 Para a > 0, d—a = d—e =e¢ "“-lna=a -Ina.
X X

. d : ..
Assim, d—ax é negativa se 0 < a < 1 e positiva se a > 1. Logo, para a > 0
X

e a# 1, a fungdo a* é injectiva e a sua inversa diz-se o logaritmo de base a e
representa-se por log, x.

Exercicio 1.6.4 Determine a derivada de /'1 + e2*.

er
Solucao. ——— [ ]

V14 e2x
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1.7 Derivadas das funcoes trigonométricas inversas

d 1
Proposicio 1.7.1 Tem-se  Aresenx = Vg (x €] —1,1]).
~ T T
Demonstracao. Lembramos que y = arcsenx < x =seny e 5 <y< 5
d
Usando derivagdo implicita, tem-se 1 = cosy- d_y
X
e T
Como —3 <y< > tem-se cosy > 0, donde cosy = /1 —sen2y = /1 — x2.
dy 1 1
Logo — = = . ]
80 ix cosy /1—x2
d 1
Exercicio 1.7.2 Mostre que — (arcsen )—C> = —
dx a a2 — x2

Com uma demonstracdo anédloga a da proposi¢do anterior:

d 1
Proposicao 1.7.3 Tem-se e arctgx = et
Exercicio 1.7.4 Most d (arct x> a
. ostre que — - )= ——.
e £ a’+x?

1.8 Teorema do valor médio e resultados relaciona-
dos

O resultado seguinte é usado na demonstracdo do Teorema do valor médio
e € util por si s6. A sua demonstracdo, que ndo faremos, usa a completude do
conjunto dos ndmeros reais.

Teorema 1.8.1 Uma funcdo continua definida num intervalo fechado limitado
atinge um mdximo e um minimo nesse intervalo.

Proposicao 1.8.2 Se f é uma funcdo definida num intervalo aberto |a,b| e atinge
um mdximo ou um minimo no ponto ¢ €)a,b| e f'(c) existe, entdo f'(c) = 0.
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Demonstracao. Suponhamos que f atinge um méiximo em c. (Para o caso de
atingir um minimo seria andlogo.) Entdo f(x) — f(c) < 0, para qualquer x €|a, b|.

Se x €]c, b, entdo w <0, logo
f'(¢) = lim fx) = /() <0.
x—cT XxX—cC
Analogamente, se x €|a, c[, tem-se w >0, logo
f'(¢) = lim f(x)— fle) >0
xX—cC~ X—C
e, portanto, f’(c) = 0. n

Teorema 1.8.3 (Teorema de Rolle) Suponhamos que g é uma funcdo continua
num intervalo fechado [a,D| e que é derivdvel no intervalo aberto |a,b|. Se g(a) =
g(b), entdo existe ¢ €|a,b] tal que g'(c) =0.

Demonstrac¢do. Se g for constante, tem-se g’(c) = 0, Vc € [a,b]. Se g ndo for
constante, suponhamos que existe xp €]a,b|[ tal que g(xo) # g(a). Vamos supor
que g(xo) > g(a). (Se g(xo) < g(a) é andlogo.) Pelo Teoremall.8.1] g atinge um
médximo nalgum ponto ¢ € [a,b]. Como g(c) > g(xo) > g(a) = g(b), ¢ ndo pode
ser a nem b, logo ¢ €]a, b[, donde g é derivavel em c. Pela Proposi¢do vem
que g'(c) =0. n

Teorema 1.8.4 (Teorema do valor médio) Se f é continua num intervalo fechado
la,b] e é derivdvel no intervalo aberto |a,b|, entdo existe um ponto ¢ €la,b| tal

que
1@ _ gy

O teorema do valor médio também é conhecido por Teorema de Lagrange. Nao
faremos uma demonstra¢do completa, mas indicamos a seguir uma estratégia para
a fazer: considera-se

8(0) = £(x) = (£(a) + T2 =20 (- a)
e completa-se a demonstracdo usando o Teorema de Rolle.

Aplicando o Teorema do valor médio a fungdo

h(x) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)) = (f(b) — g(a))(f(x) — f(a))

e tendo o cuidado de justificar que ndo se fazem divisdes por 0, obtém-se o resul-
tado seguinte que também € conhecido por Teorema de Cauchy.
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Teorema 1.8.5 (Teorema do valor médio generalizado) Se f e g sdo funcoes
continuas num intervalo fechado |[a,b|, derivdveis no intervalo aberto ]a,b| e
g (x) # 0 para todo o x €|a,b|, entdo existe um ponto c €la,b| tal que

Coroldrio 1.8.6 Se f ¢ continua num intervalo I e f'(x) = 0 para todo o ponto x
do interior de I, entdo f é constante em 1.

Demonstracao. Sejaxp € 1. Sex € I\ {xp}, existe ¢ entre x( e x (logo no interior

de /) tal que M
X — X0
f(x) = f(xo). :

= f'(c), pelo teorema do valor médio. Obtemos, entio,

Exemplo 1.8.7 Mostre que senx < x, Vx> 0.

Solucdao. Sex > 1 ¢ dbvio. Se 0 < x < 1, pelo teorema do valor médio, existe
¢ €]0,x[ tal que

senx senx—sen(Q d
= = —senx|y—. =cosc < 1. |
X x—0 dx

Teorema 1.8.8 (Regra de L’Hopital) Sejam f e g funcdes derivdveis num inter-

_ X
valo aberto |a,b| contendo c, excepto eventualmente em c. Se lim % conduz a
x—c g(x
0

uma indeterminacdo da forma § ou = e g'(x) # 0 para x # c, entdo

LACI TG

T
egln) e g()
/ /
desde que lim F(x) exista ou lim F() =
x—c g’ (x) x—e g'(x)

A demonstracdo usa o teorema do valor médio generalizado e mais uma vez
remetemos para a literatura.

Nota 1.8.9 A regra de L’Hopital é também vdlida para limites laterais e também
pode ser aplicada a limites com x — oo,

Exemplo 1.8.10 Calcule lim ST

x—0 X
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Solucdao.  Temos uma indeterminacio do tipo 8. Como as fungdes senx € x sao
derivaveis (em R) podemos aplicar a regra de L’Hopital. Temos entdao
senx cosx

lim =lim— = 1. [}
x—0 X —0 1

Exercicio 1.8.11 Mostre que lim xi=1.

X—00



Capitulo 2

Aplicacoes das derivadas

As aplicacdes das derivadas em que incidird o nosso estudo centram-se no
esboco de graficos de fungdes e no estudo dos polinémios de Taylor. Existem
imensas outras.

2.1 Intervalos de monotonia

Temos aqui mais uma aplica¢do do Teorema do valor médio.

Proposicao 2.1.1 Seja J um intervalo aberto e seja I um intervalo que consiste
dos pontos de J e eventualmente algum seu extremo. Suponhamos que f é continua
em I e derivdvel em J.

1. Se f'(x) > 0 para todo x € J, entdo f é estritamente crescente em [

(isto é, Vx1,x3 € I, x1 < x3 = f(x1) < f(x2)).

2. Se f'(x) <0 para todo x € J, entdo f é estritamente decrescente em I

(isto é, Nx1,x3 € I, x1 < x3 = f(x1) > f(x2)).

3. Se f'(x) > 0 para todo x € J, entdo f é ndo decrescente em |

(isto é,Vx1,x2 €1, x1 <x3 = f(x1) < f(x2)).

4. Se f'(x) <0 para todo x € J, entdo f é ndo crescente em |

(isto é,Vx1,x2 €1, x1 <x3 = f(x1) > f(x2)).

37
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Demonstracao. Sejam x;,x; € I, com x; < xp. Pelo teorema do valor médio
(que podemos aplicar pois f é continua em [x1,x;]| e derivdavel em |x;,x;[) existe
¢ €]x1,x2[C J tal que
Jlx) = fla
( ) ( ) — f/(C),
X — X1
logo
fl2) = f(x1) = (2 —x1) f'(c).
Como xp —x1 >0, f(x2) — f(x1) tem 0 mesmo sinal que f(c), sendo 0 se f/(¢) o
for. [ ]

Os intervalos de monotonia de uma funcio sao os maiores intervalos abertos
em que essa fun¢do € mondtona (crescente ou decrescente).

Exemplo 2.1.2 Determine os intervalos de monotonia da funcdo
flx)=x>—12x+1.
Solucdo. f'(x) =3x>—12=3(x—2)(x+2), logo f/(x) >0em ] —oo,—2[ e em

]2,4e0[ e f'(x) <0em ] —2,2[. Podemos construir o seguinte quadro que ajuda a
visualizar a situacao:

-2 2
x=2| — | — | — 0 +
x+2| — | 0| + + +
fl + 10— 0| +
f&) | /1T N |15

Temos entdo que f € estritamente crescente em | — oo, —2[ e em |2, +oo[ € que
f € estritamente decrescente em | —2,2]. n

2.2 Maximos e minimos locais

E importante ter presente que uma funcdo continua definida num intervalo
fechado tem um maximo e um minimo (Teorema|[I.8.1).

Definicao. Dizemos que uma fun¢do f tem um mdximo local no ponto xy do seu
dominio (dizendo-se entdo f(xg) um valor de mdximo local) se existir h > 0 tal
que f(x) < f(xo) parax € Dom(f) N |xo — h,xo + Al
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Dizemos que uma func¢do f tem um minimo local no ponto xy do seu dominio
(dizendo-se entdo f(xo) um valor de minimo local) se existir h > 0 tal que f(x) >
f(x0) para x € Dom(f) N |xo — h,xo+ Al

A figura seguinte sugere que os extremos locais de uma funcao f pertencem a
alguma das seguintes classes de pontos:

(i) pontos criticos de f (pontos do dominio de f onde f’(x) = 0);

(ii) pontos singulares de f (pontos do dominio de f onde f nao € derivavel);

(iii) extremidades do dominio de f (pontos que ndo pertencem a um intervalo
aberto contido no dominio de f).

Proposicao 2.2.1 Os extremos locais de uma fungdo f estdo, de facto, entre as
classes de pontos definidas acima.

Demonstracao. Suponhamos que xp € um méaximo (respectivamente minimo) lo-
cal de f e que xp nao € uma extremidade do dominio de f nem um ponto singular
de f. Entdo f(x) estd definida nalgum intervalo |xo — h,xo + &, sendo xp um
maximo (respectivamente minimo) absoluto nesse intervalo. Como xp ndo € sin-

gular, f'(xo) existe, tendo-se f’(xp) = 0, pela Proposi¢éo u

Para demonstrar a proposi¢ao que se segue, basta atender a informacao dada
pelo sinal da derivada sobre o crescimento/decrescimento da funcdo, isto é, pela
Proposicao|2.1.1

Proposicao 2.2.2 Seja xo um ponto do dominio de uma funcdo f.
12 parte (pontos criticos interiores e pontos singulares)

Suponhamos que f é continua em xy e que xo ndo é uma extremidade do
dominio.

(i) Se existir um intervalo aberto la,b| contendo xg tal que f'(x) > 0 para x €
la,xo| e f(x) <0 para x €]xy,b|, entdo f tem um mdximo local em x.

(ii) Se existir um intervalo aberto |a,b| contendo xy tal que f'(x) < 0 para x €
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la,xo[ e f'(x) > 0 para x €]xo,b|, entdo f tem um minimo local em xo.
22 parte (extremidades do dominio)

Suponhamos que xy é uma extremidade esquerda (respectivamente direita) do
dominio e que f é continua a direita (respectivamente esquerda) em x.

(i) Se f'(x) > 0nalgum intervalo |xo,b[ (respectivamente |a,xo|), entdo f tem um
minimo (respectivamente mdximo) local em xy.

(ii) Se f'(x) < 0 nalgum intervalo )xq,b| (respectivamente la,xo[), entdo f tem
um mdximo (respectivamente minimo) local em x .

Proposi¢io 2.2.3 Suponhamos que f é derivdvel duas vezes e f'(xo) = 0. Tem-se:
1. Se f"(xp) <0, entdo f tem um mdximo local em xy.
2. Se f"(xp) > 0, entd@o f tem um minimo local em x.

3. Se f"(x¢) = 0, nada se pode concluir.

Demonstracao. 1. Tem-se:
. f'(xo+h) T f'(xo+h) — f'(x0) o
o A% I =/ x0) <0.

Logo, para h > 0 (pequeno), tem-se f'(xo+h) < 0 e para h < 0 (pequeno)
tem-se f’(xo+ h) > 0. Agora basta usar o resultado anterior.

2. Andloga a prova da alinea anterior.

3. f(x) =x* f(x) = —x* f(x) = x> sdo exemplos que provam a afirmagio:
Em qualquer dos casos tem-se f”(0) = f/(0) = 0, mas:
- a primeira funcdo tem um minimo em 0;
- a segunda funcao tem um maximo em O;

- a terceira funcao nao tem maximo nem minimo em O.

2.3 Concavidades e pontos de inflexao

Diz-se que uma func¢do f € convexa (ou que tem a concavidade voltada para
cima) num intervalo aberto / se, para quaisquer a,b € I, com a < b, 0 segmento
de recta que une (a, f(a)) a (b, f(b)) esta acima do gréfico de f em |a,b|.
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Diz-se que uma func¢do f € concava (ou que tem a concavidade voltada para
baixo) num intervalo aberto [ se, para quaisquer a,b € I, com a < b, o segmento
de recta que une (a, f(a)) a (b, f(b)) esta abaixo do gréfico de f em |a,b|.

Um ponto (a, f(a)) do gréfico de f diz-se um ponto de inflexdo da curva y =
f(x) (diz-se também que f tem um ponto de inflexdo em a) se:

1. o grifico de f tem uma tangente em (a, f(a));
2. afuncgdo f € convexa de um dos lados de a e concava do outro.
O resultado seguinte, de facil demonstragdo, € muito util.

Proposicio 2.3.1 1. Se f”(x) > 0 num intervalo I, entdo f é convexa em I.
2. Se f"(x) < 0 num intervalo I, entéo f é concava em I.
3. Se f tem um ponto de inflexdo em xq e " (xg) existe, entdo f"(xy) = 0.

Exemplo 2.3.2 Determine os intervalos de monotonia, os valores extremos e as
concavidades de f(x) = x* —2x3 + 1. Esboce o grdfico de f.

x — A3 2 _n,2 = 3
Solugdo. Tem-se f'(x) = 4x” — 6x* = 2x*(2x — 3). Os zeros de f' sdo O e 5.

0 2
2 [+ (o] + | + | +
2-3| — |—| = | 0 | +
flxy| — 0] — | 0 | +
S NN 5]

A derivada f’(x) é positiva em |3, +oo[ e negativa em ] — 0,0 U0, 3[, logo f
é estritamente crescente em |3, 4o e estritamente decrescente em | —o0,0[ e em
]0,3[. De facto, f € estritamente decrescente no intervalo | — oo, 3[. Atinge um

minimo local em % e o seu valor € f (%) = —%; ndo tem maximos locais.
Tem-se f"(x) = 12x*> — 12x = 12x(x — 1). Os zeros de f” sdo Oe 1.
0 1
12x | — |0 + | + | +
x—=1| — | =] — | 0| +
") + [0 — | 0] +
fx) ] u |1 njo0] U

A segunda derivada f”'(x) € positiva em | —o0,0[ U]1,+oo[ € negativa em |0, 1],
logo f € convexa em | —0,0[ e em |1, +oof e cOncava em ]0,1]. Tem pontos de
inflexdioemx=0ex = 1.
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2.4 Esboco do grafico de uma funcao

Para fazer o esbogco do grafico de uma fung¢do, normalmente procuram-se
informacdes dadas

e pela propria funcdo: intersecgdes com os eixos, possiveis simetrias, etc.;
e pela derivada: intervalos de monotonia;
e pela segunda derivada: concavidades.

Deve ainda ser feito o estudo das assintotas: rectas das quais o grafico da funcao
se aproxima arbitrariamente a medida que a distancia a origem tende para infinito.

Definicao.

1. O gréafico de y = f(x) tem uma assintota vertical x = a se lim f (x) = doo
X—a

ou lim f(x)=4oeo ou ambos.
Xx—a~—

2. O gréfico de y = f(x) tem uma assintota horizontal y = L se liIE fx)=L
X— oo
ou lim f(x)=L ou ambos (L € R).

X——0o0
3. A recta y=mx+b, com m # 0, € uma assintota obliqua do grafico de
y= f(x) se liT (f(x)—(mx+b)) =0 ou lim (f(x)— (mx+b)) =0
X—>T0 X— —o0

ou ambos.

Exemplo 2.4.1 (Assintotas de fungoes racionais)

Seja f(x) = )
n(x)
miais de graus m e n, respectivamente, e que ndo tém raizes comuns. Entdo o
grdfico de f

(a) tem uma assintota vertical em cada x tal que Q,(x) =0 (ou seja, em cada
zero de Q,,);

(b) tem uma assintota horizontal bilateral y =0 se m < n;

(c) tem uma assintota horizontal bilateral y =L (L #0) se m=n (L é o
quociente dos coeficientes dos termos de mais alto grau de Py, e Q,);

(d) tem uma assintota obliqua bilateral se m =n+1 (tem-se f(x) = mx+

R
+ ﬂ, sendo y = mx+ b a assintota. R(x) é o resto da divisdo de P,,(x) por

On(x)

On(x) e mx+ b o quociente);
(e) ndo tem assintotas horizontais nem obliquas se m > n+ 1.

uma funcdo racional em que Py, e Q, sdo funcoes polino-
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X3

Exemplo 2.4.2 Determinar a assintota obliqua de y = ———.
x*+x+1
Solugdo. Efectuando a divisdo de x* por x*> +x + 1 obtém-se o quociente Q(x) =
x—1eoresto R(x) = 1. Entdo:
¥=x-1)(*+x+1)+1 donde f(x)=x—1+ )ﬁ Temos entdo uma
assintota obliqua: y = x— 1. |

X2+ 2x+4

Exemplo 2.4.3 Esboce o grdfico de f(x) = >
X

Solucdo. (Informacdes dadas directamente pela fungao.)
X

Podemos comecar por simplificar a expressdo: f(x) = > +14-.
X
Dominio: R\ {0}.
Assintotas:
= 5 + 1 € assintota obliqua. (Verifique.)
lir(l)l+ f(x) =+ lir(r)l f(x) = —oo, logo x =0 ¢ assintota vertical bilateral.
xX— x—0—

N3ao tem assintotas horizontais.
Nao € par nem impar nem o seu grafico intersecta os eixos coordenados.

(Informacdes dadas pela 1* derivada.)
1 2 x*—4

Tem-se: f'(x) = = — = = ———;

em-se: f (x) 5T 2 72

Pontos criticos: 2 e —2.

-2 0 2

-4 + 0] — | —4]-]0] +
2% | + |4+ |+ |0 |+]|+]| +
ff&x) + 10| — |nd|—]0| +
f) | =1\ |jnd |\ | 3]/

f € crescente em | — oo, —2[ € em |2, 4oo[ (onde f’(x) € positiva) e decrescente
em|—2,0[ e em |0,2[ (onde f'(x) é negativa). Tem um médximo local de valor —1
em x = —2 e um minimo local de valor 3 em x = 2.

(Informagdes dadas pela 2% derivada.)
f(x)= )% nunca se anula. f”/(x) > 0em ]0,+oo[ e f”'(x) < 0em | —e0,0[, logo f
é convexa em |0, +oo[ e cOncava em | — o0, 0[. Néo existem pontos de inflexdo.

O gréfico de f tem o seguinte aspecto:



44 2. Aplicacdes das derivadas

2.5 Polinémios de Taylor

A aproximacdo linear da funcao f (derivavel em a) no ponto a € a fungao
L(x) = f(a) + f'(a)(x—a).

Observamos que a recta y = L(x) é a tangente ao grafico de f no ponto a.
Observamos ainda que esta formula ja foi antes usada para aproximar pequenas
variagdes (Subseccdo[I.2.T)). Vamos agora ver melhores aproximagdes, bem como
estudar os erros cometidos.

O errocometido numa aproximacao € a diferenca entre o valor exacto e o valor
aproximado.

Suponhamos que £ (x) existe nalgum intervalo aberto contendo a. O po-
lindmio

/ /!
Pras) = f(@) + T a4 LD g L1
diz-se o polinomio de Taylor de ordem n de f em a. (Se pudermos subentender a e
f, escrevemos apenas P, (x)).
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Exemplos 2.5.1 Encontre polinomios de Taylor P, , f, para:
(a) f(x)=senx, a=0, n=3
(b) f(x)=¢", a n.

Solugo. (1) f/(x) =cosx. f/(x) = —senx. (x) = — cosx:
_ sen0 , cosO 5  x°
P30 s(x) =sen0+cos0x— S =a

(b) Tem-se f")(x) = ", para qualquer n, logo

a a

e e
x—a)2+-~-+ﬁ(x—a)".

Praf(x)=e"+—(x—a) +§(

]
Exemplo 2.5.2 Vamos usar polinomios de Taylor de e* no ponto 0 para encontrar

aproximagoes sucessivas de e.
Sendo f(x) = e*, vem e = f(1). Tem-se entdo

X2 x"
Py(x) = TR s
P(1)=1
P(l)=1+1=2
(1) =P(1)+3=2,5
P3(1) =Py(1) + ¢ = 2,66(6)
Py(1) = P3(1) + 5; =2,7083
Ps5(1) = P4(1) + 135 = 2,7166

O 2,7 parece ter estabilizado...

A demonstragdo do resultado seguinte usa o teorema do valor médio generali-
zado. Nao a faremos.

Proposicao 2.5.3 (Teorema de Taylor) Se a derivada de ordem n+1, f (n+1) (1),
existe para todo o t de um intervalo aberto contendo a e x e P,(x) é o polindmio

de Taylor de ordem n de f(x) no ponto a, entdo tem-se a formula (dita a férmula
de Taylor),

f(x) = Pa(x) + En(x)
onde o erro E,(x) (dito resto de Lagrange) é dado por
f(n+1) (X)

(n+1)!

em que X é um niimero entre a e Xx.

Ey(x) = (x—a)"*!
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Exemplo 2.5.4 Verifique que o polinémio de Taylor de ordem 1, P;(x), de €* no
ponto 0 é suficiente para calcular e com 3 casas decimais. (Tenha em consideragdo
que2 < e <3.)

Solu¢ao. O erro cometido na aproximagéo e* ~ P, (x) é

X
e
n( )_ n+1

BECES TR
para algum X entre 0 e x. Se x = 1, entdo 0 < X < 1, donde X < e < 3, tendo-se
entdo 0 < E7(1) < -y

(7+1)1"
Ora,
3 3
P 4
8! 40320 0,000074,

3
logo n =7 serve. (Tem-se 7 ~ (0,00059, logo nao temos a garantia de que n =6
sirva.) ' [ |



Capitulo 3
Integracao

A integracdo é, a par da derivagdao, um dos dois grandes temas do Cdlculo
Infinitesimal. Em certo sentido, trata-se de uma generalizacao do conceito de
area. A integracgdo esta, por via do Teorema Fundamental do Célculo, intimamente
ligado a primitivag@o a qual € uma espécie de inversa da derivagao.

3.1 Primitivas

Sera preciso esperar pela Sec¢do[3.4] para se perceber porque é que o conceito
de primitiva aparece no inicio de um capitulo dedicado a integracgao.

Uma primitiva de uma fungéo f é uma fungio F tal que F’(x) = f(x), para
todo o elemento x do dominio de f. Embora ndo adoptemos essa terminologia,
chamamos a aten¢do para o facto de as primitivas serem por vezes, sugestiva-
mente, chamadas “antiderivadas”.

Exemplos 3.1.1 . F(x) = x é uma primitiva da fun¢do constante f(x) = 1.
2. F(x) =x"" é uma primitiva de f(x) = —x2.
3. F(x)= —%cos(Sx) é uma primitiva de f(x) = sen(3x).

Nota 3.1.2 Se adicionarmos uma constante a uma primitiva de uma fungdo, ob-
temos uma primitiva da mesma fungdo.

Se uma funcao estiver definida num intervalo, esta € a inica forma de obter novas
primitivas, como mostra a proposi¢do seguinte.

Proposicao 3.1.3 Sejam F e G primitivas da funcdo f no intervalo I. Entdo existe
uma constante C tal que, para qualquer x de I, se tem F(x) — G(x) = C.

Versao de 27 de Setembro de 2007 47
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Demonstracao. Sejax € I. Tem-se:

d
S F ) =G)) = fx) — flx) =0
Logo, pelo Corolério[1.8.6] F(x) — G(x) = C (C constante) em . ]

Quando se trata de uma funcdo que ndo estd definida num intervalo, duas
primitivas podem ndo diferir de uma constante, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.4 As funcdes F(x) = fci ;’ iZ;C g FQ)’ %

tivas da fungdo f : [0,1]U[2,3] — R definida por f(x) = 1.

e G(x) = x sdo primi-

A primitiva geral da fungdo f(x), também dita integral indefinido de f(x),
denota-se por

/f(x) dx

e, no caso de f estar definida num intervalo, obtém-se a partir de uma primitiva
particular adicionando-lhe uma constante. O simbolo [ € um “s” estendido e diz-
-se o simbolo de integral; “dx” deve aqui ser encarado apenas como um simbolo.

3.1.1 Primitivas elementares

Indicamos a seguir algumas primitivas a que chamamos elementares; resul-
tam do bom conhecimento que temos das derivadas de algumas fun¢des. Como
sempre acontece, para verificar que se tem de facto uma primitiva, basta derivar
o segundo membro. Vamos escrever como em geral aparece nas tabelas, embora
conscientes de que quando a funcdo a primitivar ndo tem como dominio um in-
tervalo, a indicag@o da constante C ndo significa que todas as primitivas se obtém
adicionando uma constante. Por outro lado, acontecerd por vezes ao longo do
texto nao escrevermos a constante C ou escrevermo-la entre paréntesis. Ficard em
geral claro do contexto se a expressdo que escrevemos se refere a uma primitiva
particular ou a primitiva geral.

2
(a) /1dx:x+c (b) /xdx:%—l-c
(¢) /xzdx—xj—l—C (d) idx——l+C
N ¥ x

2ac (f) /\%dxzzﬁwrc
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Todos os exemplos acima sao casos particulares de

1
/Xr dx = }"—|—_1xr+1 —‘-C(}"§é —1)

Vejamos outros exemplos:

(2) /%dx:ln]xH—C (h) /exdx:ex—l—C

(i) /cosx dx =senx+C (j) /senx dx = —cosx+C

(k) /sec2x dx =tgx+C (1) /COSCCZX dx = —cotgx+C
1 1

(m) / Wi dx = arcsenx+C (n) / T2 dx = arctgx+C

3.2 Area como limite de somas; o integral definido

Conhecemos férmulas para o cdlculo de dreas de certos poligonos. Indicamos
a seguir alguns exemplos. Poderiamos obter outros combinando estes.

Exemplos 3.2.1 Na figura representamos respectivamente um rectdngulo, um tridngulo
e um trapézio.

Y2

-
= C b b

Tem-se:
o Um rectdngulo cujo comprimento é ¢ cm e cuja largura é I cm tem de drea

A=cl cm?.

o Um triangulo cuja base tem de comprimento b (unidades) de altura h (uni-
dades) tem de drea

bh
A= > (unidades quadradas).
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e A drea do trapézio indicado na figura é a soma da drea do rectangulo com
a drea do triangulo indicados:

b(yy — b
A = by +w = E(yz +y1).

Como ja comecou a ser feito no exemplo anterior, de um modo geral ndo especi-
ficaremos as unidades de medida.

Problema: Calcular a area da regido (ndo poligonal) R limitada pelo grafico
da fungdo (positiva) y = f(x), pelo eixo dos xx e pelas rectas verticais x = a e
x=b.

A ideia é considerar rectangulos tais que a soma das respectivas dreas apro-
xime cada vez melhor a 4rea da regido. Precisamos para o efeito de mais algumas
definicdes.

Uma parti¢do do intervalo [a,b] é um conjunto de nimeros reais
P == {X(),Xl,xz, s axl’l}v

coma=xp<x;<x<--<x,=>b.

A particdo P divide o intervalo [a,b] em n subintervalos, sendo o intervalo
[xi—1,x;] designado por i-ésimo subintervalo da particdo. O comprimento de
[xi—1,xi] € representado pelo nimero positivo Ax; = x; — x;_;. O maximo ||P||
dos comprimentos dos subintervalos da particao P designa-se por norma de P.

Suponhamos que f € continua no intervalo fechado [a,b]. Entao f é continua
em cada um dos subintervalos da particdo, assumindo ai, pelo Teorema|1.8.1} um
valor maximo e um valor minimo, isto ¢, existem ndmeros ¢; e u; em [x;_p,x;| tais
que

fl) < f(x) < fui),Vx € [xi1,%].
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Q
P
'_\

X2 X3 n—10

Os nimeros f(¢;)Ax; e f(u;)Ax;, se positivos, representam dreas de rectangulos.

As somas
n n

Y (,P)=Y fitdAy e Y.(f,P) =Y flu)Ax;

_ i=1 i=1

dizem-se respectivamente soma inferior de Riemann e soma superior de Riemann
para a func¢do f e particao P.

Suponhamos que f é uma fungdo continua e positiva. Claro que quando
||P|| se aproxima de 0 as somas de Riemann aproximam a drea da regido R. A
soma inferior dd-nos uma aproximacao por defeito e a soma superior dd-nos uma
aproximacao por excesso. Em particular, qualquer soma inferior € menor ou igual
a qualquer soma superior. Se acrescentarmos pontos a particao obtemos melhores
aproximacoes, como as figuras seguintes ilustram.

erro novo erro

e e S S

Somas inferiores: |

Somas superiores: | |

E assim fécil ver que se P> for uma particio que contém a parti¢io P, entido

Y(FP) S L) S Y (fP2) S Y P (3.1)

Pela completude dos niimeros reais, existe I € R tal que, para qualquer particdo
P, se tem

Y.(f.P)<I<Y(f.P).
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Quando existe um tnico tal /, dizemos que f é integrdvel em [a,b] e I diz-se
o integral definido de f em [a,D]. Usa-se entdo a notagdo

I:/abf(x)dx

Os nimeros a e b dizem-se respectivamente o limite inferior de integracdo e o
limite superior de integragdo. A fungao f diz-se a fungdo integranda. A varidvel
x diz-se a varidvel de integracdo. O simbolo dx, por vezes dito diferencial de x,
indica-nos qual a varidvel de integracgao.

b
Nota 3.2.2 I / f(x) dx é um nimero real, ndo é uma fungdo de x ou uma
a

classe de fungcoes, como acontece com / f(x) dx.

2. O integral definido depende apenas da funcdo integranda e dos limites de
integragdo, isto é,
b b
/ F(x) dx= / £(0) dr.
a a

Vamos a seguir calcular um integral pela definicdo. Para o efeito serd util a
férmula dada no lema seguinte:

Lema 3.2.3 Seja n um niimero natural. Tem-se

L n(n+1
Y i= (;).

i=1

Demonstracao. Escrevamos a soma de duas maneiras diferentes:

S = 1 + 2 + - + n-1 + n
S = n + n—-1 + - + 2 + 1
28 = (n+1) + (n+1) + -+ + (n+1) + (n+1)

Somando membro a membro, podemos obter no segundo membro n parcelas cada
uma das quais vale n+ 1, isto é, obtemos 2§ = n(n+1). n

Exemplo 3.2.4 Consideremos a fungdo f(x) = x+ 1 definida no intervalo |0, 2).
Observamos que a drea da regido R limitada pela recta y = x+ 1, pelo eixo

dos xx e pelas rectas x =0 e x = 2 ¢, usando a formula para a drea do trapézio,

2(1+3)=4

2(1+43)=4
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3| y=x+1

Consideremos a particdo

2 4 2
Pn:{oa_a_a"'a_n}
nn n

do intervalo |0,2] em n subintervalos de igual comprimento. O i-ésimo subinter-
valo da parti¢do é [M Zi] tendo-se Ax; = 2. Note-se que ||P,|| — 0.

n onl|
Atendendo a que a fungdo é crescente, tem-se

f) zf(z(i_1)> = 2(1;1) +1e fu) :f(%) Ay

n n

Calculemos agora a soma inferior de Riemann de P,,:
YP) = T fas =y, (2 41)-2
28 [2(i—1) 2 (2 " 2 (2]
- = 2 ) =212V (-1 1|=212Vy
”z;( p +) n( Z(z )+§> n<n21+n
B 2(2 (n—l)n+n):2(2n—1)

n

S

n\n 2

Tem-se entdo
lim ) (f,P,) = 4.

Exercicio 3.2.5 Mostre que lim Y (f,P,) = 4.
n—oo

Seja P uma parti¢do qualquer de [0,2] e seja Q = PUP,. Usando as desigual-
dades da pdgina 51| obtemos

YR <Y (.0 <Y (£,0 <Y.(f.P)

Do teorema das sucessoes enquadradas resulta imediatamente que 4 é o vinico
nvimero real tal que

Y.(f.P)<4<Y(£.P)
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tendo-se, portanto,
2
/ (x+1)dx=4
0

que é, como sabemos, a drea do trapézio R.

Exercicio 3.2.6 Adapte o exemplo anterior para mostrar que

a 612
dx = —.
\/O xXdax )

Nota 3.2.7 Seja f(x) integrdvel em |a,b] e seja R a regido limitada pelo eixo dos
xx, o grdfico de f e as rectas x = a e x = b. entdo fabf(x) dx é a drea de R acima
do eixo dos xx menos a drea de R abaixo do eixo dos xx.

Exemplo 3.2.8 No caso da figura a seguir ter-se-ia:

/abf(x) dx=A(R))—A(Ry) +A(R3)

em que A(R;) representa a drea da regido R; (i = 1,2,3).

P FV’
d

Nota 3.2.9 As somas de Riemann também se definem para funcdes ndo neces-
sariamente continuas. Para este efeito, em vez de falar em mdximos e minimos,
haveria a necessidade de falar em supremos e infimos.

3.3 Propriedades do integral definido

A defini¢do de integral estende-se naturalmente ao caso em que a = b (toma-se
Ax = 0) e ao caso em que a > b (toma-se Ax; < 0).

O resultado seguinte sumariza algumas das mais importantes propriedades do
integral definido.
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Teorema 3.3.1 Sejam f e g funcoes integrdveis nalgum intervalo contendo os
pontos a,b e c. Entdo

1. /aaf(x) dx =0;

N

: /abf(x) dx:—/baf(x) dx;

3. Para A,B € R, tem-se

/ab(Aﬂx) +Bg(x)) dx :A/abf(x) dx+B/abg(x) dx;

c b b
4. /a f(x) dx+/c fx) dx:/a f(x) dx;
b b
5. Sea<be f(x) <g(x), parax € [a,b], entdo/ flx)dx < / g(x) dx;
6. Se a <b, entdo

[ read < [Cre)ax

Suponhamos agora que f € integrdvel em [—a,al, com a > 0.

a
7. Se f é uma funcdo impar, entdo f(x)dx=0.
—a

a a
8. Se f é uma fungdo par, entdo flx)dx=2 / f(x) dx.
—a 0

O resultado apresentado no nimero 6 do teorema anterior € uma espécie de
generalizagdo da desigualdade triangular: |Y x;| <Y |x;|.

1 1 1
Exemplo 3.3.2 / (3x+2)dx= 3/ X dx+/ 2dx =0+4=4. Usdmos aqui
-1 -1 -1

1
o facto de a fungdo identidade f(x) = x ser impar e de / 2 dx ndo ser mais que
—1

a drea de um quadrado de lado 2.

2
Exemplo 3.3.3 / V4 —x2dx é a drea de um semicirculo de raio 2. Logo
-2

2 1
/ Va—x2dx=-m-2%=2m.
s 2
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Podemos naturalmente perguntar-nos se as fungdes com que mais frequente-
mente lidamos sdo integraveis. A proposi¢do seguinte diz-nos que a resposta €

(13 2

Sum .

Proposicao 3.3.4 Se f: [a,b] — R é uma funcdo continua por pedagos, entdo f
é integrdvel em [a,b).

A continuidade ndo €, no entanto, uma condi¢io necessaria. A continuidade
por pedacos € suficiente, como se afirma na proposi¢cdo seguinte.

Proposicao 3.3.5 Se f : [a,b] — R ¢ uma fungdo limitada e continua excepto
eventualmente niimero finito de pontos, entdo f é integrdvel em [a,b).

Exemplo 3.3.6 Seja
V1i—x2 se 0<x<1

flx)= 2 se 1l<x<2
x—2 se 2<x<3

3
O integral / f(x) dx é a drea da regido destacada na figura seguinte.
0

/03f(x) dx = [JVT=xZdx+ [F2dx+ [} (x—2) dx

= Imx12+2x1+3(1x1)

3.4 Teorema Fundamental do Calculo

Comecamos esta sec¢do enunciando o Teorema do valor médio para integrais:

Teorema 3.4.1 Se f é uma fungdo continua definida no intervalo [a,b|, entdo
existe um ponto c €la,b| tal que

[ 7 ax=—aysce).
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Teorema 3.4.2 Seja f uma fungdo continua definida num intervalo I contendo o
ponto a.

1° Teorema fundamental do calculo .
Seja F a fungdo definida em I por F(x) = / f(t) dx. Entdo F é derivdvel

a
em I, tendo-se F'(x) = f(x), para todo o x de I (isto é, F é uma primitiva
de feml).

2° Teorema fundamental do calculo
Se G é uma primitiva de f em I, entdo, para qualquer c € I,

L%mmzcw—a@

A prova do 1° teorema fundamental do célculo usa o teorema do valor médio para
integrais e ndo a faremos. O 2° é um coroldrio simples do 1°:

Como G € uma primitiva de f em /, tem-se, pela Proposi¢ao[3.1.3]

F@:LV@m:G@+c

para alguma constante C.
a
Para x = a, tem-se 0 = / f(t) dt = G(a) +C, logo C = —G(a). Tomando
a

agora x = b, tem-se /bf(t) dt = G(b)+C = G(b) — G(a). n

O ntimero real G(b) — G(a) é muitas vezes representado por [G(x)]z ou sim-
plesmente por G(x)]z.

a
Exemplo 3.4.3 Determine / x dx. (Confronte com o Exercicio|3.2.6})
0

~ X I a X a? 0
Solucao. Como > ¢ uma primitivade x, vem [ xdx=|—| =———=—.
0 0

Exemplo 3.4.4 Encontre as derivadas das seguintes funcoes:
3

3 Sx X
(a) F(x)z/ e dt; (b) G(x):x2/4e_t2 dt; (c) H(x):/2 e dt;
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2

Solucdo. (a) Tem-se F(x) = —/ e dt, logo F'(x) = —e™*.
3

S5x d S5x S5x
(b) G'(x) =2x / e " dt+x2d— / e dt = 2x / e dr 4% e s,
—4

xJ-4 —4
(Note-se o uso da regra da cadeia.)

0 2
(c) Tem-se H(x) :/ e’ dt—i—/
x2 0

H'(x) = e () oy e ()32,

3

e dt. Logo

X

Exemplo 3.4.5 Determine a drea da regido do plano acima do eixo dos xx e

abaixo da curva y = 3x — x°.

Solucdo. Tem-se 3x —x?> =x(3—x) =0 <= x =0 oux = 3. Um esboco grifico

da regido é:

3
A drea pedida é entdo / (3x—x%)dx=
0

\S)INe}

3.5 Integracao numérica

A sec¢do anterior torna evidente a utilidade de saber calcular primitivas. No
capitulo seguinte veremos algumas técnicas que nos permitirdio em muitos ca-
sos encontrar primitivas de fungdes integraveis. Como essa tarefa nem sempre
€ facil (ou mesmo possivel em termos das funcdes habituais), hd muitas vezes
conveniéncia em encontrar valores aproximados do integral definido. As somas
de Riemann podem ser usadas para determinar aproximag¢des, mas ha melhores

métodos. Vamos ver dois deles: a regra do trapézio e a regra de Simpson.

3.5.1 Regra do trapézio

Suponhamos que f(x) é continua num intervalo [a,b] e que dividimos [a,b]

. . a .~
em n subintervalos de comprimento & = usando a parti¢ao

{x0,x1,. .., xn}
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/

Yn—gYn-1

<]

Yo

h, |
a X1 X2 Xz -+ Xp_2Xn—1P

Yji—1t+Yyj

Sejam yo = f(x0), y1 = f(x1),-.-,n = f(%n). Tem-se /xj flx) dx=h=—

J=1

para j € {1,...,n}.
b
A aproximacao pela regra do trapézio, usando n subintervalos, de / f(x)dx
a

denota-se por 7;, e é dada por

Yo+yr  yi+x»m Yn—1+Yn 1 1
T,=h RN Ut LI Y gt v
n ( > + > +- 4 2 ) <2y0+y1+ +y 1+2y

2]
Exemplo 3.5.1 Calcule, usando a regra do trapézio, Ty e Ty para / —dx.

| X
Solucdo.  As parti¢des a considerar sdo

537 9511313715
{171757272} € {17§727§7§7§7Z7§72}'

Tem-se entao

1 /1 4 2 4 1 1
T4=Z<—X1—|——+—+—+—X—):O,69702381...

2 57377272
1 8 8 8 8
T8_§(4T4+§+H+E+1—5>_0,69412185... ]

E possivel majorar os erros cometidos:

Proposiciio 3.5.2 Suponhamos que f é de classe C? (isto é, tem segunda derivada
continua) em |a,b] e satisfaz, em |a,b), | f"(x)| < k para algum k € R. Entdo

k(b —a)’

<
—  12n?

/abf(x) dx—T,

Exercicio 3.5.3 Obtenha majorantes para os erros cometidos no exemplo ante-

, 2 dx -
rior ao calcular | — usando a regra do trapézio.
| X
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3.5.2 Regra de Simpson

A ideia subjacente a regra de Simpson € semelhante a da regra do trapézio,
mas em vez de usar segmentos de recta para fazer aproximagdes usam-se arcos de
parébola.

Também aqui se considera uma particio, mas esta deve ter um nimero par de
subintervalos, havendo também a necessidade de calcular o valor da fung¢do nos
pontos da particdo. Obter uma expressao para as aproximacoes dadas pela regra de
Simpson € um pouco mais dificil que para o caso da regra do trapézio e remetemos
para a literatura.

A aproximacdo dada pela regra de Simpson, usando um numero par n de su-
bintervalos, de / f(x) dx denota-se por S, e, usando a nota¢ao usada antes para

1
a regra do trapézio, é dada por

Sn (vo+4y1 +2y2+4y3+ 294+ +2yp—2 +4y,—1+ )

h
3
% ()’extremos + 2ypares + 4)’1’mpares>

21
Exemplo 3.5.4 Calcule, usando a regra de Simpson, S4 e Sg para / —dx.
1 X

Solu¢ao. Usamos aqui as partigdes de [0, 2] ja consideradas no Exemplo Tem-
-se:

1 4 2 4 1
54_E(1+4.§+2.§+47+§)_0,69325397...

1 1 8§ 8 8 8 4 2 4
Sg—ﬁ(1+§+4(§+H+E+E>+2(§+§+?>)—0,69315453...
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Atendendo a que o valor dado por uma méquina de calcular paraln2 = / —dx
1 X

€ 0,69314718..., vemos que a regra de Simpson nos da neste caso uma melhor
aproximacao que a regra do trapézio.

Também € possivel obter majorantes para os erros cometidos quando se usa a
regra de Simpson. Remetemos para a literatura para a demonstra¢io da proposi¢ao
seguinte.

Proposicdo 3.5.5 Suponhamos que f é de classe C* em |a, b e satisfaz, em [a,b],
|f*) (x)| < k para algum k € R. Entdo

3.6 Integrais improprios

b
Foram até agora considerados integrais definidos do tipo / f(x) dx em que

a
f(x) é uma fungdo definida no intervalo fechado [a,b]. Generalizamos agora
o conceito de integral definido, permitindo que se tenha alguma das seguintes
situacoes:

(1) a = —oo, b = +0o0 ou ambos;

(2) f ilimitada quando x se aproxima de a ou de b ou ambos.

Integrais satisfazendo (1) ou (2) dizem-se imprdprios. Damos a seguir algumas
defini¢des envolvendo integrais improprios.

Se f estd definida em [a, 40| € € integravel em qualquer intervalo fechado da
forma [a, R], define-se

/a s de= tim[" (v ax
Analogamente, define-se
b b
/_wf(x) dx = LEIE» i f(x) dx.

Se f é integravel em qualquer intervalo da forma [a+ h,b],com 0 < h <b—a, e
€ (eventualmente) ilimitada perto de a, define-se

b
_1/
| e de=tim [
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Tem-se uma definicao anadloga para o caso em que f € ilimitada perto de b.

Em qualquer destes casos, se o limite existe (e € finito), dizemos que o integral
impréprio converge. Se o limite ndo existe, dizemos que o integral diverge. A
sugestiva terminologia “diverge para +o” ou “diverge para —o” também € por
vezes usada.

A figura a seguir, representando parte dos graficos das funcoes

Exemplo 3.6.1 Encontre a drea A da regido abaixo da curva 'y = —, acima do
X
eixo dos xx e a direita de 1.
. . e dx -
Solucdo.  Pretendemos determinar A = / — - Vem entdo
1 X
Rd 1" 1
A= 1im [ S = 1im |—=| = lim (—=+1) =1 n
R—+e J1 X R—+o0 X1 R—+o0 R

Exemplo 3.6.2 Andlogo ao exemplo anterior, agora considerando a curvay = —.
X

Solucao.  Agora ndo temos uma area finita, pois

R

A= lim [ = lim [Inxf = lim InR = 4. n
R—+o J1 X R—+o0 R— o0
. . _ 1
Exemplo 3.6.3 Mais um exemplo andlogo, considerando agora y = —, entre

7

x=0ex=1.
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Solucao.

U dx U dx 171
Xy D Pﬂ lim (22 n
0 VX c—1>I(I)1+ c VX cir(r)1+ * c cg(r)lJr( \/_)

Exercicio 3.6.4 Mostre que
ld
(i) / —;C diverge;
0 1xd
(ii) / @ diverge;
+oo
(iii) / dzverge
1

Proposicao 3. 6 S Sejam —oo < a < b < +oo e sejam [ e g fungoes integrdveis
no intervalo |a,b|, tais que 0 < f(x) < g(x), qualquer que seja x €la,b[. Se o

integral / X) dx converge, 0 mesmo acontece com / x) dx, tendo-se ainda

og/a f(x) dxg/a g(x)a;x.

Equivalentemente, se / f(x) dx diverge (para +eo, jd que f é ndo negativa),

0 mesmo acontece com / dx

Exercicio 3.6.6 Escreva um enunciado andlogo ao da proposicdao anterior para
Sfungdes ndo positivas.

dx
Vx+x

Solucao. Trata-se de um integral impréprio de dois tipos:

oo
Exemplo 3.6.7 Mostre que / dx converge.
0

Foo dx

+o0
———dx +
\/x+x \/x+x4 /1 x+x4

Em]O,l] tem-se vV x+x* > y/xx, logo

dx.

dx < —d =2.
—x—i—x“ x / x

Em [1,+oo[ tem-se \/x+—x4 > Vx4 = 22, logo

T dx

N
dx

Vx—+x*

~+oo
m</ D=1,
X

o0
Tem-se entdo / dx < 3; em particular, o integral dado converge.
0
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Capitulo 4
Técnicas de primitivacao

Devido ao Teorema Fundamental do Célculo, saber calcular primitivas € extre-
mamente importante. Neste capitulo veremos algumas técnicas que nos permitem
calcular primitivas de fun¢des dadas por expressdes razoavelmente complicadas.

4.1 Primitivacao por substituicao

O método de substituicdo € talvez a técnica mais importante para calcular
primitivas que nio conseguimos determinar por inspec¢do directa. Trata-se da
versao integral da regra da cadeia:

[ £1(80) - (x) dx = f(g(x) (+C)

O formalismo seguinte pode ajudar a memorizar:
du
Seja u = g(x). Entdo i g'(x), ou, escrito na forma diferencial, du =
X

g (x) dx. Logo

[ £1(800)-g ) dx= [ £ du=f(w) (+€) = f(5(0)) (+C)
Exemplo 4.1.1 Calcule
@ [Sgan @ | —Sen(ilnx) dx.

Solucao. (a) Sejau= x%+ 1. Vem du = 2x dx, donde x dx = % du. Entdo:

| fdu 1 1
/ a dx:i/—u: Infu] = SIn(¥* + 1) = In v/ + 1.
u

2 +1 2
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(b) Usando a substitui¢ao u = 31Inx, vem du = % dx. Entdo:

1 1 1 !
/—sen(i nx) dx = g/senu du = 3 eosu=—3 cos(31nx). -

Exercicio 4.1.2 Mostre que:

J / dx X (a>0)
. | —— =arcsen— (a :
vat —x2 a
dx 1 x
2. /m:;arctg; (G%O)

~ . Ly
Sugestao: use a substitui¢do u = .

As férmulas dadas pelo exercicio anterior serdo utilizadas muitas vezes e de-
vem ser memorizadas.

Normalmente a substitui¢do u = g(x) funciona bem se g’(x) aparece como
factor da funcdo integranda. Em geral, substituicdes forcadas ndo levam a lado
nenhum.

E por vezes conveniente fazer algumas manipulacdes algébricas antes de fazer
qualquer substitui¢cdo, como o exemplo seguinte ilustra.

dx

E lo 4.1.3 Calcule | —F——.
xemplo Ca cue/x2+4x+5

Solucao. Comecamos por fazer uma pequena manipulacao algébrica no deno-

minador:
/ dx B / dx
X2 +4x+5 ) (x+2)24+ 1

Usando agora a substitui¢do u = x+ 2, du = dx, vem

/ du arct arctg(x+2) |

Por vezes é conveniente fazer substituicoes no integral definido. Neste caso €
necessdrio ter em conta que os limites de integracdo podem precisar de ser altera-
dos, como se afirma na seguinte proposicao.

Proposicao 4.1.4 Suponhamos que g é derivdvel no intervalo |a,b] e que f é
continua em g(|a,bl). Entdo

2(b)

[ rtetn g ar= [ s au

(@)
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8 cosvx+1

——dx.
0 vVx+1

Exemplo 4.1.5 Calcule
Solucdo.  1° processo:

_ __dx _ _ _
Fazendou—\/x-l—l,vemdu—z\/m. Sex=0,vemu=1 esex=2_8, vem

u = 3. Logo

8 cosv/x+ 1 3
de:z,/ cosu du = [2senu]; = 2sen3 —2sen|.
0 Vx+1 1

2° processo

Comecamos por calcular a primitiva geral (usando a mesma substitui¢ao).
Tem-se:

cosvx—+1
vVx+1

8cosvx—+1
0 vVx+1

dx:2/cosudu: 2senu = 2senvx—+ 1.

Assim,

8
dx = [ZSen\/)H—l}o:2sen3—2sen1. [}

4.1.1 Integrais trigonométricos

O modo de calcular um integral da forma
/ sen”" xcos" x dx

depende da paridade de m e n.

Se m ou n € impar, deve usar-se a formula fundamental da trigonometria € uma
substituicdo adequada, como € ilustrado pelo exemplo seguinte.

Exemplo 4.1.6 Calcule / sen® xcos® x dx.
Solucao.  Tem-se:
/sen3xcos8x dx = /(1 —cos?x) - cos®x - senx dx.
Fazendo a substituicdo u = cosx, du = —senx dx, vem:

11 9 11 9

_/(1_u2)u8du:/<u10_u8)duzI/;_l_%:Cofl)C_CO; x.
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Se m e n forem ambos pares, é conveniente usar alguma das formulas

1 1
cos’x = 5(1 +cos2x) ou sen’x = 5(1 —cos2x),

para reduzir os expoentes.

Exemplo 4.1.7 Calcule:
(a) /coszxdx; (b) [sen*xdx.

Solucdo. (a)

1 1 1
/coszxdxz E/(l—kcost) dx = %—i—zsean— 2(x—ksenx CoSX).

(b)
4 1 2 1 2
/sen xdx = Z/(l—cos2x) dx :Z/(1—2c0s2x—|—cos 2x) dx

1 1 1
= ;—C—Zsen2x+ / + cos4x) dx—;—c—zsen2x+§sen4x.

4.2 Primitivacao por partes

Assim como o método de substitui¢do pode de algum modo ser visto como
“inverso” da regra da cadeia, a primitivagdo por partes pode ser encarada como
“inversa” da regra da derivada do produto.

Suponhamos que u(x) e v(x) sdo fungdes derivaveis. Tem-se

d dv d
= (u(x) v() = u(x)- =) o
Integrando, obtemos a féormula da primitivacdo por partes:

/u(x)a dx = u(x)v(x) —/ (x )le—z dx

ou, numa escrita simplificada muito conveniente para facil memorizacao,

/uv':uv—/vu'.

O que se faz neste método € considerar a funcao integranda como produto de
outras duas, u € v/, em que v é uma fungdo ficil de primitivar e [vu' é (em geral)
mais facil de calcular que o integral dado. Os exemplos seguintes sao ilustrativos.
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Exemplo 4.2.1 Calcule / xe* dx.

Solucdo.  Sejam u = x, v = ¢**. Entdo u’zlev:%ezx. Logo
5 1, 1, xe™ 1,
/xexdx=x-§ex—/§exdx:T—Zex. [ |

Exemplo 4.2.2 Calcule / Inx dx

1

Solugdo.  Considerando u =InxeV' = 1, tem-se: ' = ; e v = x. Entdo:

/1-lnxdx:xlnx—/x-ldx:xlnx—/dx:xlnx—x. ]
X

Exemplo 4.2.3 Calcule [ ¢* senx dx.

Solug¢do. Fazendo u = ¢* e V' = senx, tem-se: ' = ¢* e v = — cosx. Entdo:
/e" senx dx = —cosx e’ + /cosxe" dx.

Este novo integral € idéntico ao primeiro. Integrando novamente por partes,
considerando u = ¢* e vV = cosx, tem-se u' = ¢ e v = senx, donde vem:

/ex senx dx = —cosxe’ +senxe’ — /ex senx dx.

Este ultimo integral € igual ao inicial. Considerando esta igualdade como uma
equacgdo cuja incognita € o integral a calcular, obtém-se:

1
/ex senx dx = 5 (—e cosx+ e senx). n
4.3 Primitivas de funcoes racionais

Para primitivar uma fung¢do racional (quando ndo conseguimos encontrar uma
primitiva por observacao directa), come¢amos por decompo-la em fracgdes parci-
ais.

Proposicao 4.3.1 Uma funcgdo racional % pode ser escrita como uma soma
de fungoes racionais cujos denominadores envolvem poténcias de polinémios de
grau ndo superior a 2.
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Vamos concretizar: se f(x) e g(x) sdo polinémios e o grau de f(x) é menor
que o grau de g(x), entdo podemos escrever

X
M:FI+FZ+"'Fr
g(x)
onde cada F;, (1 <k <r)tem uma das formas
A Ax+B

(ax+Db)" o (ax® +bx+c)"’

para nimeros reais A e B, n inteiro nao negativo e ax* + bx + ¢ irredutivel (isto é€,
ndo tem raizes reais, ou seja b> — dac < 0). Os Fy dizem-se frac¢des parciais.
Vamos em seguida indicar algumas regras para decompor % em fracgdes

parciais.

Nota 4.3.2 Podemos supor que o grau de f(x) é menor que o de g(x). Se assim

ndo for, utilizamos o algoritmo da divisdo de polindmios para escrever f(x) =

g(x)-q(x)+r(x), onde o grau do resto r(x) é inferior ao do divisor g(x) e obtemos

% =q(x)+ %, estando % nas condigoes pretendidas.

1. Exprimimos g(x) como produto de factores da forma ax + b ou ax® + bx +
c em que b?> —4ac < 0. Agrupando os factores repetidos, obtemos uma
expressio de g(x) como produto de factores da forma (ax+ b)" e (ax® +

bx+c)".
2. (i) A contribui¢do de cada factor da forma (ax+ b)", com n > 1, para a

decomposicao em frac¢des parciais € uma soma da forma

Aj 4 Aj T Ay
ax+b  (ax+b)? (ax+b)"
onde cada A,, € um numero real.

(ii) Por cada factor da forma (ax®> 4 bx +c)" com n > 1 e ax> + bx+c
irredutivel, a decomposi¢do contém uma soma de frac¢des parciais da forma

Aix+ By Axx+B; A x+ B,

+ ..
ax>+bx+c ' (ax2+bx+c)? (ax? +bx+c)"
onde os Ay e os By sdo nimeros reais.

Exemplo 4.3.3 Sabendo que % é raiz do polindmio 2x> — x> 4 8x — 4, calcule

X.

I_/2x4—x3+9x2—5x—21
B 2x3 —x2+8x—4
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Solucao.  Como o grau do numerador € maior que o do denominador, come¢amos
por dividir.

2t - X 4+ 9 - 5x — 21 |2 — X + 8 — 4
2t 0 - 8 4+ 4x ‘ X
¥ - x — 21

Obtemos o quociente x e o resto x> —x — 21, logo

2
x-—x—21 x?—x—21
= d —/ d / dx.
/(x+2x3—x2—|—8x—4> * raxt [ 53 —x*+8x—4

Agora vamos factorizar o denominador. Para isso usamos o facto de conhecer
uma das suas raizes e aplicamos a regra de Ruffini.

2 -1 8 —4
1 0 4
70 s 0
Obtemos entio: 2x> — x> +8x—4 = (x — %) (2x%+8) = (2x—1)(x* +4). Como
x2 +4 é irredutivel, tem-se:

1
2

xt—x-21 _AxtB C
203 —x24+8x—4  x2+4  2x—1’

donde
x> —x—21=(Ax+B)(2x— 1) +C(x* +4).
Agora devemos determinar A, B e C. Desenvolvendo o membro da direita,
obtemos
X —x—21=(2A+C)x* + (—A+2B)x+ (—B+4C).
Utilizando agora o facto de dois polindémios serem iguais se € sd se 0s co-

eficientes dos termos dos mesmos graus forem iguais (método dos coeficientes
indeterminados), temos

2A +C =1 A= 3
—A +2B =—1 &< B= 1
—B +4C =-21 C= -5
Temos entao:
:/xdx+/ x+/ dx — > dx
X2+ x2+ 2x—1 =
2

5 —1n|x +4/+ = arctgi——ln|2x—1]
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Exercicio 4.3.4 Calcule

/3x3—18x2+29x—4
1= X.

(x+1)(x—2)3

3 1
Solucao. 1 =21 I|+Injx—2 - .
olucio njx+1|4In|x |+x_2 TR

Apresentamos a seguir uma resolu¢do do exercicio onde apenas faltam peque-
nos detalhes. Tem-se

30— 182 +29x—4 A . B, C D
(x+1D)(x—2)°  x+1 x—2 (x—2)2 (x—2)3

Observamos que a melhor estratégia para calcular os coeficientes nem sempre
€ resolver um sistema. Tem-se

353 — 18X +29x —4=A(x—2)° + B(x —2)*(x+ 1) + C(x —2) (x+ 1) + D(x+ 1).

Fazendo x = 2, obtemos 24 —72+58 —4 = 3D, donde 6 =3D e D =2.

Fazendo x = —1, obtemos —54 = —27A, donde A = 2.

O coeficiente de x> no segundo membro é A+ B, logo A+B =3, donde B = 1.

Comparando agora os termos constantes (que se obtém fazendo x = 0), temos
—4=—-8A+4B—-2C+D, donde —4=—-16+4—-2C+2, logoC=—-3. =



Capitulo 5
Aplicacoes dos integrais

Neste capitulo apresentamos algumas aplica¢des dos integrais. Existem mui-
tas outras, como se pode constatar consultando a bibliografia.

5.1 Areas de regioes planas

O facto de os integrais simples serem adequados para calcular a 4rea de certas
regides planas foi precisamente o que usimos como motiva¢do para introduzir o
conceito de integral. Assim, ndo é surpreendente que a primeira seccao de um
capitulo dedicado as aplicacdes dos integrais seja sobre o calculo de areas.

Suponhamos que pretendemos calcular a drea da regido limitada pelos gréaficos
de duas fun¢des (integraveis) y = f(x) e y = g(x) e pelarectas x =a e x = b. Essa

b
area ¢ a diferenca entre as dreas / flx)dxe / g(x) dx, ou seja, a drea que
a a

pretendemos calcular é dada por:
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Exemplo 5.1.1 Determine a drea da regido limitada pelos grdficos de y = —x* e
y=+/x, entrex=0ex =4

Solucao. A drea que pretendemos determinar é dada por:
2 5 xT_ 16 64 80
0

/04(‘&_(_)62»6[)6: [5’(”? 37373

Exemplo 5.1.2 Determine a drea da regido limitada pelos grdficos de y+x*> =6
ey+2x—3=0.

Solucdo. Na figura seguinte vé-se um esbogo da regido em causa. A sua drea é

dada pelo integral da diferenca das funcdes y = 6 —x?> e y = —2x + 3, entre as
abcissas dos dois pontos de interseccao dos dois graficos.
Para determinar os limites de integracdo, resolvemos a equagio 6 — x> = —2x+

3, obtendo as solugdes —1 e 3.

Assim, a 4rea pretendida é:

3 3
/(6—x2+2x—3)dx = /(3—x2+2x)dx
—1 -1
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5.2 Volumes de solidos de revolucao

Os integrais simples podem também ser usados para calcular volumes de cer-
tos solidos muito especiais: os solidos de revolugao.

Os solidos de revolugdo sao gerados rodando uma regido plana em torno de
um eixo.

Sabemos calcular o volume de um cilindro (produto da drea da base pela al-
tura).

A
v
A
h
V
— AT
v

Esse conhecimento vai-nos permitir calcular volumes de s6lidos de revolucao.
Para tal, dividimos o s6lido em “fatias” muito finas, as quais se aproximam de
cilindros de altura muito pequena e somamos os volumes dessas fatias.
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Seja R uma regido limitada pelo grifico de uma fun¢fo continua y = f(x) e
pelas rectas y =0, x = a e x = b. Rodando R em torno do eixo dos xx, obtemos um
s6lido de revolucdo. A drea de cada seccdo do solido perpendicular ao eixo dos
xx no ponto x & (f(x))? (pois essa seccdo é um circulo de raio f(x)). Assim, se
considerarmos uma parti¢ao P = {xg,X1,x2,...,X,} do intervalo [a,b] e usarmos a
notacdo A x; = x; — x;_1, temos que

n(f(xi-1))? Axi

-

1

~

. € uma aproximacdo do volume do sdlido. Fazendo n tender para oo, com
A x; — 0, obtemos

ver [ w7 a

que se diz o volume do solido de revolucdo gerado pela rotacdo da regido R em
torno do eixo dos xx.

Exemplo 5.2.1 Determine o volume da esfera de raio a.

Solucdo. A esfera pode ser gerada rodando o semicirculo 0 <y < va? —x2, —a <
x < a, em torno do eixo dos xx. Entao:

a 2 a
1% :75/ < az—x2> dx:2n/ (a® —x?) dx
—a 0

374 3 .
=21 |a®x—%| =21 (a® — %) = 2 1t a3 unidades de volume.
3 0 3 3

5.3 Comprimento do grafico de uma funcao

Seja f uma fun¢do definida num intervalo [a, b] onde tem derivada f’ continua
(isto &, f é de classe C' em [a, D]).

Seja C o gréfico de f. Uma parti¢do de [a,b] fornece uma aproximagéo poli-
gonal de C. De facto, para a particao {xo,x1,...,x, }, € sendo P; o ponto (x;, f(x;)),
0<i<n), PyP;--- P, € uma aproximacao poligonal de C.
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a=XXT X2 X3 .. %2 Xn_1b=x,

O comprimento da linha poligonal Py Py --- P, é

L, = gypilPi|:jZI\/(Xi_xi1)2+(f(xi)_f(xi1))2

B ()

onde Ax,- =X;i—Xj—1.
Pelo teorema do valor médio, existe um nimero ¢; €|x;_1,x;] tal que

Jxi) = flxio1)

Xi — Xi—1

n
= Z 14 (f/(ci)? Ax;.
Assim, L, é como uma soma de Riemann para / A/ 1+ (f'(x))? dx.

E entdo natural definir o comprimento da curvay = f(x) ( f de classe C') de

x =a ax=>b como sendo
b
5= 14+ (f(x))? dx
|1+ e

Exemplo 5.3.1 Determine o comprimento da curva y = Sdex=1lax=8.

= f'(ci),

logo

Solucgao. A derivaday’ = %x 3 € continua em [1,8]. Tem-se entdo

/ \/9 3-|-4
S—/ 1+ X 3dx—/ *
1 3x3
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e 2 _1
Fazendo a substituicdo u =9 x3 +4, du=6x" 3 dx, vem:

1o 1 [ 3740 402132
s 18/13u u=-= 4, > unidades
Exercicio 5.3.2 Determine o comprimento da curva y = x* + ﬁ dex=1a
x=2.
Solucao. 15+ 13—8 ]

5.4 Area de uma superficie de revolucao

Mostra-se que se f’(x) é continua em [a,b] e a curva y = f(x) é rodada em
torno do eixo dos xx, entdo a drea da superficie de revolug¢do assim gerada é

a=2n [ 1)1+ (002

Exemplo 5.4.1 Determine a drea da superficie de uma esfera de raio a.

Solucdo. A esfera pode ser gerada rodando a semicircunferéncia y = va? — x2
(—a <x < a) em torno do eixo dos xx. Tem-se
p X

X
y e ———
a% — x? y

a 2 a a
A = Zn/ y,/1+(§> dx:47t/ \/y2+x2dx:47t/ Va2 dx
—a 0 0

= 47 ax]j = 4m a* unidades de drea.



Capitulo 6

Sucessoes e séries numericas

Este capitulo comeca com uma breve revisdo sobre sucessdes de numeros
reais. Sdo depois introduzidas as séries e estudados diversos critérios de con-
vergéncia.

6.1 Sucessoes de numeros reais

Uma sucessdo € uma funcdo de N (ou Np) em R. Em vez de se escrever

f: N — R

n — a,’

costuma usar-se a notagio (a,),>1 ou simplesmente (a,), para denotar a sucessao
de termo geral a,,.

Os modos mais comuns de definir uma sucessdo sdo: dar o seu termo geral ou
defini-la por recorréncia. A sucessdo do exemplo seguinte é dada pelo seu termo
geral.

Exemplo 6.1.1 a, = (—1)"+

S|—=

A seguir temos uma sucessao definida por recorréncia: sdo dados os primei-
ros termos € uma formula que permite calcular cada termo a partir dos termos
anteriores. Trata-se da famosa sucessdo de Fibonacci.

Exemplo 6.1.2 a; =1;a, =1, a2 =a, +an+1.

A sucessdo (by), diz-se uma subsucessdo de (an)n se by = ag(y), paraalguma
funcdo ¢ : N — N estritamente crescente.
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Exemplo 6.1.3 (b,), = (a2n)n € (¢n)n = (a2n+1)n SG0 subsucessdes de (ay)y.
No caso da sucessdo a, = (—1)" + % do exemplo anterior, tem-se:

1
anGanl—F%;
14 !
Cyhn = QA = —
n 2n+1 n+1

Exemplo 6.1.4 Mostre que a sucessdo (ay), de termo geral
n

an:n2+1

é decrescente.

Solugio. Como a, = f(n) onde f(x) = 7 e f(x) € decrescente em [1, +oof

2
(note-se que f’(x) = Ulg—xg)z < 0,Vx > 1), tem-se que a sucessao dada é decres-
cente.
[Alternativamente, podiamos mostrar que, para qualquer n > 1, se tem a, >
an+1.] u

Dizemos que (ay), converge para { € R e escrevemos lim a, = ¢ ou sim-
n— oo

plesmente lima, = ¢ se
Ve>03dNeN: n>N=la,— | <e.

Quando ndo houver duvidas sobre qual a varidvel a considerar, preferiremos a
notacdo lima, = ¢. A notagdo a,, — ¢ também é por vezes usada.
Se uma sucessao nao converge, dizemos que diverge. Por vezes é conveniente
dizer que diverge para 4o ou —eo. Define-se, por exemplo:
a, — +o < VR>0IANeN: n>N=a, >R

Dizemos que a sucessdo (a,), € de Cauchy se

Ve>03aNeN: nm>N = |a,—ap| <€

O resultado seguinte pode provar-se ser equivalente a propriedade a que cha-
mamos completude dos niimeros reais.

Proposicao 6.1.5 Em R uma sucessdo é de Cauchy se e so se for convergente.

A proposi¢do seguinte resume alguns resultados simples envolvendo sucessoes.
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Proposicao 6.1.6 1. Se (ay), e (b,), convergem para ly e {3, respectivamente,
entdo:

(i) (an+bn), converge para U+ l;

(ii) (anbn), converge para 0y (s,
(iii) se £y #0, (Z—’;)n converge para %.

2. Se lim f(x)=(€Re parancN, a, = f(n), entdo a, — (.

X—> o0
3. Se (ay)n € convergente, entdo (an), é limitada.

4. Se (an)n é convergente para ¢, entdo toda a subsucessdo de (ay), converge
para {. [Caso particular importante: Se (ay), é convergente para {, entdo,
para qualquer ng € N, (apin,)n converge para £.]

5. (|an)w — 0 & (an)n — O.

6. Qualquer sucessdo real (ay), majorada (respectivamente minorada) e cres-
cente (respectivamente decrescente) é convergente. A convergéncia dd-se
para o supremo (respectivamente infimo) do conjunto dos termos da su-
cessdo.

Exercicio 6.1.7 Calcule lim /n.
[Sugestdo: comparare com o exercicio[l.8.11}]

Exercicio 6.1.8 Calcule:
1. limzn—n
2. lim7- (x> 1).

Solugdo. 0 e +oo, respectivamente. [Pode usar-se (2) da proposi¢do anterior e a
regra de L’Hopital. ] ]

6.2 Séries

Uma série € uma soma formal de uma infinidade de termos

Zan=a1+a2+---
n=1
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A sucessdo (ay), diz-se a sucessdo geradora da série. Define-se a sucessdo
das somas parciais (S,), por:

Sl = a
$H = a+a
S35 = aj+artas

S, = Za
k=1

Dizemos que uma série Z a, converge para s € R e escrevemos Z a, =S
n=1 n=1
se se tiver lim S,, = s.

Assim, uma série converge se e sé se a sucessao das suas somas parciais con-
vergir. O nimero para o qual converge esta sucessao diz-se a soma da série. Se a
sucessao das somas parciais divergir, dizemos que a série diverge.

E claro que em vez de termos os indices a comecar em 1, podemos té-los a
comegar em qualquer outro numero natural. Para ng € N, define-se

¥ = b+

n=ng

Proposicao 6.2.1 Sejam ny € N e (ay,), uma sucessao. Tem-se:

(o] (o]
Z a, converge < Z a, converge.

n=1 n=no

Proposicao 6.2.2 Se Z ap e Z b, convergem, entdo:

n=1

(i) Z an + by) converge e Z an+by) = i ibn

(ii) Para qualquer c € R, Z ca, converge e tem-se Z ca,=c Z ap.
n=1 = n=1

(]
Para r € R, a série Y 1" diz-se a série geométrica de razio r.
n=1

Exemplo 6.2.3 Se |r| < 1, entdo a série geométrica de razdo r converge para
r

——. De facto:
—r
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Seja (Sp)n a sucessdo das somas parciais. Tem-se

S, =r + 4+ . 4 4o
rS, = 2o+ P4+ e 4+ 4

r_rn+1

donde (1—r)S, =r—r""1, ou seja, S, ="5"—.

Como |r| < 1, tem-se lirJrrl =0, logo (Sy), converge para -
n— oo
> 1
Exemplo 6.2.4 Mostre que série Z ——— converge e tem soma 1.
“=n(n+1)

Solucgao. A sucessdo das somas parciais tem termo geral

S_i 1 _i(l_ 1)_1_ 1
A k1) Ak k+1 n+1

Tem-se entdo lim S —1looi;—1 []
om0 108 “on(n+1)

(o)
Proposicao 6.2.5 Se a série Z an converge, entdo lir£ a, =0.
Nn— oo
n=1

Demonstracao. Sejas = lim S,. Entdo também liT Sp+1 =, donde
n n—-too

——+to0

lim a,; = lim (S,4+1—Sy) =s—s=0.
n—-—+oo n—-+oo

Logo (ay), converge para 0. |

Exemplo 6.2.6 Se |r| > 1, a série geométrica de razdo r ndo converge, pois
lim 7" #£0.
n—-oo
O reciproco da proposicao anterior ndo € valido, como mostra o exemplo se-
guinte:

=1 1
Exemplo 6.2.7 A série harmoénica Z — diverge (apesar de lim — =0).
n

n—-—+toopn
n=1

U (D) Gl b ) ¢
1L+ 5+ 3 + : + 3 +o

D= —

>

logo a sucessdo das somas parciais ndo é limitada, pelo que a série ndo pode
convergir.
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6.2.1 Critérios de convergéncia para séries de termos positivos

Comecgamos por observar que os resultados enunciados para séries de termos
positivos sdo de facto validos para séries cujos termos sao positivos, a partir de
certa ordem. Para o caso de séries de termos negativos podem ser adaptados: basta
estudar a série simétrica. Observamos ainda que uma série de termos positivos,
quando diverge, diverge para —+oo.

Proposicao 6.2.8 (1° critério de comparacao) Sejam (ay), e (by), sucessoes de
termos positivos. Suponhamos que, a partir de certa ordem ny, se tem 0 < a, < b,,.
Entdo

oo oo
Z b, converge = Z an converge.

n=1 n=1

(Equivalentemente, Z a, diverge = Z b, diverge.)

[

n=1 n=1
no+n no+n
Demonstragdo. Sejams, = Y ar e 1, = Y, by
k:no k:no

Como by > 0, (t,), é crescente. Além disso, (t,), converge para Z b,, logo
n=ny

(tn)n € majorada. Mas entdo, como s, < t, e a; > 0, conclui-se que (s,), é cres-
cente e majorada, logo € convergente. [
Exemplo 6.2.9 Mostre que a série Z diverge.
= 2n—1
. = - - | .

Solu¢ao. Como Z — diverge, resulta da Proposicao [6.2.2| que Z — também

n=1 n=1 2n

. e o
diverge. Como Til > ﬁ e a série Z — diverge, resulta do 1° critério de
n=1
< - | -

comparacao que Z também diverge. ]

= 2n—1

i |
Exemplo 6.2.10 A série Z — converge.
n=1"
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> 1
Solucao. Vimos no Exemplo [6.2.4 que a série Z ——  converge. Como
= nn+1)
(oo} o0 1
0< ? +l])2 < n(nl+1)’ resulta que Z’I m converge, donde Z'zﬁ converge
n= n—=
> 1
e, portanto, Z - converge. [
n=1

Proposicao 6.2.11 (2° critério de comparacao) Sejam (ay), e (b,), sucessoes

.. . . ap ~
de termos positivos tais que lim — = c. Entdo:
n— oo n
(oo}

(i) SeceR\{0}, entdo Zan converge < an converge.

n=1 n=1

(ii) Se ¢ =0, entdo Z by, converge = Z a, converge.

n=1 n=1

(iii) Se ¢ = +oo, entdo Z a, converge = Z b, converge.

n=1 n=1

Demonstracao. (i) Suponhamos que Z b, converge e seja ng tal que

n=1

an
n>nyg = b—<c+1.

n

Entdon > ny = a, < (c+1)b,.

Como Z b, converge, Z(c+ 1)b, converge, donde, pelo 1° critério, se

n=1 n=1

conclui que Z a, converge.
n=1
. (o4 . by, 1
[O reciproco € andlogo; basta observar que lim — = — (note-se que ¢ # 0).]
n— oo a,
A demonstracdo das alineas (ii) e (iii) fica como exercicio. [

In
Exemplo 6.2.12 Mostre que a série Z _3n converge.
n=1 "

|
Solucdo. Consideremos a série Z —, que converge (Exemplo(6.2.10), e usemos
n

n=1
0 29 critério de comparagdo. Tem-se

1
o1 Inn

. 3 .
lim 4= lim — =0,
n—too L n—te
n

logo a série dada converge. |
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Proposicao 6.2.13 (Critério da Razdo) Seja (a,), uma sucessdo de termos po-
an+1
=LeR

sitivos e tal que 1im
n— oo an

Se L < 1, entdo Z a, converge.

n=1

Se L > 1, entdo Z a, diverge.

n=1

~ . an+1 .
Demonstracao. Se L < 1, suponhamos r €|L,1[. Como IIT "L — L, existe
n—-—+oo an
no € N tal que
An+1
n>ny = My
an
- k ‘o k
Entdo a, 11 <rapg, ..., gk < 1" ap,. Como r < 1, tem-se que a série Z " ap,
k=1

converge, ja que se trata de uma série geométrica de razao menor que 1.

Usando o 1° critério de comparagdo, concluimos que Z Qpy+k CONVeErge,
k=1

donde Z a, converge.
n=1

Suponhamos agora que L > 1 e seja r €]1,L[. Como lirJrrl Inil _ L, existe
n—+too

no € N tal que

an+1
n>ny = s
an
Entdo, para k € N, a,+; > r* an,. Como r > 1, tem-se HETM * ap, = oo, logo
liI_E ay = +oo e (a,), ndo converge para 0, logo a série Z a, diverge. |
Nn—> o0
n=1

Nota 6.2.14 Usando a notagdo da proposicdo anterior tem-se o seguinte:

- Se L = +oo, tem-se que a, + 0 logo a série diverge.

- Se L =1 nada se pode concluir.

- .. . anp+1
- Se ndo existir lim +

, também ndo se pode concluir nada.
n— oo an

=1
Exemplo 6.2.15 Mostre que a série Z — converge.
= n!

1
Anil (nt+1)!
n

. an+1
= Ll Logo lim ot
n+ n—+oo @,

série converge. [ ]

Solucao. Tem-se =0 < 1 e, portanto, a

S
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Proposicao 6.2.16 (Critério da Raiz) Seja (a,), uma sucessdo de termos positi-
Vos e seja lirJIrl Wa, = L.

n—-—1+o0

[e]
Se { < 1, a série Z a, converge.

n=1

Se 0 > 1, a série Z a, diverge.

n=1

Demonstracao. Se ¢ > 1, a, /4 0, logo a série diverge.
Se /< 1,para0 < c < lexisteng € Ntalquen >ny = y/a, <c<1l.

Mas y/a, < c¢ < a, <" esendo 0 < ¢ < 1, a série geométrica Z " con-

n=1

verge, logo, pelo 1° critério de comparagao, a série Z a, converge. ]
n=1

(o)

Exemplo 6.2.17 Estude a convergéncia da série Z nd", coma>0.
n=1

Solucao. Tem-se
lim Vna"=a- lim n=a
n—to n—+oo
Assim, o critério da raiz permite-nos concluir que a série converge se 0 < a < 1
e diverge se a > 1. No caso de a = 1 (em que o critério € inconclusivo), verifica-
se que a série é gerada pela sucessdo (n),, que ndo converge para 0, logo a série
diverge. [ ]

Nota 6.2.18 Quando o limite existe, o critério da raiz resolve exactamente os
mesmos problemas que o da razdo, sendo este, em geral, mais fdcil de aplicar.

Quando o limite ndo existe, trabalha-se com o limite superior e o critério da
raiz pode ser mais eficaz.

Proposicao 6.2.19 (Critério do integral) Consideremos a série de termos ndo

negativos Z ay. Suponhamos que a, = f(n), onde f(x) é uma funcdo continua,
n=1
positiva e ndo crescente num intervalo [N,+oo[, para algum inteiro positivo N.

(o)

Entdo: Z an e / f(x) dx sdo da mesma natureza (isto é, convergem ambos
= N

ou divergem ambos).
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Demonstracao. Consideremos a soma parcial s, = aj; +az+--- +ay.
Se n > N, tem-se:

Sp =SNt+any1t+an2+ -+ ay
=sy+ f( N+1)+f(N+2)+ -+ f(n)

<SN+/

*N ‘N+1 N+2 N+3
recingulo deareaf (N +1)

Se o integral converge, entdo a sucessao (s, ), é limitada superiormente. Como
oo

também € mondtona crescente, converge, isto €, Z a, converge.
n=1
Suponhamos agora que a série Z a, converge para s. Entdo [\ f(x) dx, que
n=1
¢ igual a drea da regido do plano abaixo do grafico de y = f(x) e acimade y=0, a
partir de x = N, é menor ou igual a soma das areas dos rectangulos da figura (cada
um deles com base uma unidade), ou seja:

N N+1 N+2N+3

fx)dx<ay+ani1+--=s5—sn_1.
N

+o0 R
Assim, / f(x) dx representa uma drea finita. Resta mostrar que Rlim / flx
N e

existe, o que se consegue usando facto de R ser completo (ver a literatura). ]

) dx
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1
Exemplo 6.2.20 Mostre que a série Z —, converge se p > 1 e diverge se p < 1.
n=1 n

Solucao. (i) Se p <0, a sucessao ( ~)n tem limite +oo, logo a série diverge.

(i) Se p =1, trata-se da série harmonlca que ja vimos que diverge.

(iii)) Se p>0e p # 1, entdo f(x) = -, = x P é positiva, continua e decres-
cente em [1,+oo[. Apliquemos o critério do 1ntegra1.

o0 R x— P+l R R—P+l_q
/ x Pdx= lim x Pdx= lim |——| = lim —.
1 R—+e Jq R—+4o | —p + 1 R—+4o —p + 1

Este limite € igual a lel se p>1lea-+oeose < p<1. Donde se conclui
que o integral converge no primeiro caso e diverge no segundo. |

Nota 6.2.21 O critério do integral ndo nos diz nada sobre a soma da série (quando
converge), apenas garante a sua convergéncia. Pode em certos casos ser usado
para estimar o valor da série, mas ndo entraremos nesses detalhes.

6.2.2 Convergéncia absoluta e condicional

Consideraremos agora séries cujos termos sao nimeros reais quaisquer, nao
necessariamente positivos.

(o]
A série Z ay, diz-se absolutamente convergente se a série dos modulos Z |an|

n=1 n=1
converge.

Exemplos 6.2.22 1. A série Z (= é absolutamente convergente (a série
n=1

= 1
dos modulos é Z —, que converge).
n

n—=

[y

1)”

ndo é absolutamente convergente (a série dos modulos é

2. A série Z

a série harmomca que diverge).

O resultado seguinte € muito util, como teremos oportunidade de nos aperce-
ber quando estudarmos as séries de poténcias.

Proposicao 6.2.23 Uma série absolutamente convergente é convergente.
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(o)

Demonstracao. Suponhamos que a série Z a, € absolutamente convergente e
n=1
seja b, = a, + |ay|, para todo o n.

Como —|a,| < a, < lay|, tem-se 0 < b, < 2|ay|, para todo o n.

Usando o critério de comparagao, conclui-se que Z b, converge.
n=1

(o]
Como a, = b, — |ay|, resulta que Z ay, converge. [ ]
n=1

Os critérios aprendidos para séries de termos positivos podem ser usados para
testar a convergéncia absoluta.

ncos(nm)

Exemplo 6.2.24 Verifique se é absolutamente convergente a série Z o

n=1

Solucdo. Comecgamos por observar que cos(nm) = (—1)". Usamos o critério da
razao para a série dos modulos:

) (n+1)c;)nsJ(r(ln+1)7t) o ntl - 1 .
e | mcostm) | e 2 2

on

Entdo a série dos mddulos converge, isto € a série dada é absolutamente con-
vergente. ]

© (1 n—1
Exemplo 6.2.25 Estude a convergéncia absoluta da série Z %
n=1 “"-

Solucdo. Usamos o 2° critério de comparag@o, comparando a série dos médulos
com a série harmonica:

1
. 1
lim 271 = fim - =5 €R\{0}.

m
n——o0 % n—+e 20 — 1

Como a série harmonica diverge, também a série Z 1
n J—
n=1

série dada ndo converge absolutamente. ]

diverge, logo a
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6.2.3 Séries alternadas

[}

Uma série alternada é uma série da forma Y (—1)""'a,, com a, > 0.

n=1
A série |
= (=) 1 1 1 1
A [ B
n;l n 2+3 4+5

diz-se a série harmonica alternada.

Se a série Z a, é convergente, mas nao absolutamente convergente, diz-se
n=1
condicionalmente convergente. O resultado seguinte também € conhecido por

teste da série alternada.

Proposicao 6.2.26 (Critério de Leibniz) Suponhamos que a sucessao (a,), € po-
sitiva, decrescente e convergente para 0. Entdo a série alternada

[ee]

Z(—l)”‘lan:al—a2+a3—a4+---

n=1

converge.

Demonstracao. Como a sucessdo € decrescente, ax,+1 > da,+2, l0go, para todo
on €N, tem-se

$2n4+2 = 8§20+ Aopp1 — A2p2 = S

Entdo a subsucessao dos termos de ordem par da sucessao das somas parciais,
(s21)n» € crescente.

De modo andlogo se verifica que a subsucessdo dos termos de ordem impar,
($21—1)n» € decrescente.

Como s, = 21 — a2, < S2,—1, tem-se, para qualquer n > 1,

52 <54 <o <59 s <o <53 <8

Assim, s, € um minorante da sucessao decrescente (s2,—1), € 51 ¢ majorante da
sucessdo crescente (s2,),. Pela alinea 6 da Proposicdo [6.1.6, ambas as sucessdes
convergem, digamos para ¢; e {5, respectivamente.

Atendendo a que az, = s2,—1 —S2, € lim ap, = lim a, =0, tem-se 0 =
n— oo n— oo

lirJrrl (s2n—1 —S2n) = €1 — 5, donde ¢ = ¢, = 5. Logo, como toda a soma parcial
Nn— 100

da série € de uma das formas s7,_1 ou sp,, a sucessdo (sy,), converge para s e,

portanto, a série Z (—1)""'a, é convergente. [
n=1
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Exemplo 6.2.27 A série harmonica alternada é convergente, visto que a sucessao
(%)n € positiva, decrescente e convergente para 0. Como ndo converge absoluta-
mente, é condicionalmente convergente.

- T
Exemplo 6.2.28 Estude a convergéncia da série Z M:
n

n=2 R

) cos(nm) (—1)"
l . _ _1 n = .
Solugao. Como cos(nm) = (—1)", vem que Inn Inn

- A série ndo converge absolutamente:

cos(nm 1 1 =
Para n > 2 tem-se L — > —>0 easérie Z — diverge, logo,
Inn Inn — n —=n
. < (. % |cos(nm o
pelo 1° critério de comparacao, a série Z # também diverge.
nn
n=2

- A série converge (logo, € condicionalmente convergente):

1 .
De facto, a sucessao (—> € positiva, decrescente e convergente para
nn
n>2
o ..« cos(nm) |
0, logo, pelo critério de Leibniz, a série Z L € convergente.
= Inn
]
. . L. > n—1 n-+ 1
Exemplo 6.2.29 Estude a convergéncia da série Z (=)' ——.
n

n=1

n+1
n

Solucao. A sucessdo ( ) nao converge para 0, logo ndo € aplicavel aqui
n

ol a . - n+1 )
o critério de Leibniz. Resulta ainda que a sucessdo ( (—1)" 1—) também
n
nao converge para 0 (alids, nem sequer converge), logo a série é divergente, pela
Proposi¢io |
Proposicao 6.2.30 Seja (ay), uma sucessdo positiva, decrescente e convergente
para 0 (isto é, satisfazendo as condigdes do critério de Leibniz). Suponhamos que
a série Z (—1)"a, (ou Z (—1)"ay) converge para s.
n=1 n=1

Entdo, para n > 1, a n-ésima soma parcial s, da série satisfaz

|S—Sn| < |an+1|
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Demonstracao. A demonstracio resulta facilmente da demonstracao do critério
para as séries alternadas, onde se mostra que qualquer soma parcial par € maior
ou igual a s e qualquer soma parcial impar € menor ou igual a s. u

Resulta da proposicao anterior que se usarmos §, como uma aproximacgao de
s estamos a cometer um erro nao superior ao valor absoluto do primeiro termo
omitido.

BN

(=1
1427
lar a soma da série com erro ndo superior a O 0012

Exemplo 6.2.31 Quantos termos da série Z sdo necessdrios para calcu-

1
1427

Solucao. A sucessdo (

(="
1+2"
valor aproxunado de s, o erro cometido € e tal que:

|e|< (_1)n+1
— 1+2n+1

) € positiva, decrescente e convergente para 0,
n

logo a série Z ¢ convergente para um certo s € R. Tomando s, como

1
RN

Para obter a precisdo pretendida, deve ser ; +2n —1_<0,001, ou seja, 1 +2"1 >

1000. Como 2'0 = 1024, basta tomar n = 9, isto é, a soma dos primeiros nove
termos. [ |

Podemos perguntar-nos o que se passa quanto a convergéncia e para que valor
quando reordenamos os termos de uma série. A proposicao seguinte dd-nos a
resposta.

Proposicao 6.2.32 (a) Se uma série converge absolutamente, podemos reorde-
nar os seus termos de modo a somd-los por qualquer ordem, obtendo sempre a
mesma soma.

(b) Se uma série for condicionalmente convergente e L for um niimero real,
entdo os termos da série podem ser reordenados de modo que a nova série con-
virja para L. Os termos também podem ser reordenados de modo que a nova série
divirja para 4o ou —oo, ou simplesmente divirja.

© (_1 n—1
Exemplo 6.2.33 Consideremos a série harmonica alternada Z ﬁ, que é
n

n=1
condicionalmente convergentepara um certo s € R (é conhecido o valor de s, que

€ In2, como veremos na pdgina ??). Tem-se, entdo:
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> (—1)! 1 1 1 1
=) =0+ +0— -+ 0+ F0— 4
2n om0ttt

Somando termo a termo as duas séries, que sdo convergentes, obtém-se:

3s_1+1 1+1+1 1+1+1, 1+
2 3 2 5 7 4 9 11 6
3s

Os termos desta iiltima série, cuja soma é —, sdo os mesmos da série inicial,

cuja soma é s, apenas por uma ordem diferente.
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Capitulo 7

Sistemas de equacoes lineares e
matrizes

Neste capitulo introduzimos a notacao matricial que nos vai permitir sistema-
tizar a resolucdo de sistemas de equacdes lineares. Introduzimos depois algumas
operacdes com matrizes e também o conceito de determinante. Este conceito serd
também usado para resolver sistemas de equagdes lineares.

7.1 Generalidades; o método de Gauss

Ja contactamos diversas vezes com sistemas de equagdes lineares, por isso 0
recordar de defini¢Oes bdsicas serd muito breve.
Uma equacdo linear € uma equagdo da forma

aix) +axxy +---apxy, = b (7.1)

onde aix; + axxy + ---ayx, € uma expressao polinomial do primeiro grau nas
variaveis x1,x2,...,x, € coeficientes (que suporemos reais) aj,ay,...,d,. A letra
b que aparece no segundo membro representa uma constante que se diz o termo
independente. As variaveis é usual chamar-se incdgnitas.

A lista (r1,72,...,r,;) de nimeros (reais) diz-se uma solugdo da equagio
se

airy+axry+---a,r, = b.

Se tivermos um certo nimero de equacoes lineares que devem ser satisfeitas
simultaneamente dizemos que temos um sistema de equacoes lineares.

Versao de 27 de Setembro de 2007 97
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Exemplo 7.1.1 Sendo p e n inteiros positivos, um sistema de p equagoes lineares
a n incognitas pode representar-se da seguinte forma:

aixy + apxx + -+ 4+ apx, = b
axixy + axxy + - + awxp, = b

Um sistema de equagdes lineares diz-se possivel se tiver alguma solugdo.
Neste caso diz-se determinado se tiver exactamente uma soluc¢do e indeterminado
se tiver mais que uma solucdo. Caso o sistema nao tenha qualquer solucao diz-se
impossivel.

Dois sistemas dizem-se equivalentes quando t€ém as mesmas solucoes.

Tendo em vista encontrar as solu¢des de um sistema, o nosso problema sera
entdo passar de um sistema a outro equivalente ao primeiro relativamente ao qual
consigamos facilmente reconhecer as solu¢des. Vamos ver que no caso de siste-
mas de equacdes lineares isto pode sempre ser feito.

Teorema 7.1.2 (Principios de equivaléncia de sistemas de equagoes lineares)
Suponhamos dado um sistema de equagoes lineares. Se realizarmos uma qual-
quer das manipulacées indicadas a seguir obtemos um sistema equivalente ao
sistema dado:

(a) trocar a ordem das equagoes;

(b) trocar a ordem das incégnitas;

(c) multiplicar ambos os membros de uma equagdo por uma constante diferente
de O

(d) somar a uma equagcdo, membro a membro, uma outra eventualmente multi-
plicada por uma constante qualquer.

Demonstracao. (a) e (b) resultam imediatamente das defini¢des.
(c) Como so6 € afectada uma das equagdes do sistema, basta analisar o que se
passa com essa equacao. Suponhamos queuma das equacdes do sistema é:

aix; +axxs+---+aux, =b. (7.2)

Devemos mostrar que se ¢ for uma constante nao nula, as solu¢cdes da equagdo
(7.2) sdo precisamente as solucdes da equagdo

caixy +cayxy+ - - -+ capx, = cb. (7.3)

Suponhamos que a lista (ry, 72, ...,r,) € solugdo da equacio (7.2). Entdo ca;ri +
capry + - -capry = c(ayr) + apry + - -apry) = cb, logo (ry,r,...,r,) também é
solugdo de (7.3). Reciprocamente, se (s1,s2,...,5,) € solucdo de (7.3), entdo, uma
vez que ¢ #0, ajsy +axsy + - aysp, = %(calsl +cazsy + -+ capsy) = %(cb) = b,
logo (s1,52,...,5,) € solugdo de (7.2).

(d) Faca a demonstracdo desta alinea como exercicio. ]
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Por vezes usaremos a notagao ¢ + ¢/, para significar que a linha k é adicio-
nada a linha ¢ multiplicada pela constante ¢, na passagem de um sistema a outro
equivalente.

Exemplos 7.1.3 I

x—yzO_> x—y:0_>x:2
x+y:4l‘+l2 2x = 4 y = 2

Este sistema é possivel e determinado. A sua tinica solugdo é (2,2).

x+y:3_> x +y =3
2 + 2y = 7 hh 0 = 1

Este sistema é impossivel, pois ndo se pode ter 0 = 1.

x + y =3 . x +y =3
2+ 2y = 6 itk 0 = 0
Este sistema é possivel e indeterminado: tem-se x =3 —Yy, com y arbitrdrio.

Exemplos de solucées sio (2,1), (3 —v/2,V/2).

E imediato reconhecer que as operacdes descritas no Teorema apenas
afectam os coeficientes. Destacd-los poderd ajudar-nos a simplificar os procedi-
mentos. E o que vamos procurar fazer a seguir.

Consideremos o sistema de equagdes lineares:

ailxy + apxa 4+ -+ awx, = b
aix; + apxa + -+ + awmxp, = by
Ao quadro
al  ap - aip
a1 ax - ay
apl ap2 e apn

chama-se matriz (simples) do sistema dado. Por vezes também se usa a designagao
de matriz dos coeficientes. De uma forma geral, um quadro deste tipo é designado
por matriz. Ao quadro

ari ap - ain | by
azl ap - ax, | by

apl apz M apn bp
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chama-se matriz completa ou matriz ampliada do sistema dado.

Nota 7.1.4 1. E frequente serem usados paréntesis rectos para representar
matrizes e é essa a nota¢do adoptada neste texto

2. Seja a;j um elemento (que por vezes se diz entrada) de uma matriz. O pri-
meiro indice, i, ¢ o indice de linha e o segundo indice, j, é o indice de
coluna. “Linha” e “coluna” tém aqui os significados obvios.

Como falar em sistemas de equacdes lineares ou em matrizes (completas) €
apenas uma questdo de linguagem, o Teorema pode ser enunciado do se-
guinte modo:

Teorema 7.1.5 (Principios de equivaléncia de sistemas de equacoes lineares)
Suponhamos dado um sistema de equagoes lineares. Se realizarmos uma qual-
quer das manipulacées indicadas a seguir obtemos um sistema equivalente ao
sistema dado:

(a) trocar a ordem das linhas da matriz completa;

(b) trocar a ordem das colunas da matriz (simples);

(c) multiplicar uma linha da matriz completa por uma constante ndo nula;

(d) somar a uma linha da matriz completa uma outra linha eventualmente mul-
tiplicada por uma constante.

Note-se que quando se usam matrizes para fazer as manipulagdes necessarias
e se quer passar de novo ao sistema € preciso ter em conta se houve trocas de
colunas, ja que estas trocas correspondem a trocar a ordem das incégnitas. No
Exemplo indicamos uma possivel estratégia para evitar enganos.

Usando os principios de equivaléncia enunciados € facil mostrar o seguinte
teorema, o qual nos dard uma forma suficientemente simples do sistema para que
as solucdes, se as houver, possam ser encontradas.

Teorema 7.1.6 Dada uma matriz completa correspondente a um sistema de p
equacoes e n incognitas, é possivel, usando os principios de equivaléncia dados
pelo Teorema chegar a uma matriz com a seguinte forma:

1 0 ... 00 a:17r+1 a:m b:1 7
1 ... 00 Ay, - Gy b,
00 ... 01 a’NJrl .o a., | bl (7.4)
00 ..000 ... 0 lr+1
00 ... 00O ... 0 b; i

onde 0 < r < min{p,n}.
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O numero r que aparece no enunciado diz-se a caracteristica da matriz do sistema.

Demonstracao. Se todas as entradas da matriz simples forem 0, basta tomar r =
0.

Suponhamos agora que nem todas as entradas da matriz simples sdo nulas.
Nao perdemos generalidade se supusermos ajj # 0, ja que usando trocas de linhas
e colunas podemos chegar a essa situacdo. Podemos mesmo supor que aj; = 1,
pois podemos dividir a primeira linha pelo a; que estamos a supor ser nao nulo.

Multiplicando a primeira linha por constantes adequadas e somando com as
restantes obtemos uma matriz da forma:

al ap ... ai | b
0 dy ... dy, | by (1.5)
0 ap ... 4pm|bp
Multiplicando a primeira linha por ai“, obtemos:
1 dp ... a4, | b
dy ... doy | b2 (7.6)
0 dp ... dpn|by

Consideramos seguidamente a submatriz completa

A

dxy ... dyy | by

A~

pp ... dpn | Dp

Se todos as entradas desta matriz forem 0, o processo termina com r = 1. Caso
contrario, podemos supor @y # 0. Tal como fizemos antes, utilizamos este ele-
mento ndo nulo para anular todos os outros que se encontrem na mesma coluna
da matriz (7.6). Depois dividimos a segunda linha da matriz por dy;.

O processo pode continuar até se obter uma matriz na forma pretendida. =

O processo descrito na demonstracdo do teorema anterior diz-se método de
condensagdo (ou método de eliminagdo) de Gauss. A matriz na forma (7.4)) diz-
se condensada.

Corolario 7.1.7 O sistema de equagdes representado pela matriz do teo-
rema anterior é:

1. possivel determinado se e s6 se b, | =---=b,=0er=n;
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2. possivel indeterminado se e s6 se by, | =---=b,=0er<n;
3. impossivel se e s6 se r < p e b} # 0 para algum k > r.

Um sistema de equagdes lineares em que todos termos independentes sdo nu-
los diz-se homogéneo. Note-se que um sistema homogéneo é sempre possivel.

Exemplo 7.1.8 Consideremos o sistema de equacoes:

x 4+ 2y — 3z +w =1
—X + z — Sw =
2x + 3y —z +w =0

1 2 -3 1|1
A matriz completa do sistemaé: | —1 0 1 =52
2 3 -1 110

Facamos agora algumas operagdes sobre linhas, de acordo com Teorema(7.1.5]

Relembramos que a notacdo ¢; + c/; é usada para significar que a linha k ¢
adicionada a linha # multiplicada pela constante c¢. A notacgdo ¢ < ¢; significard
que as linhas k e ¢ sdo trocadas entre si e ¢/} indicard que todas as entradas da
linha k foram multiplicadas pela constante c.

123 11}, o [t 2 3 11
10 1 5|2 ATy 2 2 4] 3
2 3 -1 110 0 -1 5 —1|-2

e 23], 2 311

2800 -1 5 —1|—2 | 1 5 —1]|-2

0 2 -2 —4|3 0 0 8 —6|-1

10 7 —1]-3 1oo i |-¥
—~]l01 -5 1|2 |—]010 _% i

00 8 —6|-I 001 —3|—%

x = w1
— 1 1

A

S LA

Na prética, opta-se muitas vezes por combinar o método de condensagdo com
outros métodos. Por exemplo, depois de obter a matriz

1 2 -3 1|1
0O -1 5 —-1|-2
0 0 8 —6]-1

Y
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que nos mostra que o sistema dado € equivalente a

x + 2y — 3z + w =1
-y + 5z — w = =2,
8z — 6w = -1

podemos prosseguir por substitui¢do:

x + 2y — 3z + w = 1 x = %w %
: I T A
Como w € qualquer, concluimos que o sistema € indeterminado.
Exemplo 7.1.9 Resolva o sistema seguinte (em R):
3x +y + Tz =1
X 4+ 2z = 1
4x + 2y =0
x + 3y + 2z = 4
31 7)1 1 0 2|1
Soluci 1 0 2|1 biob 31 7)1
FueA%- 14 2 ofo 4200
1 3 2|4 1 3 2|4
1 0 2|1 1 0 2|1
é273£1 ;éﬂfl ;&1751 O 1 1 —2 €2<—>€4 0 3 0 3
0 2 -8 —4 02 -8 —4
03 0|3 01 1 |-2
1 0 2|1 1 0 2 1
06)3:063-2/30:6-¢3 | 0 1 O 1 01 0] 1
7 00 —8/-6| |00 1|-3
00 1]-3 0 0 0[-30

Concluimos assim que o sistema dado € impossivel.

103

Note-se que, tal como aconteceu no exemplo anterior, podemos concluir que

um sistema € impossivel antes de ter a matriz na forma condensada.
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Exemplo 7.1.10 Resolva o sistema seguinte (em R):
Ix + 2y + 6z = 1
2x + Sy = 2
3x + 4 + 2z = 3

Solucao. Neste exemplo vamos também usar usar trocas de colunas. Para evitar
enganos devidos a essas trocas, acrescentamos uma linha a matriz do sistema.

Xy z 0y x 0y X
72 61 croes 6 2 7|1 ot 2 4 3|3
2502 05 2|2 05 2|2
34 2|3 2 4 3|3 6 2 7|1
z 0y X zy x
G302 4 303 | 1243
0 5 2|2 05 2
0 —-10 -2| -8 00 2
6z + 2y + Tx = 3
Obtemos entdo: 5 — 4 = 2 y =2 =
x = =2 x = =2

7.2 Algebra das matrizes; matrizes invertiveis

Denotamos por M, ,(R) o conjunto das matrizes de tipo p x n (p linhas e n
colunas) com entradas em R. Uma matriz com o mesmo nimero de linhas e de
colunas diz-se quadrada. Para denotar o conjunto das matrizes quadradas de tipo
n x n escrevemos geralmente M, (R) em vez de M, »,(R).

Muitas vezes representaremos uma matriz

apy ap - A

ay axp - axy

apl apz DY apn
abreviadamente por [a;;] (i=1,...,p; j=1i,...,n).

Vejamos agora algumas defini¢des.

Definicdo. Sejam A = [a;;] e B= [b;j], (i=1,...,p;j=1,...,n) elementos
de M,»n(R). Entdo A + B, que se diz a soma das matrizes A e B, é também uma
matriz de M), ,(R) e é definida por:

A+B=[ajj+bij| (i=1,...,p;j=1,....n).
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Uma entrada da matriz A 4+ B € a soma das entradas homdlogas de A e de B,
isto é, a entrada da linha i, coluna j de A 4+ B € a soma das entradas que estao nas
linhas i e colunas j de A e de B.

Definicdo. Seja A € My, u(R), A= [a;;] (i=1,...,p;j=1,...,n) e seja
o € R. (Diz-se que o € um escalar).

A matriz 0A € M), ,(R), dita o produto de o por A, é definida por

O(AZ[OCCI,'J'} (izl,...,p;jzl,...,n).

Cada entrada de oA € o produto de o pela correspondente entrada de A.

Exemplo 7.2.1 SejamA:[2 ! 3:|€B:|:; i ;}

1 15
6 3 9 1 35 7 6 14
Tem'se3A+B_[3 3 15}*{7 1 2]—[10 4 17}'
by
. by . . :
SejamA=1[a; ay ... a, JeB=| " | duasmatrizesdo tipo 1 x n (dita
by

matriz linha) e n x 1 (dita matriz coluna) respectivamente.
O produto destas matrizes € uma matriz do tipo 1 x 1 definida por

by
by

[al a ... an] : :[albl—i—azbz—l—...—i—anbn}.
b
Defini¢do. Sejam A € My, ,(R),B € M,xn(R), com A = [a;;] e B = [bj]
(i=1,...;q;j=1,....p;k=1,...,n).

Define-se o produto AB € My ,(R), como sendo a matriz que se obtém mul-
tiplicando cada linha de A por cada coluna de B, como definido anteriormente (e
identificando a matriz 1 X 1 que se obtém com a sua tnica entrada), isto €,

P
AB = [Cik] (i: 1,...,6];](: 1,...,1’1) onde Cik — Zaijbjk.
j=1

No que toca a produto de matrizes, convém notar o seguinte:
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1. O nimero de colunas do primeiro factor € igual ao nimero de linhas do
segundo.

2. O ntimero de linhas da matriz produto é o nimero de linhas do primeiro
factor; o nimero de colunas € o nimero de colunas do segundo factor.

123 -2

Exemplo 7.2.2 Sejam A = eB=| 0 1
2 31

1 0

1

Tem-se AB = [ 123 } 0
1

f_—1+32+2_ 2 4
2 31 ol - '

—2+1 443 -1 7

Seja A uma matriz do tipo p X n. A matriz transposta de A é a matriz cujas
linhas sdo as colunas de A e vice-versa. A matriz transposta de A, que € uma
matriz do tipo n X p, representa-se por A .

{ 23 123
Exemplo 7.2.3 Sejam A = B=|456|eC=[12 3].
456
789
1 4 1 47 1
Tem-se: AT =2 5 |,BT=|2 5 8 |eCl =
36 369 3

7.2.1 Matrizes invertiveis

Seja n um ndmero natural. A matriz quadrada

1 0 ... 0
I - 01 ... 0 € M,(R)
00 ... 1

diz-se a matriz identidade de ordem n.

Exercicio 7.2.4 Observe que, para qualquer matriz A € My, (R), se tem
ILLA=A=AI,.

2 3

4 5 6

{10}{123}_{123}_{1231 0y
01 4 5 6 4 5 6 4 5 6 00 1

Exemplo 7.2.5 Consideremos a matriz [ 1 € Mr3(R). Tem-se
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Definicao. Uma matriz A diz-se invertivel se existirem um inteiro positivo n e
uma matriz A’ tal que AA’ = A’A = I,.

Mostra-se que a matriz A’, quando existe, é inica. Podemos entdo usar uma
notacio especial para a representar: A~!, e chamar-lhe inversa de A.

Note-se que AA’ tem tantas linhas quantas as linhas de A, logo A tem 7 linhas.
Usando A’A, pode de modo andlogo concluir-se que A tem n colunas. Temos entdo
a seguinte:

Observacao 7.2.6 Uma matriz invertivel é necessariamente quadrada.
Outra observagao util € a seguinte:
Observacao 7.2.7 Mostra-se também que se A for uma matriz de tipon X n, e B

for uma matriz tal que AB = I,,, entdo B=A"".

Exemplo 7.2.8 Mostre que a matriz [ i } é invertivel.

1

0
Solucao. De facto, fazendo [ } [ } = [ (1) } obtemos o sistema
= 1

X + z =
y + t =
Z =

r =

B -1 . Usando
= 1

o qual € equivalente a

—_—0 O =
~ N e =

agora a observacdo anterior concluimos que [ (1) 1 } ¢ a inversa de [ (1) i }

, . 1 —1 1 1
Exercicio 7.2.9 Calcule [ 0 1 } { 0 1 }

Uma matriz quadrada A € M, (R) diz-se ortogonal se AAT = I, = ATA. Note-
se que uma matriz ortogonal é automaticamente invertivel, tendo-se A~! = AT

V5 =2

Exemplo 7.2.10 Verifique que a matriz % [ > V5 } € ortogonal.

Solucao. De facto,
7 )% %]-
G sl G-

Ul

il V[0

{ —2j§++42¢§ —2\25:52\/5} _ { 10 ]

[\.)

@I'—‘
)
—

ol— O o~

\OI'—‘
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. . . . -2 x
Exemplo 7.2.11 Ndo existem niimeros reais x e y para os quais a matriz [ y 2 1

seja ortogonal. De facto,

-2 x -2 y . 4+x2 —2y—|—2x 1 0

Note-se que 4 +x*> # 1,¥x € R.

Exercicio 7.2.12 Mostre que ndo existe nenhum niimero real k para o qual a ma-

1 1 &k
triz | 0 2 —1 | sejaortogonal.
1 0 1

Seguidamente vamos dar um algoritmo para a determinacao da inversa de uma
matriz A quadrada de ordem n. Em face da Observagao|(7.2.7, o que pretendemos
fazer € determinar uma matriz B tal que AB = I,.

Algoritmo 7.2.13 (Determinacao da inversa de uma matriz) /. Considera-
se a matriz A ampliada com a matriz I,: [ A ‘ 1, }

2. Condensa-se a matriz usando o método de Gauss, sem trocar colunas.
(Note-se que quando a matriz é invertivel, isto é sempre possivel.)

3. Obtém-se a matriz [ 1, ‘ B ], onde B é a matriz inversa de A.

Note-se que quando a matriz € invertivel, o passo 2 pode ser feito. A matriz
ampliada surge do seguinte modo:

e Procedemos coluna por coluna: o produto da matriz A pela coluna j de B
deve dar a coluna j da matriz identidade;

e obtemos assim 7 sistemas, todos com a mesma matriz dos coeficientes, para
resolver;

e sendo a mesma a matriz simples dos diversos sistemas, podemos resolvé-los
simultaneamente.

0
1 | éinvertivel e determine a sua
1

O =

1
Exemplo 7.2.14 Mostre que a matriz | 0
1

inversa.



7.3. Determinantes 109

1 1oftoo], [1 1 0f1 00
Solucio. 01 1/010|>~]0 1 1,0 10
1 0 1]0 0 1 0O -1 1|—-1 0 1
pp [ 1O 007, [T O[1 00
F2lo11/o 10|22 ]0o11[0 10
(00 2|1 11 00 1|-3% 5 3
6_5'1101006_8100%—%%
2=lo1ro0 3 3 3| *=~]o10]4 % -1
EERIERE 0014 1}
Concluimos assim que a inversa da matriz dada é
IR
Ly "
2 2 2

7.3 Determinantes

[\

SejaA = [ aidn } uma matriz quadrada de tipo 2 x 2. O determinante de

azr ax

A representa-se por |A| ou por detA e é dado por

ai a2
az a2

‘ = dajidaz2 —apzazy-

Um esquema sugestivo € o seguinte:
air an
= daj1d2 —agzazl

/
a2 an
-+
O produto dos elementos da diagonal principal aparece com sinal + e o dos
elementos da diagonal secundaria com sinal —.
Seja agora A uma matriz de tipo 3 x 3. O determinante de A define-se de forma
andloga:

aip ap a3
__a11a2a33 +az1aza1z +asanaz;s
ar; ax a3 | =
—aji3axasz| —az3aspdl] —azza;az].
azy az asz

Na prética, para calcular um determinante de ordem 3 costuma usar-se a regra
de Sarrus que se pode enunciar como estd esquematizado a seguir:
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ay] a12.413

2%2;,\&(22(,6123

31 a3 33| = @11022a33 + 421a32413 + d31412023
LS —aaxasz —axazai — aszanayl.

#1 LN N
X ¢ N
— -

(Repetem-se as duas primeiras linhas e seguidamente formam-se diagonais.)
Outro esquema muito usado no cdlculo de determinantes de ordem 3 € o se-
guinte:
ail a2 ais
| 622/d | azy az3
axraspass| | as1 ax as;

Consideram-se triangulos como esquematizado. Aqueles que t€ém uma base
paralela a diagonal principal fornecem parcelas com sinal “+”. Os outros, que
tém uma base paralela a diagonal secundéria, fornecem parcelas com sinal “-”.

Exercicio 7.3.1 Escreva alguns determinantes de ordem 2 e de ordem 3 e calcule-
0s.

Nao vamos definir determinante de uma matriz quadrada de tipo n X n em
geral. Para um determinante assim obtinhamos n! parcelas, metade das quais
afectadas do sinal “+” e as restantes do sinal “-”’. Vamos, no entanto, enunciar
algumas propriedades também aplicdveis a determinantes de ordens superiores.

Teorema 7.3.2 (Propriedades dos determinantes) Seja A € M,(R) uma matriz
quadrada de ordem n.

1. Se multiplicarmos uma linha (ou uma coluna) de A por uma constante o, o
valor do determinante da matriz resultante é ot|A|.

2. Se A tem uma linha (ou uma coluna) de zeros, entdo |A| = 0.

3. Se trocarmos entre si duas linhas (ou duas colunas) de A, o determinante
da matriz obtida passa ao simétrico.

4. Se A tem duas linhas (ou duas colunas) proporcionais, entdo |A| = 0.

5. Suponhamos que as entradas a;,j (j=1,...,n) de uma linha de A se podem

considerar somas a;,; = a; ; +a; ;. Sejam A" e A" as matrizes que se obtém
de A substituindo ayj por a; ; e a ; respectivamente. Entdo |A| = |A'[+

/) J oJ
|A].

(Tem-se um enunciado andlogo para colunas.)
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6. O valor do determinante de A ndo se altera se a uma linha (resp. coluna)
somarmos uma outra eventualmente multiplicada por uma constante.

Exercicio 7.3.3 Verifique para alguns casos particulares algumas das alineas do
teorema anterior.

Nota 7.3.4 A iultima alinea do resultado anterior demonstra-se facilmente a par-
tir das restantes:

L,
Ly
SejaA= | . |ondeL;(j=1,...,n)designaalinha j da matriz A. Tem-se
Ly
Ly Ly Ly
: =| |+ 1 |=lAF0=]Al
Ly +cly L Ly

O resultado seguinte vai ser usado adiante. Verifique a sua validade para ma-
trizes de ordens 2 e 3.

Proposi¢io 7.3.5 Seja A uma matriz quadrada. Tem-se: |A| = |AT|.

Definicao. Chama-se matriz triangular superior a uma matriz quadrada em que
todas as entradas abaixo da diagonal principal sdo nulas: a matriz

ajl app -+ Qi
0 ax - axn
0 0 - ay

€ triangular superior (note-se que a;; = 0, sempre que i > j).

Matriz triangular inferior define-se de modo anélogo.

Quando ndo houver necessidade de especificar se se trata de uma matriz trian-
gular superior ou inferior, diremos apenas matriz triangular.

Quando nos referirmos a uma matriz quadrada A e niao dissermos nada em
contrario, tomaremos A = [g;;],comi=1,...,n;j=1,...,n.

O resultado seguinte, juntamente com as propriedades enunciadas antes, vai-
nos permitir calcular também determinantes de ordem superior a 3. Designamos
o método dai resultante por método de Gauss.
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Teorema 7.3.6 O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos
elementos (ajj,i = 1,...,n) da diagonal principal.

Exercicio 7.3.7 Verifique o resultado anterior para matrizes quadradas de ordens
2e3.

2 -1 3 4
. .11 0 1 2
Exemplo 7.3.8 Calcule o determinante da matriz 1 2 -3 1
2 1 1 2
2 -1 4 1 0 1 2 1 0 1 2
Sl"1012——2_134——0_110
OMea0- 1 2 3 1|71 2 31|70 2 —4 -1
2 1 1 2 2 1 1 2 0 1 -1 =2
1 0 1 2
0O -1 1 O
=10 o 5 O l=meneae=a .
0 0 0 -2

O Teorema de Laplace (que enunciaremos a seguir) dd-nos também um método
para calcular determinantes de ordem superior. Designaremos o método dai resul-
tante por método de Laplace.

Para ja, precisamos de alguma terminologia...

Dada uma matriz quadrada A, chama-se determinante complementar de uma
das suas entradas a;; ao determinante que resulta de A por eliminacdo da linha i e
da coluna j. O determinante complementar de a;; representa-se por C;;.

1 23
Exemplo 7.3.9 SejaA=| 4 5 6 |. Tem-se
7 8 9
1 2 1 3
C23—‘ 7 g ’:8—14:—66C22:’ 7 9 ‘:9—21:—12.

Dada uma matriz quadrada A, chama-se complemento algébrico de uma das suas
entradas g;; ao nimero A;; = (—1)"/C;;.

. Ci P Se l+ ] € par
Note-se que Al] - { _Clj se l+] é fmpal’ '

1
Exemplo 7.3.10 SejaA= | 4 , como no exemplo anterior.
7

[0 BNV, \O]
O O\ W

Tem-se Ay3 =6 e Ayp = —12.
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Teorema 7.3.11 (Laplace) O determinante de uma matriz é igual a soma dos
produtos das entradas de uma certa linha ou de uma certa coluna da matriz dada
pelos respectivos complementos algébricos:

Al = anAil +aplip + -+ ainlin = arjA1j + azjAoj+ -+ anjAy;.

b 1o 0 1 2 1
Exemplo7.3.12 {2 0 1 |=(-D!*l.1. +(=)H2.1. +
2 2 3 2
322
20
_N\143.0. _ 5 _
(=1) 0‘32‘ 2-140=-3

E claro que ao escolher uma linha (ou coluna) contendo zeros para fazer o de-
senvolvimento, reduzimos a quantidade de calculos a fazer. Resulta que em geral
ha vantagem em usar um método misto: procurar fazer aparecer zeros (método de
Gauss) conjuntamente com o método de Laplace.

2 -1 3 4
1 0 1 2
Exemplo 7.3.13 Calcule A = 1 2 -3 1
2 1 1 2
-1 3 4 2 —1 4 2 -1 3
Solucdo. A=—| 2 -3 1 |4+|1 2 1|(+2|1 2 =3 |=—(6+8+
1 1 2 2 2 2 1 1

1
3—(—12—1+42))—(84+4—2—(16+2-2))+2(4+3+6—(12—6—1))
~18+6+2-8=4

Exercicio 7.3.14 Calcule os determinantes de ordem 3 que aparecem no exemplo
anterior usando o Teorema de Laplace.

Foi visto um processo para determinar a inversa de uma matriz que se apoia
no método de Gauss antes dado para a resolucdo de sistemas. Existe um que se
apoia no Teorema de Laplace, do qual damos conta a seguir.

SejaA = [a;j] (i, j=1,...,n) uma matriz quadrada. A matrizA = [A;j] (i, j =
1,...,n) diz-se a matriz complementar de A. A sua transposta AT diz-se a adjunta
de A.

Observacao 7.3.15 Seja A uma matriz quadrada. Mostra-se que:

1. A é invertivel se e s6 se |A| # 0.
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2. AAT = ATA = |A|I;

Assim, se |A| # 0, tem-se AAL ATy 1,,, donde

AT — TA]
_1:£'
Al
110
Exemplo 7.3.16 Determine, caso exista, a inversa da matrizA= | 2 0 1
32 2
- 0 1 2 1 20
Solucao. |A|—‘2 ’ —’3 2‘4—0- 3 9 =-2—-140=-3
Como |A| = —3 # 0, a matriz A ¢é invertivel.
[ ] 0 1 121 2 0
2 2 3 2 3 2
i | _|to 10 _11_:5_21‘1t
N 2 2 32 3 2 N | 1 -
1 0 |10 1 1
| |0 1 2 1 2 0] |
2 2 P o3 -
Tem-se AT = | -1 2 —1 |,logoA~!= % —% 1 [ ]
¢ 4 -1 3

Observacio 7.3.17 Mostra-se que se A e B sao matrizes quadradas se tem |AB| =
[A[IBI.

Exercicio 7.3.18 Verifique a afirmacdo anterior para matrizes quadradas de or-
dem 2.

Proposicao 7.3.19 Seja A uma matriz invertivel de ordem n. Tem-se |A~!| = ﬁ.
Demonstracio. De AA~! = I, resulta que [AA~!| = |I,| = 1. Como |AA~!| =
IAl|A~! e |A| #0, tem-se |[A~!| = ﬁ. u
1 2 5
Exemplo 7.3.20 Determine |(5A)’1 ,onde A= |0 3 2
0 0 1

Solug¢ao. Como A é triangular, é imediato que |A| = 3. Observando agora que 5A
se obtém de A multiplicando as entradas de 3 linhas por 5, tem-se |SA| = 5°|A| =
5%-3. Logo, |(54)7!| = g5 = 559 .

353"



7.3. Determinantes 115

7.3.1 A regra de Cramer

Nota 7.3.21 Muitas vezes é conveniente representar um sistema de equagoes li-
neares na forma BX = C, em que B é a matriz dos coeficientes, X = [xy,... ,xn]T
e C é a matriz dos termos independentes.

Definicao. Um sistema BX = C diz-se de Cramer se B for uma matriz qua-
drada, com |B| # 0. Antes de enunciar a regra de Cramer com toda a generalidade,

vejamos um exemplo.

ai

a2
e suponhamos que
az; ax

Exemplo 7.3.22 Consideremos a matriz A = {
ay) #0 e que |A| #0.

apx + apy =

Vamos procurar resolver o sistema { usando o método

anx + apy = b
de Gauss.
ajy a2 | b ap a by
ari axn | by 0 —Pantan|—2bi+b
- 9 a b
ar ap b 1 2= m
? 0 Guan—andin | aubr—axyb; 0 aj by—az by
L apg apg E aplazp—az1ag2
[ 0l LL _an anbr—anb i
_ andn o diian—aan
0 1 aj1by—ay by
i apjax;—azia i
[ 1 o L |blanan—anap)—an(aiby—abi)
N ar ariap—aziai
0 1 aj1by—az by
L ajjazp—aziag
(1 ol L by (a11a22)—aiz(abs)
_ ary ajan—aziap
0 1 aiby—az by
L ajjaz—azial
‘ by an '
[ 1 0 biax—ainby 1 0 M
al]bzéaﬂbl . b
0 1 T ‘ al 1 '
- 0 1| L9 by
| A] J
anx + apy = b

Concluimos assim que o sistema { , em que o deter-

ayx + axpy = b
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. lan ann |, . -
minante da matriz € ndo nulo, tem solugao:
ar; axp
( by ay
by axn
x = _—
ayp ap
ar; ay
ai; by
y = a1 by
ap ap
L axy axn
anxi + -+ 4+ awx, = by
. anxy + -+ + awmx, = b ~
Um sistema 2151 2nn 2 de Cramer tem solugdo
anxy + -+ amx, = by
Unica, tendo-se
ayn ap - apj-1 by aij1 - am
ay ayp - axj1 by ayjy1 0 axy
anl Aap2 - dpj—1 by aij+1 " Aun .
_X‘j: |A| (]:1,...,n),

onde A é a matriz dos coeficientes do sistema.
Note-se que a j-ésima coluna € substituida pela coluna dos termos indepen-
dentes.

2x + z =1
Exemplo 7.3.23 Mostre que o sistema { 3x + y + z = 2 éde Cramer
x +y +z =3
e resolva-o.
2 01 2 01
Solugio. |3 1 1 |“="|3 1 0 |=(-1)!3 f Hzllogoosistemaé
1 11 1 10
de Cramer.

(Foi usada a expansdo de Laplace, desenvolvendo pela 32 coluna.)
Temos entdo:

1 01 2 1 1 2 01
2 1 1 3 21 31 2
311 _ 1 31 113
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7.3.2 Caracteristica de uma matriz

Recordamos que usando operacdes elementares sobre matrizes (isto é, as operagdes
dadas pelos principios de equivaléncia) uma matriz qualquer pode ser transfor-
mada numa matriz da forma:

1.0 ... 00 aleJrl a;ln
01 ... 00 Ay, - Gy
00 ...01 a,, ... a
00 ... 00 0 0

L0 0 ... 00 0 0

dizendo-se r a caracteristica da matriz.

O Teorema diz-nos que um sistema € possivel se e sé se a caracteristica
da matriz dos coeficientes do sistema € igual a caracteristica da matriz ampliada
desse sistema. Além disso, quando possivel, o sistema € determinado se e so se a
caracteristica da matriz do sistema coincidir com o nimero de incégnitas.

Nota 7.3.24 e Para definir caracteristica bastaria exigir que se tivessem niimeros
reais diferentes de 0 na diagonal do bloco superior esquerdo destacado.
Além disso, bastaria que a submatriz que constitui esse bloco superior es-
querdo fosse triangular.

e Uma matriz quadrada A de ordem n tem caracteristica n se e sé se |A| # 0,

isto é, se e sO se A for invertivel.

7.3.3 Discussao de sistemas

Discutir um sistema significa investigar se o sistema é possivel determinado,
possivel indeterminado ou se € impossivel.

Exemplo 7.3.25 Discuta o seguinte sistema de equacdes lineares em funcdo dos
ax + by — z = a

parametros a e b: { ax -z = -1
x +y + z =2
a b —1| a 11 1|2
byl

Solu¢do. | ¢ 0 —1|—-1 | — [a 0O —1]|—1
11 1|2 a b —1| a
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x oy Z
—aly3t3—aly 1 1 1 2
0 —a —-1—-a|—-1-2a
0 b—a —1-a —a
Agora € conveniente proceder a troca de colunas.
x b4 y X Z y
crc3 1 1 1 2 t—b 1 1 1 2
0 -1—-a —a |—1-2a 0 -1—-a —a|—-1-2a
0 —1—a b—a —a 0 0 b 1+a
X zy
Para b =0 e a = —1 obtemos: b
00 11
0 0 0[O0

1
Pensemos agora na caracteristica das matrizes. A matriz | 0
0

S O =

1

1 | tem
0
caracteristica 2, sendo também 2 a caracteristica da matriz ampliada. Como o
numero de incégnitas € 3, o sistema € possivel e indeterminado.

Outro modo de ver que o sistema € indeterminado € observar que o sistema que
x +y + z =2

se obtém fazendo b = 0 e a = —1 € equivalente a y =1 &
0 =0
x = 1l—z
y = 1
z qualquer

Entdo, o sistema € indeterminado, com grau de indeterminagdo 1.

1 1 1 2
Parab=0ea# —1obtemos: | 0 —1—a —a|—1—-2a
0 0 0 l+a
Como 1 +a # 0, a caracteristica da matriz do sistema é 2, enquanto que a
caracteristica da matriz ampliada € 3. O sistema € impossivel.

1 1 12 1 1 12 |
€3<—>€2 63_582
Parab#0ea=—1obtemos: | 0 O 1|1 | =— |0 O H|0 | —
0 0 b|O0 00 11
1 1 1]2
0 0 b|0 [,logoo sistema ¢ impossivel.
0 001

Para b # 0 e a # —1, a caracteristica das matrizes € 3, assim como o nimero
de incdgnitas. Logo o sistema € possivel, determinado. ]
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