SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Dois tridngulos A ABC e ADEF dizem-se semelhantes (através da correspondéncia
A— D, B> E, C— F),eescrevemos AABC = ADEF, se:

» os angulos correspondentes forem congruentes (isto é, ZA4 = /D, /B= /E,
LC=/F)

|4B| _|BC| |c4|

DE| |EF| |FD|

).

» e os lados forem proporcionais (isto € ,

A razdo entre lados correspondentes de tridngulos semelhantes chamamos razio de

AB
semelhanca desses triangulos; assim sendo, se AABC ~ADEF, o quociente ﬁ ¢a
razdo de semelhanca entre AABC e ADEF. Tal como no caso das congruéncias de
triangulos, convém assinalar que A ABC ~A DEF nao significa o mesmo que A ABC
~AEFD.

Critério AAA - (teorema fundamental da semelhanca de tridngulos): Dois

quaisquer triangulos com dangulos internos iguais sdo semelhantes: mais precisamente,
se os triangulos AABC e ADEF forem tais que ZA=/D,/B=/FE e £C=/F,

entdao AABC ~ ADEF

C=F = B
|4B| ~ |BC| ~ |4C]|
\DE| ~ |EF| |DF|’

demonstragdo vai depender da natureza do A .
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Demonstracdo: Quer-se mostrar que Seja

2

e 1°caso: 4 €N (demonstragdo por inducdo):



se for A=1; entdo |AB|:

| 4B| . |BC|
|DF| |EF|
passo por indugdo: suponho AeN\ {1} e que o resultado ¢ valido para
A —1(dois tridngulos com angulos congruentes em que a razio entre dois lados

correspondentes seja A —1 sdo necessariamente semelhantes, isto €, a razao
entre os restantes pares de lados correspondentes ¢ também A —1).

AABC ~ ADEF ; em particular

Sei que AABCe ADEF tétm os mesmos angulos; seja xe AB tal que
[4X| =
Por ALA. Temos AAXY = ADEF ; além disso, AXBZ ¢ ADEF tém 0s mesmos
|XBl Xz

angulos , mas |DE| =A-1 . Por hipotese de indugdo @ =A-1 e
82|
= A —1; assim sendo |BC| |BZ| |ZC|
|EF]|
=(A-1)|EF|+|EF]|
= | EF]|

e |AC| = |AY| + |YC| =|DF| +(A- 1)|DF| = /1|DF| , 0 que completa a indugdo. Fica

assim provado o resultado quando 4 € .

2°caso: L €Q
seia 2= 2L fendo 222 ob DE| = g|4B|. Consid
ja = |DE ; Tazendo = p , obtemos p| |— q| | onsideramos

AXYZ com os mesmos angulos e tal que |XY| = p|DE| = , pelo caso

anterior, temos AXYZ ~ ADEF e AXYZ ~ AABC e portanto

se temos @ |YZ| = @ |YZ| |AC| —@—B—
=p e =g¢q entdo = ===

[DE| ~ |EF] lcl || IpF||EF| 4
como queriamos.
3°caso: AeR\Q
_ |4B| , .
Seja M = A . Vamos mostrar que, para qualquer nimero racional s tal que
|4C]| |BC|
s< A, setem >, > 5.

|DF|




4c] |8c]|

Atendendo a densidade de Q em R, isso obriga a que se tenha , >
\DF|’ |EF]|

|45

s<A < s<i— <> s|DE| <| 4B
|DE|

seja X € AB e |4X|=s|DE| e XY //BC.

Pelo caso racional, também |AY| =s|DF| e |XY| = s|EF|

Logo s|DF|=|4Y|<|AC| = l1q > s

|DF|

|5
S|EF|=|XY|<|BC| = 1—>s
[EF]

o que conclui a demonstracao.

Critério LAL : Se, em dois quaisquer triangulos, angulos iguais subentenderem lados
proporcionais, entdo esses triangulos sao semelhantes.

AB| |AC
(por ex., se AABC e ADEF forem tais que ZA=/D e u—u

|DE| = |DF , entao

AABC ~ ADEF ).

Demonstragdo: A ideia ¢ combinar o critério anterior com o critério de congruéncia
apropriado. Consideramos o tridngulo AAZY tal que |AZ | = |DE ,eemque ZY//BC,
Ze AB e Y e AC. Pelo critério anterior, temos AABC ~AAZY e portanto

|AY | =|DF ;e pelo critério de congruéncia LAL, temos AAZY = ADEF, e portanto
AAZY ~ ADEF .




Critério LLL: Dois quaisquer triangulos com lados proporcionais sao semelhantes.
|4B|  |AC| |BC]|

= = entdo AABC ~ ADEF .
\DE| |DF| |EF]|

(por ex.,se tivermos

Demonstracio: E analoga a do critério anterior. Definimos A4AZY como antes, sendo
|AZ| =|DE| e AABC ~ AAZY :pelo critério LLL de congruéncia, AAZY = ADEF, e
portanto AYBC ~ ADEF .



Mais resultados importantes sobre semelhanca de triangulos

Se AABC for um tridngulo rectangulo de hipotenusa BC ,
entdo a’ =b> +c’.

Demonstracdo:

Pelo critério AA temos AABC ~ ADBA ~ ADAC ¢ destas semelhangas obtemos

= = b’ =a’ —ax e "=t =ax
b c a

Adicionando membro a membro resulta a igualdade pretendida: a”> =b> +c¢” .

b a—x X c
a

Note-se que o reciproco deste teorema também ¢ valido: se num AABC tivermos

a’ =b>+c’, entdo esse triangulo ¢ rectdngulo de hipotenusa BC. Para o
demonstrarmos basta observar que podemos considerar um rectingulo de catetos de
medida b e c¢ :pelo teorema de Pitdgoras, a hipotenusa desse tridngulo mede

vVb* +c* =a e por LLL, esse tridngulo ¢ congruente a AABC, que portanto ¢ também
rectangulo.

Realizado por :Silvia Rocha



