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1 Sistemas dinamicos, sensibilidade as con-
dicoes iniciais e imprevisibilidade

Os matematicos e fisicos chamam sistema dinamico a qualquer sistema cujo
comportamento se modifique com o tempo. Como exemplos podemos citar:
um péndulo, o estado do tempo meteorolégico (o conjunto de toda a atmos-
fera terrestre, juntamente com os oceanos e os continentes, as suas tempe-
raturas, pressoes e velocidades), os circuitos dum rédio ou toda a complexa
maquinaria e circuitos electrénicos dum moderno avido de passageiros, ou
ainda a evoluc¢do das cotacoes das acgoes e obrigagoes numa bolsa de valores.
Uma vez que essencialmente tudo a nossa volta muda a medida que o
tempo passa, vemos que tudo no mundo pode ser visto como um sistema
dinamico. O mundo é um sistema dindmico extremamente complexo. Sendo
assim, a Teoria dos Sistemas Dinamicos esteve e estd bem presente, desde o
século XVII, na descri¢ao cientifica do Universo, embora o nome ”sistemas
dinamicos”seja muito recente, e até ha pouco tempo nem era considerada
uma area de pesquisa independente, devido a sua interdisciplinaridade.

1.1 A familia quadratica

Como exemplo simples e extremamente rico de sistema dindmico vamos con-
siderar a familia de aplica¢oes quadréticas no intervalo [0, 1]. Estas aplicagoes
podem surgir como modelos de dinamica de populacoes.

Suponhamos que temos uma determinada espécie num certo ambiente
cuja populacdo aumenta e diminui ao longo do tempo, de acordo com uma
lei de evolucao que supoe a existéncia duma populacdo méaxima suportavel
pelo ecossistema. Suponhamos que, em vez da quantidade de individuos
dessa espécie, consideramos a percentagem de individuos em relagao a este
valor maximo. Escrevendo P, para a percentagem de populacao ao fim da
geracao n, uma regra simples bastante aceite pelos ecologistas relaciona esta
populagdo com a populacao na geracao n + 1: a equag¢do logistica

Poi1 = aPy(1 = P,).

Aqui @ é uma constante que depende essencialmente das condi¢bes ambi-
entais, por exemplo da quantidade de comida presente. A férmula da-nos
a percentagem de populacao numa determinada geracao, conhecendo essa
percentagem na geragao anterior (e o valor de a, claro).



Usando a funcio f,(z) = az(l — x), o processo anterior pode ser des-
crito de maneira ligeiramente diferente. Tomando x = F,, o percentual de
populagao inicial, obtemos

Pl = fa(l‘)
P, = fa(fa(x))
P = fa(fa(fa(x)))

e por ai adiante. Definindo f"*! = f, o f* para n € N, temos assim que
P, = f(z). Cada vez que a funcdo f, é aplicada, dizemos que efectuamos
uma iterag¢do do sistema; f7(x) é o efeito de iterar n vezes o sistema a partir
de x.

Apesar da formulacao bastante simples, o comportamento dindmico da
percentagem de populagao ao longo do tempo pode apresentar padroes bas-
tante complicados. Na tabela abaixo apresentamos o comportamento dina-
mico da populagao para os valores de a = 0.5,1.2,2.0,2.7,3.1,3.4 ¢ 4.0 e para
a escolha inicial x = 0.5; para o valor de a = 4.0 consideramos também a
escolha inicial z = 0.4.



05|12 20| 27 |31 ] 34 |40 4.0
) .0 ) 5 D ) D 4
A25 ) .3 D750 | 75 85 | 1 | 96
0585 | .252 | .5 | .563 | .b40 | 434 | 0 | .154
026 .226 | 5 | .738 | .770 | .835 | 0 | .520
013 .210 | .5 | .580 | .549 | 469 | 0 | .998
006 | . 199 | 5 | .731 | .768 | .847 | 0 | .006
003 | .191 | .5 | .590 | .553 | .441 | 0 |.025
002 | 186 | .5 | .726 | .766 | .838 | 0 | .099
.001 | 181 | .5 | .597 | .535 | .461 | 0 | .358
.000 | . 178 | .5 | .722 | .766 | .845 | 0 | .919
.000 | .176 | .5 | .603 | .556 | .446 | 0 | .298
.000 | .174 | 5 | .718 | .765 | .840 | 0 | .837
.000 | .172 | .5 | .607 | .57 | 457 | O | .547
000 | 171 | 5 | .716 | .765 | .844 | 0 | .991
.000 | .170 | .5 | .610 | .557 | .448 | 0 |.035
.000 | . 170 | 5 | .713 | .765 | .841 | 0 | .135
.000 | .169 | .5 | .613 | .557 | .445 | 0 | .466
.000 | .168 | .5 | .711 | .765 | .843 | 0 | .996
.000 | .168 | .5 | .616 | .557 | .450 | 0 | .018
.000 | .168 | .5 |.710 | .765 | .851 | O | .070
.000 | .168 | .5 | .618 | .557 | 455 | 0 | .261

Uma simples andlise da tabela indica que a populagdo tende a desaparecer
para o valor a = 0.5, enquanto que para a = 1.2,2.0 ou 2.7 a populacao tende
a estabilizar em torno de um determinado valor. Para a = 3.1 a populacao
tende a oscilar entre dois valores bem definidos, enquanto que para a = 3.4
a oscilagao se da entre quatro valores distintos. Finalmente, para a = 4
o comportamento pode ser bastante distinto em funcao da escolha inicial.
Com um percentual inicial z = 0.5 a espécie parece destinada a sua extingao,
enquanto que para r = 0.4 a evolugao parece ser completamente aleatoéria.
Uma vez que este sistema actua sobre os pontos do intervalo [0, 1], pode-
mos usar um método grafico para visualizarmos o comportamento da funcao.
Dado um ponto x no intervalo, para calcular aproximadamente a imagem
f(z) basta tracar uma linha vertical por z e considerar a sua intersecgio
com o grafico de f. Mas para voltarmos a estimar graficamente o préximo
iterado, precisamos de colocar o ponto (z, f(x)) no dominio de f. Podemos



°f A B BA
Figura 1: Iteracoes pelo método grafico.

fazer isso tragando uma linha horizontal por este ponto e considerando a sua
intersecgdo com o grafico de y = x (bissectriz dos quadrantes impares). O
ponto de intersecgao serd (f(z), f(x)), com a primeira coordenada igual ao
valor da imagem de z. Repetindo o processo comecando agora neste ponto,
tragando linha vertical, intersectando-a com o grafico de f etc, conseguimos
seguir uma trajectoria dum dado ponto graficamente.

Em seguida podemos fazer experiéncias com graficos de parabolas para
varios valores do parametro, com resultados semelhantes aos obtidos nume-
ricamente.

Figura 2: Iteragoes com diferentes parametros.

Estas evidéncias numéricas tém vindo a ser comprovadas matematica-
mente com diversos resultados apontando nessa direcgao.

1.2 A familia de Hénon

O sistema dinamico apresentado é unidimensional, pois depende duma tnica
varidvel. Contudo, muitos fenémenos naturais sdo descritos por sistemas
dinamicos com varias variaveis. Em 1976 o astréonomo francés Hénon propos



a familia
ha,b : R2 — R27 ha,b(xa y) = (1 - axQ + Y, bm)

como modelo de sistemas simples exibindo um comportamento dinamico
complexo. Experiéncias numéricas realizadas por Hénon para a = 1.4 e
b = 0.3 detectaram a presenca de um “atractor estranho” dentro do qual as
orbitas apresentam um comportamento completamente imprevisivel.

Figura 3: O atractor de Hénon.

1.3 Sensibilidade as condicoes iniciais

Dada uma funcdo ¢ : R2 — R, estamos interessados em descrever o compor-
tamento das “observagoes” o(f?(z)) para um conjunto “grande” de escolhas
iniciais 2 € R?. De facto, o valor de ¢(f?(z)) ¢ um modelo duma observagao
de determinado aspecto do estado do sistema na iteragdo j (que pode ser
tomada como o "instante de tempo”da observacao).

Notemos que, se conseguirmos esta descricdo para fungdes ¢ bastante
gerais, entdo temos uma excelente ferramenta para estudar o comportamento
das trajectérias do sistema. Com efeito, se considerarmos a fun¢io p(z,y) =
x e a fung¢do ¢ (z, y) = y para um sistema que actua sobre os pontos z = (z,¥)
do plano, entao poderemos compreender o que se passa com as trajectorias
olhando para os valores destas funcoes, que sao as coordenadas dos pontos.

Mesmo para uma func¢do tdo simples quanto ¢(z,y) = z, em que z =
(z,y), e f = hqp ¢ a transformagio de Hénon, o comportamento de ¢(f7(z))
pode ser completamente imprevisivel. Os graficos da figura 4 apresentam o
comportamento dessas medigoes para z = (0,0), e 2/ = (0.01,0).



Figura 4: ¢(f7(2)) e ¢(f/(#')).

Uma simples observa¢do dos gréficos mostra que mesmo para valores de z
e 2’ muito préximos, o(f7(z)) e p(f?(2')) deixam de estar correlacionados ao
fim dalguns iterados. Assim ndo parece possivel prever o valor das quantida-
des ¢(f7(z)) depois de um certo niimero de iteragoes — nestas circunstancias
o comportamento diz-se cadtico.

Em termos mais técnicos e menos jornalisticos dizemos que dado sistema
apresenta senstbilidade as condigoes iniciais se existe um valor € > 0 tal que,
para qualquer ponto z, existe outro ponto y a uma distancia dist(z,y) < €
que, apés um nimero finito n de iterados, é levado em z = f"(y) a uma
distancia dist(z, z) > €. Em palavras, “qualquer ponto fixado se separa de
pontos arbitrariamente perto de si apés um niumero finito de aplicagoes da
transformacao”.

Comportamentos semelhantes ocorrem em modelos de reac¢ées quimicas,
de sistemas mecanicos, eléctricos, electrénicos, ou modelos de movimentos
de planetas no sistema solar ao longo de milhdes de anos. Um exemplo
deste comportamento imprevisivel infelizmente bem conhecido de muitos é o
transito citadino: sabemos que o tempo de viagem em automével entre dois
pontos da mesma cidade por um dado caminho pode variar muito, mesmo



que o inicio da viagem se dé com uma diferenca de poucos minutos (sim,
neste sentido, o transito é cadtico).

1.4 Comportamento assimptdtico. Nocao de atractor.

Os matemadticos, fisicos ou engenheiros gostariam de conhecer a evolucao
dos sistemas dinamicos com toda a precisdao. Porém, a maioria dos sistemas
dinamicos é demasiado complexa para podermos calcular e prever todos os
tipos de comportamento que eles podem apresentar. Isto cria problemas
préticos que sao ultrapassados seleccionando algumas caracteristicas ou tipos
de comportamento mais faceis de se compreender.

Henri Poincaré (1854-1912) foi o primeiro a descobrir que o comporta-
mento dum sistema no longo prazo é a sua propriedade mais importante e
a que melhor podemos esperar entender com certa generalidade. Ele fundou
a Teoria dos Sistemas Dinamicos com esta ideia de que o comportamento
assimptotico, ou seja, no longo prazo, dos iterados dum sistema deveria ser
o principal objecto de estudo da teoria.

Os engenheiros falam de regimes transitorios quando ligamos certos apa-
relhos, por oposi¢ao ao comportamento que tendem a ter se esperarmos mais
um pouco (lembremo-nos das televisdes ou radios antigos, ou de certos mo-
tores de automével que precisam de “aquecer” antes de atingirem o “estado
correcto” para o seu funcionamento). Tal como com um vulgar motor, o
comportamento que interessa num sistema dinamico é aquele para o qual
ele tente quando “esperamos mais um pouco”, isto é, quando observamos a
evolucao no longo prazo.

1.4.1 O que é um atractor

Um atractor dum sistema dinamico é definido da maneira mais geral e impre-
cisa possivel como o que quer que seja para que o sistema tende, no longo pra-
zo! Assim, para compreendermos o comportamento dum sistema dinamico
num intervalo longo de tempo, precisamos de conhecer os seus atractores...

A esséncia dum atractor é ser um tipo de comportamento do sistema que
“atrai” os comportamentos proximos: qualquer estado ou comportamento
semelhante ou proximo dele se aproxima cada vez mais, de maneira que
possamos afirmar que o sistema “tende” para esse “estado” a medida que o
tempo passa — o atractor fornece o tal comportamento do sistema no longo
prazo.



H4 muitos e diferentes tipos de atractores, e os especialistas ainda nao
chegaram a nenhum consenso sobre uma definicdo de atractor — um refle-
x0 da nossa ignorancia e da juventude do estudo assimptético de sistemas
dinamicos.

No caso do atractor de Hénon, verifica-se que se calcularmos os iterados
sucessivos de qualquer ponto (z,y) do plano pela transformacio f = hgyp
com a = 1.4 eb=0.3, o desenho obtido se ignorarmos as primeiras iteragoes
— digamos, se marcarmos no plano apenas as posi¢oes de f"(z,y) para
n > 10000 — é sempre aquele apresentado na figura 3. Isto indica que deve
existir um subconjunto de pontos do plano, o atractor de Hénon, para o
qual todos os outros pontos tendem por efeito da transformacao f, aplicada
muitas vezes. Neste sentido, o comportamento dos pontos do atractor de
Hénon por iteracao é o comportamento assimptotico de todos os pontos do
plano pela ac¢ao da transformacao f.

S6 muito recentemente (1999) se logrou demonstrar estas evidéncias numé-
ricas com todo o rigor para a familia de Hénon. No caso da familia quadratica,
ja se conhecem mais pormenores sobre o seu comportamento.

2 Meétodos probabilisticos em dinamica

O comportamento de duas massas pontuais sob forcas de atraccao mutuas
pode ser exactamente calculado — Isaac Newton fé-lo pela primeira vez; o de
trés ja é demasiado complicado para uma solugao completa (o célebre proble-
ma dos trés corpos), mas em casos especificos pode-se aproximar a solucao. E
impossivel calcular os movimentos das dezenas de corpos principais do siste-
ma solar, mas qualquer caracteristica especifica num determinado momento
do futuro pode ser compreendida se se fizer um esforco de calculo suficiente
— embora determinar o movimento em geral para todos os momentos no
futuro apresente um nivel de dificuldade que hoje nos parece inultrapassavel.

No entanto, um miligrama de gds contém dezenas de milhares de mi-
lhoes de particulas! Mesmo para escrever as equacoes de movimento é ne-
cessaria uma quantidade absurda de papel e pensar seriamente em resolve-las
é ridiculo.

A experiéncia sugere que, apesar da complexidade, os gases se compor-
tam de maneira muito regular. Como o comportamento pormenorizado de
grandes sistemas escapa a nossa capacidade de célculo, serd que podemos
procurar regularidades no comportamento médio vulgar dos gases? A res-



posta é sim e o ramo da Matematica adequado para tratar estas questoes é
a Teoria das Probabilidades.

Nas maos dos fisicos-matematicos do século XIX, o método probabilistico
levou a Teoria Cinética dos Gases, que se tornou uma grande area de acti-
vidade cientifica, hoje englobada num ramo fundamental da Fisica: a Ter-
modinamica. Surpreendentemente, sistemas dinamicos tao simples como a
familia quadratica exibem comportamentos que apenas podem ser descritos
por intermédio de nogoes probabilisticas!

2.1 Probabilidades invariantes para sistemas dinamicos

A maioria dos sistemas dinamicos admite um conjunto de probabilidades in-
variantes, que neste minicurso vamos apresentar como densidades de pro-
babilidade — uma restricao significativa mas suficiente para estudar muitos
sistemas dinamicos.

Uma densidade de probabilidade na recta real é uma fungao ¢ nao negativa
tal que a area entre o seu grafico e o eixo dos zx é igual a 1, o que se traduz
exigindo que o integral de ¢ em toda a recta seja 1: fj;o é(z)dx = 1.
Esta funcao define a probabilidade p de um determinado evento ocorrer no
intervalo [z1,z] (a interpretacdo exacta depende da aplicacdo especifica)
como sendo a area entre o grafico de ¢, o eixo dos xx e as rectas x = z; e
T = Zg, que se representa por p([z1,xs]) = f;f o(z) dz.

Y Area=p( [x1,%, 1)

(@) X

Uma densidade de probabilidade é invariante em relacao a um sistema
dinamico, dado por uma funcdo como a quadratica f = f,, se a probabi-
lidade de um ponto estar num certo intervalo for igual a probabilidade de
ser enviado nesse intervalo. Em simbolos: u([z1,z2]) = u(f " ([z1,22])) para
todos intervalos x1 < zs.

10



Recordemos que a imagem reciproca dum conjunto A por uma funcao f
se define como segue

J7HA) = {z: fz) € A}.

Portanto, uma probabilidade invariante com respeito a uma funcao f atribui
a mesma probabilidade a conjuntos que sao transformados uns nos outros
pela funcao.

2.1.1 Densidade invariante na ”"tenda”e na quadratica

A aplicagdo conhecida como “tenda”, T : [0,1] — [0,1],z — 1 — |22 — 1],
tem a medida de comprimento usual como medida invariante, como é facil
de verificar geometricamente (figura 5). Além disso, a aplicagdo quadratica
f:]0,1] = [0,1],2 +— 42(1 — z) tem o mesmo comportamento dindmico que
a tenda, porque T e f sao conjugadas.

Figura 5: A quadrética 4z(1 — z) e a tenda 1 — |22 — 1.

A conjugacao de duas aplicagoes diz-nos que ambas sao idénticas a menos de
uma mudanca de coordenadas, ou seja, uma mudancga dos “nomes” que damos
a cada ponto do espaco em estudo. Se a mudanca de coordenadas for dada
por uma fungao h : [0,1] — [0, 1], que deve ser uma bijeccao (sobrejectiva
e injectiva) continua com inversa continua (um homeomorfismo), exprime-
se muitas vezes a conjugacao mediante um diagrama comutativo como o

11



seguinte:

0,1] — [0,1]
th O h? que significa ho f=Toh.

0.1 L [0,1]
Uma vez que h é bijectiva, podemos escrever também 7' = ho foh™! e
f =h"1oToh e verificar facilmente que f® = h=' o T" o h para qualquer
n > 1. Assim vemos que os comportamentos de f e de T por iteragao estao
relacionados entre si via h — por exemplo, se z for um ponto periédico para
f, entao h(zx) serd um ponto periédico para T e viceversa.

No caso de T e f definidas atrés, temos que h(z) = %arcsin x € uma
conjugacgao entre f e T

- T T T T 35 T T T T 1

05 L 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6: O grafico de h (& esquerda) e o grafico da densidade invariante ¢
(a direita).

Uma vez que esta conjugagao é uma fungao derivdvel em ]0, 1[ (um caso
raro em dinamica, porque isto implica que as derivadas de f e de T nos corres-
pondentes pontos periédicos sao iguais!), podemos usa-la para descobrir uma
densidade invariante para f. De facto, j4 vimos a medida de comprimento
¢ invariante para 7', sendo a sua densidade constante e igual a 1. Portanto,
como f = h ' oT oh, a aplicacdo f tem de preservar a densidade induzida
por h~! a partir da densidade constante igual a 1 (a densidade “em cima”
no diagrama comutativo tem de ser trazida “para baixo”). Esta densidade é

12



dada por (ver o grafico na figura 6)

o) = 7 :

dz|, N /(1 —z)

Determinamos assim uma densidade invariante nada 6bvia para um sistema
dinamico.

2.1.2 O Teorema de Recorréncia

A existéncia duma probabilidade invariante y para um dado sistema dinamico
fornece muita informacgao acerca do comportamento desse sistema. Um dos
aspecto mais simples é a recorréncia dos iterados do sistema.

Poincaré mostrou que, escolhendo um estado inicial ao acaso, com pro-
babilidade 1, isto é, quase certamente os iterados obtidos pela iteracao da
transformacao partindo desse estado inicial devem passar uma infinidade de
vezes tao perto quando quisermos do mesmo estado inicial, se esperarmos
tempo suficiente! Em simbolos, se definirmos o dmega limite w(z) dum pon-
to 2 como o conjunto dos pontos de acumulagao da sucessao (z, = f™(z))n>1,
isto €, o conjunto dos pontos y para os quais existe uma subsucessao (zy, )k>1
que converge a ¥y, entdo dizemos que um ponto é recorrente se x € w(z).
O Teorema de Recorréncia exprime-se para uma probabilidade invariante p
simplesmente pela relacao

pH{z 2z e w(z)}) =1.

Notemos que este resultado nada afirma sobre a forma do conjunto de ite-
rados ou a sua posicao, apenas informa sobre a passagem dos iterados perto
dum certo ponto em periodos de tempo muito grandes para um conjunto mui-
to grande de estados iniciais. Claro que podemos escolher um estado inicial
que nao verifique esta propriedade, mas Poincaré mostrou que a probabili-
dade de tal acontecer é zero! Hoje este resultado é designado por teorema de
recorréncia de Poincaré (publicado em 1899).

2.1.3 O Teorema Ergddico

Na figura 4 vimos que os valores de ¢(f7(z)) e o(f/(2')) deixam de estar
correlacionados ao fim dalguns iterados, mesmo para valores iniciais z e 2’
muito préximos. Apesar de as quantidades ¢(f’(z)) poderem apresentar

13



padroes completamente imprevisiveis, vejamos o que acontece com as médias
assimptdticas desses valores (figura 7).

lim L3 (7). (2.1)

Figura 7: Frequéncia de visitas.

A figura 7 foi obtida do seguinte modo: dividimos um rectangulo contendo
o atractor de Hénon num certo numero de faixas verticais, e calculamos a
frequéncia de visitas das trajectorias de dois pontos escolhidos ao acaso a
essas faixas verticais, até um determinado iterado (muito alto). Apesar da
falta de correlacao das trajectorias dos pontos ao fim de alguns iterados,
verifica-se uma semelhanca muito grande entre as frequéncias de visitas de
cada um dos pontos a cada uma das faixas.

Observemos que a frequéncia de visitas a uma dada faixa F' durante a
trajectéria {z, f(2), f2(2),..., f"(2)} até ao iterado n é apenas o cociente:

{0<j<n:fl(z) e F}
n—+1

(2.2)

entre o nimero de pontos que estiveram em F' e o nimero total de pontos
considerados.

O seguinte teorema, obtido por Birkhoff no inicio do século XX, é fun-
damental neste tipo de estudo das trajectdrias e garante que, para “muitos
pontos” z, o quociente acima tem um limite quando n tende a infinito.

Teorema 2.1 (Ergédico de Birkhoff, 1931) Se u é uma probabilidade in-
variante por f, entdo (2.1) existe para toda a ¢ : R — R continua e para

14



quase todo o ponto z € R em relagao a probabilidade . Além disso, se j é
ergodica

n—o00 7, <

lim LS o(f(2)) = [ oot a, (2.3)

em que ¢ € a densidade de probabilidade correspondente a .

Uma probabilidade invariante p diz-se ergodica se ela se concentra em
regides do espaco que sdo “invariantes” pela ac¢do de f. Tecnicamente, u é
ergbédica se para todos os subconjuntos A invariantes por f, isto é, aqueles
para os quais f~!(A) = A, a sua probabilidade é 0 ou 1. Isto significa
que a probabilidade p estd concentrada num destes conjuntos invariantes,
“ignorando” todos os outros (tém probabilidade 0).

A expressao ”para quase todo o ponto z € R em relacao a probabilidade
1”é uma abreviatura usada comummente pelos especialistas em Andlise para
caracterizar uma propriedade que vale para todos os pontos do espaco, com
excepcao dum conjunto de pontos de probabilidade i igual a zero. O Teorema
Ergddico garante a existéncia do limite (2.1) excepto para um conjunto de
pontos com probabilidade 0 em relagao a pu.

O valor do limite esta relacionado com a probabilidade p e com a funcao
¢ pela igualdade (2.3). Esta igualdade mostra que as médias temporais das
observagoes do sistema — o lado esquerdo da equacao (2.3) — e a média
espacial da observacao — o lado direito da mesma equacdo — coincidem para
quase todos os pontos iniciais escolhidos. Esta propriedade é muitas vezes
assumida em Termodinamica e é especialmente importante pelas informacoes
que uma probabilidade ergédica pode fornecer acerca do comportamento do
sistema. Por exemplo, se tomarmos a funcao ¢ = 1p, em que

_J 0 sexgF
1F($)_{1 sex € F

é a funcao caracteristica do conjunto F', entdo a média (2.1) é a mesma que

a média (2.2) e se a probabilidade i é ergodica, entdo (2.3) passa a ser igual

a .
{0<j<n:fi(z) eF} |

= u(F) quando n — +oo.

2.1.4 Probabilidades de Sinai-Ruelle-Bowen

As probabilidades invariantes e ergddicas sao muito importantes devido a re-
lagdo (2.3), mas nem sempre é suficiente a ergodicidade para que esta relagdo
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[4

valha para conjuntos de pontos com “area” ou “volume” positivos — uma
nocao mais “fisica” de probabilidade que é muito usada em Termodinamica.
As probabilidades para as quais a sua bacia ergddica, ou seja, o conjunto

B(pu) ={x: x verifica (2.3) para todas as fungées continuas}

tem volume positivo dizem-se probabilidades de Sinai- Ruelle-Bowen ou SRB,
por homenagem aos trés matematicos que a elas primeiro fizeram referéncia
explicita e as construfram para uma certa classe de sistemas (no periodo de
1972-1976) ou, mais sucintamente, probabilidades fisicas. De facto, para as
densidades de probabilidade que estamos a considerar aqui, isto é sempre ver-
dade, mas nem todas as probabilidades invariantes e ergddicas sao dadas por
densidades, e existem importantes exemplos de probabilidades invariantes
sem densidades que sao fisicas.

Estas probabilidades tém relevancia pratica. Se soubermos que elas exis-
tem para um dado modelo dum certo sistema fisico ou biolégico, entao sabe-
mos que podemos efectivamente escolher um ponto ao acaso no sentido mais
intuitivo do termo, e haver probabilidade positiva de o comportamento médio
assimptotico da trajectoria do ponto ser dado pelo Teorema Ergddico. As-
sim, poderemos saber com que frequéncia média o sistema visita as diversas
regioes do espaco para um niumero grande de iteragoes.

2.2 A diversidade de comportamentos
na familia quadratica

Vimos que a familia quadratica pode apresentar comportamentos bastante
distintos consoante o parametro escolhido. A figura seguinte é um diagrama
obtido marcando para cada valor do parametro, dado no eixo horizontal, os
valores dos iterados do ponto critico 1/2 (o tinico ponto em [0, 1] cuja tangente
ao grafico de f é horizontal) no eixo vertical. Vemos que a variacao do
comportamento com o parametro parece ser muito suave em certos intervalos
de parametros e muito abrupta noutros.

Os seguintes resultados mostram rigorosamente o que se pode intuir de ex-
perimentos numéricos como os que geram o ultimo diagrama ou experiéncias
geométricas como nas figuras 1 e 2.

Teorema 2.2 (Swiatek, Lyubich, 1997) Para um subconjunto denso de

parametros a €]0,4] o sistema tende a um comportamento periddico bem
definido.
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Figura 8: O diagrama de trajectérias do ponto critico.

Um conjunto denso no intervalo ]0,4[ é um conjunto de pontos tdo bem
“espalhado” pelo intervalo que qualquer subintervalo que escolhamos, por
mais pequeno que seja, vai conter algum ponto desse conjunto. Temos assim
que, dum certo ponto de vista, para a maioria das escolhas do parametro a
o sistema tende a comportar-se de maneira bastante previsivel.

Doutro ponto de vista, de probabilidade positiva de escolhas do parametro,
a situacao ja é completamente diferente!

Teorema 2.3 (Benedicks, arleson, 1985) A probabilidade de escolher
um pardametro a € (0,4) para o qual o sistema apresente um comportamento
assimptotico completamente imprevisivel € positiva.

Se estes resultados parecem contraditérios, devemo-nos recordar que ha
situagoes semelhantes muito familiares: a densidade dos pontos correspon-
dentes aos nimeros racionais numa recta e a probabilidade 1 dos niimeros
irracionais. Noutras palavras, sabemos que existe pelo menos uma fraccao
(nimero racional) em qualquer segmento duma recta numérica, e portanto
que o conjunto de todas as fracgbes (nimeros racionais) é denso na recta.
Mas também se sabe que, se escolhermos um ponto ao acaso na recta, a
probabilidade de ele corresponder a um nidmero irracional (uma expansio
decimal infinita e nao periédica) é 1! Entao o conjunto dos racionais e o
conjunto dos irracionais sao ambos “grandes”, mas depende da perspectiva.

Estes dois resultados mostram que o comportamento periédico ou nao
periddico das iteracoes das funcoes da familia quadratica se relaciona com o
valor do parametro a duma maneira parecida com a relacdo entre racionais
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e irracionais. O que é muito surpreendente e mostra bem a sensibilidade do
comportamento ao parametro — pequenas mudancas de parametro podem
levar a grandes alteracoes de comportamento — e a complexidade do com-
portamento mesmo dum sistema tao simples, como uma funcgao cujo grafico
nada mais é do que uma parabola.

Mais ainda, sabe-se que os parametros que correspondem a um compor-
tamento imprevisivel (em particular ndo periédico) sdo precisamente aqueles
que melhor se comportam estatisticamente.

Teorema 2.4 ( akobson, 1981) Para um conjunto com probabilidade po-
sitiva de parametros a € R, a transformacao quadrdtica f, tem uma inica
probabilidade fisica.

Em suma, para muitos parametros, a quadratica comporta-se periodica-
mente se esperarmos tempo suficiente: as trajectérias de todos os pontos
aproximam-se duma trajectéria periddica, que pode ter periodo muito gran-
de. Para outros parametros, o comportamento individual dos pontos parece
imprevisivel, nao é periddico e uma analise superficial leva-nos a admitir que
as trajectorias se espalham pelo intervalo ao acaso, mas é um acaso com leis:
assimptoticamente as frequéncias de visitas das trajectorias as varias regioes
do espago seguem uma probabilidade bem definida!

stabilidade de sistemas dinamicos

Nas aplicacoes da teoria dos sistemas dinamicos, reveste-se de extrema im-
portancia o estudo da estabilidade das propriedades do sistema por pequenas
perturbacgoes. Uma transformacao f constitui muitas vezes uma versao sim-
plificada do verdadeiro sistema dinamico: do estado xy o sistema parte para
um estado z; préximo de f(zy) mas ndo coincidindo necessariamente com
f(zg). De seguida move-se para um estado xo préximo de f(z1), e assim
sucessivamente.

As razoes destes erros podem ser varias e sd0 muito comuns em qualquer
estudo cientifico de fendmenos naturais:

as equagoes de evolucao do sistema mais exactas sao extremamente
dificeis de trabalhar, consumindo muito tempo de calculo no computa-
dor, e por isso é mais pratico trabalhar com equagoes aproximadas;
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desconhecem-se equagoes mais exactas actualmente mas, mesmo assim,
tenta-se estudar o modelo disponivel;

a teoria actual fornece os instrumentos e os conceitos para desenvolver
as equagoes, mas o sistema, que se pretende estudar é tao complexo que
é impraticavel considerar todos os factores teéricos, e entdo estuda-se
um modelo aproximado;

ou, muito importante, a determinacao pratica do valor de muitos para-
metros das equagoes nao pode ser feita com exactidao superior a umas
poucas casas decimais, e assim o sistema que se vai estudar, mesmo
com o melhor modelo tedrico, s6 pode fornecer dados aproximados.

Supondo que, em cada passo, o erro cometido ao passar de z; para z;;
em vez de f(z;) é inferior a um certo e > 0, surgem naturalmente as seguintes
questoes:

1.

ziste alguma probabilidade p descrevendo o comportamento estatistico
das orbitas perturbadas Mais precisamente, pretende-se saber se dada
uma funcao continua ¢ : R — R, existe alguma probabilidade u tal
que, por analogia com o Teorema Ergddico

. 1
lim —
n——+oo 71

Zw(frj) Z/w(x)aﬁ (z) dz (3.4)

para a maior parte das escolhas de érbitas perturbadas z = (z;),, em
que ¢ é a densidade de probabilidade de y .

Assumindo que uma tal i existe e p é a medida de SRB do sistema
dinamico, estard p prorima de | para € pequeno

Em caso de resposta afirmativa a ambas as questoes diremos que o sistema
é estocasticamente estdavel. Neste caso, sabemos que o comportamento do
sistema em estudo nao difere grandemente do comportamento assimptético
de sistemas préoximos, o que confere um caracter mais forte aos resultados do
estudo de sistemas estocasticamente estaveis. Entende-se assim por que razao
os modelos matematicos de fenémenos naturais devem ser estocasticamente
estaveis: para que os resultados obtidos na sua modelacao tenham um certo
grau de fiabilidade.
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3.1 Perturbagao aleatéria na familia quadratica

Para formalizarmos o conceito de perturbacgao aleatéria dum sistema dinamico,
consideremos a seguinte curva parametrizada de fungoes

] —1,1] —
(,z) — fl@)+,
em que f = f, é uma aplicacdo quadrética do intervalo = [0,1]. Fixado
um nivel de ruido € > 0 e escolhendo pontos 1, o, 3...em | — € €[, a drbita
perturbada dum ponto z pela sucessdo _= ( 1, 2, 3,-...) é obtida calculando

sucessivamente
()= f@)+ 1, 220)=Ff(@:0))+ 2 230) = f(z20)) + 3,

1

foo-e — 2 X 7 ) L ghgee
Figura 9: O ponto z; é escolhido no intervalo |f(x) — €, f(x) + €.

Para podermos falar de quase todas as perturbacoes ou até para podermos
quantificar o tamanho de determinado conjunto de perturbagdes, precisamos
de munir o conjunto das sucessoes | — €,¢[ com uma probabilidade. Vamos
admitir que as escolhas das perturbagoes 1, o, 3...sao independentes e uni-
formemente distribuidas no intervalo | —¢,¢[. Se for a probabilidade unifor-
me no intervalo | —¢, €], entdo podemos definir a probabilidade produto ~ em
|—¢,€¢[ estipulando que todos os conjuntos da forma A; Ay Az ... A,
com Ay, ..., A subconjuntos de R, tém probabilidade (A;) (A4s2)... (Ag),
para qualquer > 1.

Nestas condigdes é possivel mostrar que existe uma (dinica) probabilidade
i que satisfaz o seguinte para todas as funcoes continuas ¢ : R - R

i~ 3" w(a,0)) = [ 0210 () dz (3.5)



para quase todos os x € em relacao a 4 e quase todas as escolhas de _ em
| —€,€¢[ com respeito a

Teorema 3.1 (Baladi, iana, 1996) Para os parametros a dados pelo e-
orema 2. , a (dnica) probabilidade SRB admitida pela transformag¢do qua-
drdtica f = f, € estocasticamente estdvel.

Baladi e Viana mostraram que as densidades de probabilidade ¢ para as
probabilidades p convergem para a densidade ¢ quando € tende a zero na
norma !, isto é, mostraram que

iy [ 16 (2) - o(2)] dz =0

Mais uma vez é surpreendente que as transformacoes quadraticas, tao irre-
gulares como vimos atras, sejam, afinal, estocasticamente estaveis! Este re-
sultado pode ser interpretado da seguinte maneira: a perturbagdo aleatéria
actua fazendo uma “média” do comportamento assimptotico do sistema, e
essa média “suaviza” o comportamento irregular do sistema.

3.2 Perturbacao aleatéria das aplicacoes de Hénon

A familia de Hénon tem sido intensivamente estudada por ser um exemplo
paradigmadtico altamente nao trivial de comportamento complexo e com uma
estrutura dificil, onde se tém testado novas ideias e técnicas da Teoria dos
Sistemas Dinamicos.

Teorema 3.2 (Benedicks, arleson, 1991) possivel escolher, com pro-
babilidade positiva, um ponto (a,b) € R? para o qual existe um subconjunto

R? invariante pela fungio hayp, isto é, hay( ) = , tal que
1. s pontos que tendem para , ou seja B( ) = {z € :hy,(z) —
quando n — 0o}, contém pequenos discos (di emos que tem interior
ndo va io).

2. miste z €  com Orbita densa (quer di er, o conjunto {hy 4(z0),n =

1,2,3...} é denso) em e existe um vector # 0 cujo comprimento
cresce exponencialmente quando se calcula a derivada da funcdo na sua
direc¢do, tecnicamente escreve-se

hap(z0) > " para n > 1.
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O conjunto  referido neste resultado tem o aspecto da figura 3, obtida
marcando num papel os pontos correspondentes a érbita dum ponto do plano
pela funcao h,p, para um numero de composicoes de hgp com ela mesma
muito alto.

A segunda conclusao do teorema anterior traduz em termos mateméaticos
a ideia de sensibilidade em relagao as condicoes iniciais, ou seja, comporta-
mento caotico.

O resultado de Benedicks e Carleson vale para parametros b muito proé-
ximos de zero, onde a familia de transformacoes h, fica préxima da familia
quadratica f,. Nao existe até hoje nenhuma prova matemaética das evidéncias
numeéricas de Hénon para os parametros a = 1.4 e b = 0.3.

Teorema 3.3 (Benedicks, oung, 1993) Para os parametros (a,b) da-
dos pelo  eorema .2 a transformacdo h,p tem uma unica probabilidade fisica
(ou de Sinai-Ruelle-Bowen).

Ainda nao estd provada a estabilidade estocastica destas probabilidades,
mas em 2000 Benedicks e Viana provaram uma extensdo da alinea (a) do
ultimo teorema, mostrando que B( ) contém, de facto, toda uma vizinhanca
do conjunto , e anunciaram a prova da estabilidade estocastica da proba-
bilidade fisica do atractor — este é um trabalho ainda em curso.

esultados mais erais

Os exemplos apresentados admitem generalizacoes, algumas das quais apre-
sentamos agora para sistemas que partilham certas caracteristicas especificas
com estes exemplos.

4.1 pansao uniforme

No que se segue supomos sempre que é uma superficie compacta, como
uma esfera ou um toro, e f: — ¢ uma transformacao nessa superficie.
Resultados de Ruelle e Bowen (1976) mostram quese f: —  éuma
transformacdo expansora, isto é, se existir alguma constante > 1 tal que a
fungao expanda o comprimento de vectores tangentes a na proporcao de

, Ou seja
flz)y > paratodooz € | (4.6)
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entdo f tem uma tnica probabilidade fisica ou SRB. Mais tarde (1986) ifer
mostrou que esta probabilidade fisica é estocasticamente estavel. Fora do
contexto de sistemas com propriedades de expansao contraccao uniforme, a
prova da existéncia destas probabilidades pode ser uma tarefa extremamente
ardua.

Em dimensao 1 o exemplo tipico, e muito simples, é o da funcdo que
duplica o angulo na circunferéncia.

y y 2
, 20
\ 6
Figura 10: A transformacao que duplica angulos.

Identificando a circunferéncia de raio 1 com o conjunto dos nimeros com-
plexosde médulo 1, S = {z € :|z| = 1}, esta fungao pode ser expressa por
S' 2z +— 22, Neste caso particular a probabilidade fisica é precisamente a
probabilidade dada pela medida de comprimento ao longo da circunferéncia.
Outro exemplo é precisamente a “tenda” T'(z) =1 — |2z — 1| com z € [0, 1],
ja apresentada.

Estas aplicagoes expandem os comprimentos sempre a uma taxa constan-
te. A existéncia de probabilidades fisicas estd associada a existéncia de boas
propriedades de expansao para o sistema dindmico dado. Grosso modo, diga-
mos que a “tendéncia ao afastamento” contribui para uma boa distribuicao
das érbitas em termos estatisticos.

Porém, nos exemplos da familia quadratica e da familia de Hénon, as
transformacoes estao longe de exibir um comportamento uniformemente ex-
pansor, havendo inclusive regioes do espago de fase onde os sistemas apresen-
tam fortes contraccoes. No entanto, estes sistemas “tendem a comportar-se
como expansores”. Um longo trabalho teérico permitiu provar resultados de
existéncia de probabilidades fisicas e a sua estabilidade estocédstica nestas
condicoes, mais fracas do que a expansao uniforme.
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4.2 Sistemas que e pandem em média

Dizemos que f : — é uma transformagao nao uniformemente expan-
sora se existe alguma constante > 0 tal que

. 1
lim sup —
n—+oo T

Slog  F(PE)T < <0 (4.7

para quase todo o ponto x €  em relagao a medida natural de comprimen-
to area volume em . Esta condigdo significa que a transformagcao expan-
de o comprimento de vectores em média assimptotica e é uma propriedade
menos exigente do que a condi¢do de expansao (4.6). Como exemplos inte-
ressantes de transformacoes nao uniformemente expansoras, temos a familia
quadrética (para os parametros obtidos por akobson) e as transformagoes
de Viana, apresentadas a seguir.

Exemplos de sistemas que exibem comportamento nao uniformemente ex-
pansor em varias direcgoes foram introduzidos pela primeira vez por Viana
(1997). Apresentaremos aqui a versao bidimensional desses sistemas, res-
salvando, contudo, que hé versdes similares em qualquer dimensao (finita).
Consideremos S* o circulo de raio 1 e a transformacao

f:8' R—S" R, f(,2)=(()f. (2)),

em que ¢ uma transformagio expansora de S' (como a tranformagao que
duplica o angulo) e, para cada € S', a( ) é uma pequena variagio em
torno de um parametro a para o qual a respectiva transformacgao quadratica
fa apresenta boas propriedades de expansdo (em particular, estd no conjunto
de parametros dado pelo Teorema de akobson).

Teorema 4.1 ( lves, iana, 1999) Se f é uma transformacdo prézima de
f, entdo f tem uma (tdnica) probabilidade fisica. Além disso, as probabilida-
des fisicas dessas transformacoes variam continuamente com f.

A continuidade das probabilidades fisicas referida no teorema anterior
deve ser entendida do seguinte modo: se f e fy sao transformacgoes com
probabilidades fisicas respectivamente y e pg, entao o integral de uma fung¢ao
continua ¢ com respeito a u estd proximo do integral de ¢ com respeito a
1o, desde que f esteja proxima de fy. Isto significa que as frequéncias de
visitas das drbitas a regides do espaco num e noutro sistema sao préximas e,
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portanto, que o comportamento dos sistemas é semelhante, pelo menos em
média assimptotica. Observemos que esta propriedade nao é a mesma que
a estabilidade estocastica, pois estamos a comparar probabilidades fisicas de
aplicagoes proximas, e nao estamos a considerar perturbacoes aleatorias.

Para transformacoes nao uniformemente expansoras gerais foi recente-
mente provado o seguinte resultado.

Teorema 4.2 ( lves, Bonatti, iana,2 ) Se f : — é uma
transformacdo ndao uniformemente expansora, entdo existe um numero finito
de probabilidades fisicas p1, ..., cujas bacias cobrem , isto é

B(pm) B(p)=

sendo a igualdade vdlida excepto para um conjunto de volume ero.

A propriedade de cobertura das bacias significa que para quase todos
os pontos z a média de Birkhoff (2.1) é dada por uma das probabilidades
1y ey fh -

No que se segue vamos supor que f: —  é uma transformagdo nao
uniformemente expansora com uma unica probabilidade fisica. Os resultados
e definicoes seguintes valem em contextos mais gerais de sistemas com varias
probabilidades SRB, sendo aqui imposta esta restri¢ao tinica e exclusivamente
com o intuito de prosseguir a apresentacao deste texto sem que seja necessario
recorrer a conceitos matematicos mais sofisticados.

Suponhamos que f é uma transformacao nao uniformemente expansora
estocasticamente estavel. Em tal caso, temos para e suficientemente peque-
no e n grande, com construcao de perturbacao aleatéria semelhante a da
quadrética,

ln—l
T lg f@mO g e
=0

/ og /' du

n—1
“3lg f(P)T - <0
=0

para quase toda a escolha inicial zo = x em relacdo a medida de volume e
para quase toda a escolha da perturbacdo _com respeito & probabilidade
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A primeira relagao é consequéncia de a fun¢do log  f(z;)' ser uma
funcao continua e do Teorema FErgddico aplicado a p ; a segunda relagao
provem da estabilidade estocdstica da probabilidade pu, enquanto a tltima
relacao é outra consequéncia do Teorema Ergddico aplicado a u. Este argu-
mento mostra que f é nao uniformemente expansora para orbitas perturbadas:
existe alguma constante > 0 tal que

n—1

lim sup = Zlog flz;(O))™" <- <0, (4.8)
=0

n—4oo T =

para € pequeno e quase todas as escolhas de érbitas perturbadas z = (z;(_));-
Temos assim que, fixado 0 < ¢ < , existe algum inteiro  (x,_) satisfazendo

%Zbg flz;()) <—o para n> (z,). (4.9)

O tempo (z,_) que uma O6rbita perturbada demora a expandir em média

(é isso que mede (z,_)) desempenha um papel importante na prova da

estabilidade estocdstica da transformagao f. Dizemos que A, = {(z,_ ) :
(z,_) > } decai rapidamente com  se a série

> ( )(Ax)

k>1

convergir uniformemente com e (para niveis de erro ¢ > 0 pequeno), em
que ¢ uma medida sobre o espaco das possiveis escolhas de orbitas
aleatérias, com significando a medida de volume e a probabilidade
no conjunto de sequéncias ( 1, 2, 3,...) como antes. Exemplos de transfor-
macoes nao uniformemente expansoras com A, decaindo rapidamente com
incluem transformagcoes quadraticas (num conjunto com medida positiva de
parametros) e as transformagoes de Viana.

Teorema 4.3 ( lves, ratdo,2 ) Sejaf uma transformacio nio uni-
formemente expansora.

1. Se f € estocasticamente estdvel, entao [ € nao uniformemente expan-
sora para orbitas perturbadas.

2. Se f € nao uniformemente expansora para orbitas perturbadas e A,
decai rapidamente com , entdo f € estocasticamente estdvel.
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Portanto, a existéncia de probabilidades fisicas nao é uma propriedade es-
pecifica de certos exemplos, como a familia quadratica e a familia de Hénon,
mas uma propriedade que pode ser sempre obtida se houver uma expansao
média assimptética no sistema. Desta maneira, uma propriedade de exem-
plos importantes foi isolada e generalizada, abarcando toda uma classe de
sistemas.

erspectivas

Este breve curso de sistemas dindmicos apresentou alguns conceitos bdsicos e
resultados importantes sobre aplicagées simples com comportamento muito
complexo, cujo estudo motivou algumas das nocoes da Teoria e fomentou o
desenvolvimento de técnicas bastante sofisticadas que foram generalizadas e
utilizadas noutros sistemas. Os especialistas conseguiram estender alguns dos
resultados apresentados a classes bastante amplas de sistemas que partilham
certas caracteristicas-chave, como a expansao assimptética média.

Um tépico muito importante e muito profundo, que esteve na origem de
todas as questoes envolvendo sistemas dinamicos — a questao da estabili-
dade das érbitas planetarias no Sistema Solar é um exemplo famoso — é
o das equagoes diferenciais e do comportamento assimptotico das suas so-
lugdes. Este assunto é bastante mais exigente tecnicamente, o que torna
dificil expor os conceitos relevantes em poucas horas a uma audiéncia nao
especializada. No entanto, permitam-me comunicar que todos os conceitos
apresentados aqui se estendem ao contexto de solucoes de equagoes diferen-
ciais ordinarias, embora de maneira muito mais envolvente, sendo uma area
de pesquisa intensa e muito activa.

Espero ter transmitido um pouco das caracteristicas espantosas de alguns
sistemas dinamicos e mostrado que estes sao assuntos bem vivos e activamen-
te pesquisados — as datas inclusas nos enunciados dos teoremas referem-se
ao ano de publicacao da repectiva demonstracao e mostram bem quao recen-
tes sao estes resultados. Esta linha de pesquisa aposta nas seguinte direccoes
no futuro:

1. obter condicoes cada vez mais gerais para a existéncia de probabilidades
fisicas;

2. estudar em que condigoes as probabilidades fisicas sao estocasticamente
estaveis.
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Finalmente, alguns dos nomes referidos sao matematicos portugueses que
trabalham no nosso pais, o que é um sauddvel sinal de actividade cientifica
na area de Sistemas Dinamicos.

Su estoes de leitura consulta

A literatura disponivel é ja bastante vasta, a maioria em lingua inglesa, como
habitualmente. Indicamos a seguir alguns titulos ordenados consoante o nivel
do conteudo.

Divulgacao Ha dois excelentes livros traduzidos para portugués e disponi-
veis nas livrarias: o de Ian Stewart [10] fornece uma visao histérica dos
problemas que suscitaram o desenvolvimento da Teoria dos Sistemas
Dinamicos; e o de ames Gleick [2], um trabalho jornalistico excelente
acerca de recentes desenvolvimentos nesta area, muitos relatados pe-
los mesmos investigadores que os protagonizaram, mostrando bem a
interdisciplinaridade do assunto.

ntrodugao Ha alguma literatura em lingua inglesa para leitores com al-
gum conhecimento matematico e que se pode encontrar na Biblioteca
de Matematica Pura da Faculdade de Ciéncias do Porto (e noutras
bibliotecas de Matematica do pais): os livros de Holmgren [4] e Sande-
fur [9] sdo acessiveis para alunos do primeiro ano duma licenciatura e,
nalguns aspectos, ao nivel do 12 ano, em dreas cientifico-tecnolégicas
(exigem algum conhecimento de Célculo ou Anélise Infinitesimal); e o
livro de Devane [1] também, mas ja algo mais sofisticado. Um livro
interessante pelas ideias gerais e motivagoes que apresenta no estudo
dos Sistemas Dinamicos e Teoria Ergddica é o de Ruelle [8].

ntermédio Para leitores dos dois tiltimos anos duma, licenciatura cientifico-
tecnolégica, aconselho o cldssico de Hirsh-Smale [3] e o mais recente
de asota-Macka [5]. O primeiro lida essencialmente com equagoes
diferenciais do ponto de vista do seu estudo qualitativo, enquanto o
segundo apresenta a teoria nos seus aspectos mais probabilisticos.

vangado Ao nivel de pés-graduagédo, o livro de Palis-de Melo [7] é uma
referéncia bdsica no estudo de Métodos Geométricos em Teoria dos
Sistemas Dinamicos, e o de Mafnié [6] uma sélida referéncia acerca de
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Métodos Probabilisticos, ambos em portugués. Um relato de desenvol-
vimentos muito recentes na inter-relagao entre Métodos Geométricos e
Métodos Probabilisticos pode ser encontrado na monografia de Marcelo
Viana [11]. O contetido destes volumes pressupde sélidos conhecimen-
tos de Topologia Diferencial e de Teoria da Medida e Integragao.
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