A MATEMATICA E A MUSICA

No limiar do terceiro milénio da nossa era a célebre expressdo de Leibniz,
“Musica est exercitium arithmeticae occultum nescientis se numerare animi”
(A miisica é um exercicio oculto de aritmética de uma alma inconsciente
que lida com niimeros), poderd ser tomada em sentido lato numa
concepcdao contempordnea de arte e ciéncia. Com efeito, na criacdo, transmissdao
e entendimento da miisica, boje em dia, como antigamente, verifica-se a existéncia
de um conjunto de relacoes sonoras e simbolicas que, directa ou indirectamente,
poderdo ser associadas das ciéncias matemadticas.

regularidade ou complexidade das vibracoes,
as relacoes tonais em melodias e harmonias, o
ritmo e a variedade de formas e estruturas mu-
sicais, a analise e sintese do som, ou a composicdo e
execucao musicais assistidas por computador condu-
zem-nos a modernas reinterpretacoes da tradicao pita-
gorica segundo a qual a musica seria a “ciéncia do nui-

mero aplicada aos sons”.

Sem ignorar que a musica, enquanto “arte dos sons”,

tem uma dimensao artistica que nao
€, naturalmente, redutivel a “ciéncia
do niimero’, na Historia da civiliza-
cao europeia, desde a antiguidade

classica até ao século das luzes, os |

aspectos eruditos da musica foram
sempre considerados uma das disci-
plinas das matemadticas aplicadas.
Reflexo desta tradicdo, Diderot no
seu artigo “Pitagorismo”, publicado
no tomo XII da Encyclopédie, em
1765, depois de referir varios aspec-
tos da “Muisica de Pitagoras’ numa
perspectiva iluminista, escreve lite-
ralmente: “C’est par les nombres et
non par le sens qu’il faut estimer la
sublimité de la musique. Etudiez le
monocorde’ (E pelos nimeros e nio
pelo sentido que se deve avaliar a
sublimidade da musica. Estudai o mo-
nocoérdio).

Aritmusica Pitagorica

“Um certo Pitdgoras, numa das
suas viagens, passou por acaso numa
oficina onde se batia numa bigorna
com cinco martelos. Espantado pela
agradavel harmonia (concordiam)

JOSE FRANCISCO RODRIGUES

que eles produziam, o nosso filosofo aproximou-se e, pen-
sando inicialmente que a qualidade do som e da har-
monia (modulationis) estava nas diferentes mdos, trocou
os martelos. Assim feito, cada martelo conservava o som
que lhe era proprio. Apos ter retirado um que era disso-
nante, pesou os outros e, coisa admiravel, pela graca de
Deus, o primeiro pesava doze, o segundo nove, o terceiro

oito, o quarto seis de ndo sei que unidade de peso.” Assim
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= VD), “a grande, espantosa e muito stib-

descreve Guido d’Arezzo (992 -1050?), no seu pequeno

mas influente tratado de musica
Micrologus, a lenda que atribui a
Pitdgoras (séc. VI AC) a descoberta
fundamental da dependéncia dos in-
tervalos musicais dos quocientes dos
primeiros nimeros inteiros, i.e., pa-
rafraseando o romano Boécio (séc.

til relacdo (concordiam) que existe
entre a miuisica e as proporgoes dos
nuimeros (numerum proportione)”.

Em termos dos comprimentos de
uma corda esticada, em particular do
monocordio, aquelas proporcoes sim-
ples traduzem-se no unissono, dado
pela razao 1:1, na oitava (diapason)
por 1:2, na quinta (diapente) por 2:3
e na quarta (diatessaron) por 3:4.
Estas razoes podem ser obtidas a par-
tir daqueles quatro nimeros inteiros,
correspondendo, respectivamente, a
uma corda de comprimento igual a
12 unidades (unissono), reduzida a
metade 6 (oitava), a 8 unidades (quin-
ta) ou a 9 (quarta).

Para a Escola de Pitagoras, a har-
monia dos sons estava em corres-
pondéncia directa com a aritmética
das proporcoes: o produto de 2/3



Fig. 1 - Busto de Bronze de Pitagoras (séc. VI AC), copia de um ori-
ginal grego.

(fraccdo associada a quinta) por 3/4 (frac¢ao associa-
da a quarta) da a fraccdo 1/2 associada a oitava; a sua
divisao (subtraccao de intervalos) esta associada a frac-
¢a0 8/9 = (2/3):(3/4) que representa um tom, i.e., a di-
ferenca de uma quinta e de uma quarta. Analogamente,
se obtem que uma oitava é composta por duas quartas
e um tom (1/2 = 3/4 x 3/4 x 8/9).

Um dos textos gregos mais antigos que apresenta
uma explicacdo sistematica das primeiras escalas musi-
cais chegou até n6s com o titulo Sectio Canonis, ou a
“Divisao dum monocéordio”, e foi escrito cerca de 300
AC, sendo atribuido, ndo sem controvérsia, a Euclides.
Com uma breve introduc¢io sobre as causas dos sons e
suas alturas, enquanto quantidades relativas, e com vin-
te proposicdes argumentadas a maneira de teoremas, es-
se pequeno tratado euclidiano de musica expoe o trata-
mento dos intervalos como razoes entre nimeros inteiros
e culmina com a divisdo do Kanén, que lhe di o nome.
Por exemplo, a sua 14* Proposi¢io estabelece que “a oi-
tava é menos que seis tons” e a 15* que “a quarita é me-
nos que dois tons e meio e que a quinta menos que 1rés
tons e meio’.

Este tipo de resultados, remontando ao tempo de
Pitagoras e Euclides, mostram, em particular, a impor-
tancia do papel da musica grega no desenvolvimento da

matemdtica pura, como ja observara Paul Tannery no
inicio deste século. E ainda da escola pitagorica a divi-
sdo das ciéncias matematicas em quatro partes: a arit-
mética (quantidade discreta estatica), a geometria (gran-
deza estaciondria), a musica (quantidade discreta em
movimento) e a astronomia (grandeza dindmica). Esta
classificacdo viria a constituir o Quadrivium, i.e., uma
parte substancial das sete artes liberais do curriculum
medieval, que se completavam com o Trivium (grama-
tica, dialéctica e retorica).

Os nameros harmonicos 6, 8, 9 e 12 tém ainda par-
ticularidades aritméticas notaveis, pois, para além de 6
estar para 8, assim como 9 para 12 (6/8 = 9/12) e 6 pa-
ra 9 tal como 8 para 12 (6/9 = 8/12), o nimero 9 é exac-
tamente a média aritmética de 6 e 12 e 8 a média har-
moénica de 6 e 12, i.e.

-1 1_1(1,1
9=—(6+12) e - 2(6+12)

A média aritmética de dois nimeros foi definida pe-
los gregos como o nimero que excede o menor duma
mesma quantidade de que € excedido pelo maior, i.e.,
b-a = a-c, ou a=1/2 (b+c); e a média geométrica de dois
numeros como aquele cuja diferenca para o maior divi-
dida pela diferenca do segundo € igual ao primeiro di-
vidido por si, ou seja (b-g/(g-c) = b/g, i.e., de modo equi-

Fig. 2 - Ilustracao de Franchinus Gafurius (7heorica musicce, 1492),
da descoberta de Pitigoras das propor¢oes das consonancias.



valente 2 definicio actual: g = V'be (a média geométri-
ca de dois nimeros € a raiz quadrada do seu produto).

A média barmonica de dois nimeros foi definida
como o numero cuja diferenca para o maior dividida pe-
la diferenca com o menor € igual a divisao do maior pe-
lo menor, i.e. (b-d)/(d-c) = b/c ou seja

1_1(1,1
d 2(b+c

2bc
b+c

)

, ou d=

que sdo as expressoes actualmente usadas.

O estudo das proporc¢des ou das médias (medietates)
foi transmitido a Idade Média por Boécio, em particular,
na sua De institutione musica, pois “esta matéria pode ser
uatil as especulagoes relativas a musica ou ds subtilezas da
astronomia, ou ainda ao alcance das consideragoes geo-
mélricas, ou mesmo d compreensdo das teorias dos anti-
gos...”. As proporcionalidades aritmética, geométrica e har-
monica estio presentes em toda a ciéncia e musica medievais,
onde esta € definida como nimero associado ao som -
“numerus relatus ad sonum”. Por exemplo, no tratado es-
peculativo Ars novae musicae (1319), o matematico e as-
tronomo parisiense Jean de Muris escrevia “O som é ge-
rado pelo movimento, pois pertence a classe das coisas
sucessivas. Por isso, s6 existe enquanto é produzido, ces-
sando de existir uma vez produzido... Toda a miisica, es-
pecialmente a miusica mensuravel, baseia-se em perfeicdo,
combinando em si niimero e som’”.

A interpretacido e a especulacio filosoficas baseadas
nestes tipos de particularidades matematicas, como por
exemplo, o facto de o cubo ter 6 faces, 8 vértices e 12
arestas, e por isso ser considerado um solido harmoni-
co, juntamente com outros paralelismos mais subtis en-
tre a aritmética e a geometria, conduziu a civilizacao clas-
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Fig. 3 - Guido d’Arezzo, Micrologus, diagrama do capitulo XVI com
neumas (Paris, Bibliothéque Nationale, séc. XID).

Fig. 4 - Boécio, De Institutione Musica. Divisao dos intervalos (Paris,
Bibiliothéque Nationale, séc. XID).

sica a doutrina da muisica das esferas e, numa expressao
de Aristoteles, a considerar que “todo o céu é niimero e
barmonia’.

Contudo, a filosofia classica distinguia trés tipos de
musica, a qual foi classificada, em terminologia boecia-
na, em musica instrumentalis (produzida pela lira, flau-
ta, etc.), musica humana (inaudivel, mas produzida no
homem pela interaccao entre o corpo e a alma) e a mu-
sica mundana (produzida pelo proprio cosmos e mais
conhecida pela musica do universo).

Harmonia Celeste

A astronomia helenistica, baseada nos dados empi-
ricos e na geometria grega, atingiu o seu grau mais ela-
borado em Claudio Ptolomeu (séc. ID), que com a sua
obra Mathematike Syntaxis, mais conhecida pelo nome
latino Almagest, influenciou a civilizacido ocidental du-
rante catorze séculos. Para além de outros escritos sobre
mecinica e Optica, Ptolomeu foi também autor do nota-
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Fig. 5 - Frontespicio da edicio bilingue, grega e latina, da “ Harmonica”
de Ptolomeu, publicada em 1699, com um apéndice sobre musica an-
tiga e moderna por J. Wallis, professor de matematica na Universidade
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vel tratado Harmonica, onde nio s6 apronfundou a te-
se dos intervalos entre notas musicais enquanto razoes
entre nimeros, com originalidade musicologica e apli-
cacoes as afinacoes da lyra e da kithera, como também,
no Livro III, elaborou sobre as semelhancas entre o sis-
tema harmonico e o circulo associado ao zodiaco e as
modulacdes tonais e os movimentos dos astros. Ptolomeu
transmitiu, desse modo, o mito de como as relacdes ma-
temdticas subjacentes as estruturas da musica audivel
constituem as formas da esséncia e causa das harmonias
tanto na alma humana como nos movimentos e confi-
guracdes dos astros.

O modelo ptolomaico s6 comecou a ser posto em
causa na Renascenca com o retomar da teoria heliocén-
trica por Copérnico, com a publicacdo em 1543 da sua
obra capital De Revolutionibus Orbium Celestium, e na
sequéncia dos avancos instrumentais e das observacoes
de Tycho Brahe (1546-1601). Contudo, para o seu su-
cessor como “astronomo imperial”, Joannes Kepler (1571-

1630), o movimento dos planetas ainda era uma musica
imanente da perfeicao divina, bem na tradicao da cos-
mologia mitica do Timaeus de Platdo. Mas isso ndo o im-
pediu de chegar as célebres e substanciais trés leis do
movimento: os planetas giram em torno do Sol, em 6r-
bitas elipticas, tendo-o por um dos focos; as suas areas
orbitais sdo percorridas proporcionalmente ao tempo (o
que implica acelera¢do no periélio e retardamento no
afélio); e os quadrados dos periodos de revolucao de ca-
da planeta sdo proporcionais aos cubos das suas distan-
cias médias ao Sol.

O célebre matematico alemio, no 32 capitulo do li-
vro V do seu Harmonices Mundi (1619), considerou que
a descoberta da Gltima lei completava uma parte da sua
obra Mysterium Cosmographicum, publicada em Tubingen,
em 1596: “Com efeito, apds ter encontrado os verdadei-
ros intervalos das Orbes, gracas ds observacoes de Brabe,
depois de um longo periodo de trabalbo continuo, a au-
1éntica proporgdo dos Tempos periddicos em relagdo com
a proporgdo das Orbes... tardiamente, em verdade, tor-
nou-se evidente para mim [...J; a concorddncia era tdo
grande entre o meu trabalbo de dezassete anos sobre as
Observagoes Brahenianas e esta meditacdo, a conver-
géncia era tdo perfeita, que acreditei inicialmente sonbar
e pressentir o que procurava de principio. Mas a coisa é
tdo certa e tdo exacta: a razdo que existe entre os tempos
de revolugdo de dois planetas quaisquer esta em pro-
porgdo precisamente sesquialtera com a razdo das suas
distancias médias, isto é das suas Orbes”, o que signifi-
ca em notacdo de hoje que T~ d **.

Fig. 6 - Joannes Kepler (1571-1630).



No seu Mistério Cosmografico, Kepler especulou so-
bre a “admirdvel proporcdo entre corpos celestes” e a “be-
la harmonia que existe entre as partes do cosmos”.
Comparando as razdes das esferas inscritas e circunscri-
tas nos cinco solidos platonicos, o tetraedro, o cubo, o
octaedro, o dodecaedro (limitado por doze pentdgonos)
e o icosaedro (facetado com vinte tridngulos equilate-
ros) com as razdes das orbitas dos seis planetas entio
conhecidos (contando com a Terra mas excluindo a Lua)
associando-os aos cinco intervalos das respectivas orbes,
o jovem astronomo acreditou ter encontrado a chave do
universo.

O seu temperamento mistico e especulativo esteve
na base da sua constante pesquisa de relacoes entre di-
versas grandezas numéricas do Sistema Solar. Na sua
descricao da Harmonia do Mundo, Kepler concluiu,
exactamente no mesmo livro V, apds enunciar a sua
terceira lei sobre as 6rbitas dos planetas, que “os mo-
dos ou tons musicais sao reproduzidos de uma certa
maneira nas extremidades dos movimentos planetarios”.
Desse modo, considerando os sete intervalos conso-
nantes da oitava do seu tempo: 1:1 (unissono); 1:2 (oi-
tava), 2:3 (quinta), 3:4 (quarta), 4:5 (tércia maior), 5:6
(tércia menor), 3:5 (sexta maior), 5:8 (sexta menor),
Kepler estabeleceu as seguintes harmonias dos seis pla-
netas conhecidos
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Fig. 7 - Frontespicio de “Mysterium cosmographicum® (1596) de J.
Kepler, com os encaixes do cubo (Saturno-Jupiter), tetraedro (Jupiter-
Marte), dodecaedro (Marte-Terra), icosaedro (Terra-Vénus) e octaedro
(Vénus-Mercurio).
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Fig. 8 - Harmonias de todos os planetas ou universais do género mole
(do liv. V de Harmonices Mundi, 1619).

Saturno  4:5 (uma tércia maior)

Japiter  5:6  (uma tércia menor)
Marte 2:3 (uma quinta)

Terra 5:16  (um meio tom)
Vénus 24:25 (um sustenido)

MercGrio 5:12  (uma oitava e uma tércia menor);

calculando as razdes afélio/periélio de cada um deles.
Por exemplo, Saturno percorre, respectivamente, um ar-
co de 106 ou de 135 segundos por dia quando esta no
seu ponto mais afastado (afélio) ou mais perto (periélio)
do Sol, quando observado do proprio Sol, obtendo-se
106/135 = 4/5.

A metafisica kepleriana vai ao ponto de, nas con-
cordincias celestes do Harmonices Mundi, nao s6 asso-
ciar Mercario ao soprano, Vénus e a Terra ao alto, Marte
ao tenor e Japiter e Saturno ao baixo, como ainda nu-
ma pequena nota afirmar que “a Terra canta as notas MI,
FA, MI, de modo que delas se possa conjecturar que no
nosso seio prevalecem a miséria (MIseria) e fome (FAmes)”.

No entanto, Kepler ao basear as suas especulacoes
nos dados experimentais e fornecer, com as suas leis,
elementos fundamentais para a teoria da gravitacdao de
Newton, ndo pode deixar de ser considerado uma figu-
ra maior na Historia da Ciéncia, apesar de podermos con-
cordar com Laplace, como “il est affligeant pour I'esprit
bumain de voir ce grand homme méme se complaire avec
délices dans ces chimériques spéculations, et les regarder
comme l'dme et la vie de I'astronomie” (como ¢é aflitivo
para o espirito humano ver este grande homem real-



mente comprazer-se nestas quimeras especulativas, e en-
card-las como a alma e a vida da astronomia), numa sig-
nificativa apreciacdo de 1821.

Algebra dos tons

A cultura grega classica baseou o seu sistema mu-
sical na lira, tal como os chineses o haviam baseado na
flauta de bambu. No entanto, nao dispunham dos ins-
trumentos técnicos ou conceptuais que lhes permitis-
sem o dominio completo do fenémeno vibratorio ou
da andlise da frequéncia dos sons, para além da sim-
ples observacio empirica da relacdo inversa entre a fre-
quéncia do som fundamental emitido pela corda vi-
brante (lira) ou pelo tubo longo (flauta) e o seu
comprimento, ficando apenas pelas primeiras quatro
harmoénicas. As escalas pitagoricas baseiam-se assim nos
intervalos “racionais” elementares (oitava, quinta e quar-
ta) e respectivas sucessoes alternadas, i.e., partindo de
um som f = fe dosomf = 3/f situado uma quinta aci-
ma na CSLdld osom f, = 3/4f = 9/gf situar-se-d uma quar-
ta abaixo de f, o som f, uma quinta acima da f, e as-
sim sugesswdmente Deste modo, tem-se

9\~ 3 (9\ . .
j;n = ? e f;ml = 7 (g) , ninteiro,

e po@ermos construir, a partir de f = f; a sucessao f do
seguinte modo:

Obtemos assim o "ciclo das quintas" na forma
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Fig. 9 - Uma espiral de quintas e
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um relogio cromdtico de 12 tons.
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sendo p o inteiro tal que / € [ /; 2/, que ndo € ob-
viamente, um verdadeiro ciclo, pois se assim fosse te-
riam de existir dois inteiros 7 e p tais que 3" = 2", que
€ impossivel visto que o primeiro € sempre um name-
ro impar e o segundo par. No solfejo classico, quando
se afirma que “12 quintas correspondem a 7 oitavas” tal
ndo € matematicamente certo, pois correponderia a di-
zer que “3'? = 2" Isso apenas traduz, quanto muito,
uma certa tolerdncia do ouvido aquela afinacao pois,
de facto, 3'2/2" = 531441/524288 =~ 1.

Esta diferenca, a chamada coma pitagorica, esta es-
sencialmente relacionada com a impossibilidade, en-
contrada ja pelos gregos, de medir a diagonal do qua-
drado através de uma fraccdo exacta do seu lado e,
portanto, também com a irracionalidade do nimero V2.
Tal impossibilidade explica também o facto de nio po-
der existir uma gama musical “perfeita” ou “bem tem-
perada”, i.e., cujas razdes dos tons ao tom de referéncia
sejam sucessivamente 1, T, 7, 2=2, apenas basea-
das nos nimeros racionais 3/2 e 4/3. Com efeito, ndo ha
nenhum modo “natural” de calcular o nimero irracional

T="2V2 =1,059463094...

que esta na base do semi-tom do intervalo elementar da
gama temperada de doze notas formando um “circulo
perfeito”.

E interessante observar que a incongruéncia resul-
tante da coma pitagorica, que acumula dissonidncias 2
medida que se sobe ou desce na escala musical, tem uma
analogia com as incongruéncias dos calendarios antigos.
Os trés relogios astrondmicos, a sucessao dos dias, das
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fases da lua e as desloca¢oes do Sol, com as respectivas
estacoes determinam que 0 ano composto por 12 meses
lunares corresponda a 354 dias e difira, portanto, de cer-
ca de 11 dias do ano solar. Mas como a 19 anos corres-
pondem 235 meses lunares, decompondo 235 = 19x12+7,
podemos "acertar" os ciclos solares e lunares, a menos
de um residuo de cerca de 1h30m, considerando 12 anos
com 12 meses lunares e os restantes 7 com 13, pois tem-
se 235 = 12x12+7x13. Este ciclo, chamado de Meton (ate-
niense do séc.IV AC), ilustra de um modo grosseiro um
certo paralelismo entre o problema de acertar os calen-
darios com as efemérides astronémicas e a divisao da
escala musical com a consonancia dos sons.

Até a2 Renascenca, a gama cromatica de Pitagoras,
correspondendo a tonalidade das frequéncias dos sons
do Do = f, Ré =9/, Mi =844 f, Fa = 45 f, Sol = 3/, f; La
= 2715 [ Si = 243/155 f'e DO = 2f; foi utilizada na musica
europeia segundo a tradi¢ido classica. No século XVI, a
gama diatonica de G. Zarlino (1517-1590), caracterizada
segundo as proporc¢oes directamente derivadas da su-
cessdo dos primeiros seis inteiros, introduz razdes mais
simples ao substituir as frequéncias das notas Mi, L4 e
Si, respectivamente, por 54 /; 53/, 15/3 /; mantendo as ou-
tras inalteradas, sem contudo resolver satisfatoriamente
o problema da transposicao.

1 Y .

MESOLABIO INVENTIONE DI ERATOSTHE RI .

A L E ] A

Fig. 10 - O Mesolabio, reproduzido da edicao de 1573 de Institutioni
armoniche, de F. Zarlino, foi um dos trés métodos que ele expds na
sua obra “Sopplimenti musicali” (Veneza, 1588), para “dividir a oita-
va directamente em 12 partes ou semitons iguais e proporcionais’. Este
instrumento, descrito em textos gregos antigos, consiste em trés pa-
ralelogramos rectangulares moveis e permite obter as linhas CD e EF
como duas médias proporcionais de AB e GH.

Uma solucdo matematicamente simples de concep-
¢do, mas cuja vulgarizacao viria a utilizar um novo ins-
trumento de calculo s6 construido no inicio do século

XVII, os logaritmos, € o temperamento igual. A sua for-
mulacio tedrica encontra-se ja na obra "De musica", de F.
Salinas, publicada em Salamanca em 1577, onde se refe-
re que "a oitava tem que ser dividida em doze partes igual-
mente proporcionais, as quais serdo os semitons iguais".
ou seja, se T € o intervalo separando dois tons consecuti-
vos, T="V 2 representa a razao da respectiva progressao
geomeétrica, sendo 7 o nimero da divisio em partes iguais
da oitava. No caso particular 7 = 12, as frequéncias asso-
ciadas as sete notas da escala habitual vém dadas por

D6 =/, Ré = “V2f, Mi = *V/2f, Fa = *V2°f,
Sol = "V27f, La = *V23f, si = "V2Uf e D6 = 2f.

As primeiras aproximacdes niiméricas do temperamento
igual eram geomeétricas e mecanicas, como o antigo ins-
trumento inventado pelos gregos para achar mecanicamente
médias proporcionais, chamado mesolabio e utilizado por
Zarlino ainda no século XVI, ou outros métodos euclidea-
nos que se encontram na Harmonie Universelle (1636-7) de
M.Mersenne ou na Musurgia Universalis (1650) de A Kircher.
No entanto, e apesar das aproximagdes numéricas do tem-
peramento igual serem atribuidas aos chineses, Simon Stevin
(1548-1620) calculou, por volta de 1600, uma divisdo igual
da oitava em doze intervalos com quatro casa decimais,
sem no entanto advogar o temperamento igual no seu tra-
tado sobre a teoria da musica que ficou inédito.

Outros cientistas do século XVII abordaram profun-
damente a teoria da musica, nomeadamente Galileu,
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Fig. 11 - Harpa e lira desenhadas por Huygens e divisao da oitava em
31 tons. (Biblioteca da Universidade de Leiden).
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,I I \out le monde convient, qu'il y a une différence trds effenticlle
. enrre s Mufique moderne, & cclle dont on s'elt fervi autie- "
fois; "mais les fentimens for le vrai caraftere, qui en érablivda
diftin&tion, font fort partagés: & il y a teute apparence, que perfonne”
ne s'eft encore apperqu dela véritable différence qui regne cntre la Mu: .
fique ancienne & lamodetne.  Ceux qui s'imaginent que tourte la diffé=
renceie confifte quedans certains tours, gque les Muficicns metent
aujourdhui* en pratique, - & qui ont & inconnus autrefois, ‘né -
diftinguent pas aflés ces deux efpeces de Mufique. . Or cenx qui met- *
tent Ja préférence de la Mulique moderne dans un ufage libre de rou- .
tes fortes de- difonances;’qui durcient ‘paru infupporrables aux an:-
* ciens, pouflent fa différence wrop loin, & méme audeld des bornes dela ™
vérirable hdrmonie, dont les principes-doivent toujours égalemenr fer.

vir de regle tant 2 la Mulique miodetne qu'a ancienne. i

2. Clelt donc une vérité inconreftable, que, quelgue grande que
{oit la différence entte la Mufique ancienne &lamoderne, l'une & I'au:
tre doivent abfolument e d'accord avec les principes de Pharmonic, & -
que tout ce qui leur eft cortraire ne Guroit jomals &re mis en prati: *
que avec fixccds. -Le jugement de Poreille, auquel tout doir ére raps -
porté, quelque bizarre qu'il, paroifle fouvent, n'clt cependanr rien -
i - “ ' moins -
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-fenter cxadtement Ies tons,- que jenomme étrangers, - Vioicidesuns
& les aurres.

Tons nombres Tons , nombres
principaux| cxpofans -férrangers|  expofins

F [at2 — 4o96 F* 2% 3%y . = 3033

Fr |25 3% 5§ = 4320 F&* [2%.3. 539 — 4200

A3 |2%-5% == 460§ G* ja27. 5.9 = s480

Gr 2% 3. §* = 4800 Gs* |33, $%. 7 = g72%

A j21% ¢ = sr120 A* f2% 3% 5.7 = gog0

B |2%.3%. §° = 54co]  B* (2% 3.7 — 5376

~ H J2% 3% 5 == g760 H* |25 5.7 = 5600

C [27% 3 = 6.i4d C' 2% 33 7 — 6048

Cr |2% §2 = 6400 Cs". 123, 3% 5% 9 == 6300

D |a%. 32 — 6912 D* |29 3.:5. 7= 720

Ds [25. 3% 5% — 2200] 7 Ds* {ate. g =17168

E [2% 3. § = 7680 “-E* -|2%.3%. 5.7 = 7560

5 la*? = 8192 S* s, 3t 7 =.j06q

I et évident qu'il fuffic d'avoir dérerminé un feul des tons érangers,
-puisque tous les autres en peuvene enfuite {ire formés par de fimples |
- quinres & tierces majenres. N g baanoeden o L

3 Ilff

Fig. 12 - Do verdadeiro cardcter da miisica moderna, de Leonhard Euler, em Mémoires de I'académie des sciences de Berlin (1764), 17606, p. 174-199.

Kepler, Descartes e Huygens, entre outros. Em particu-
lar, Christiaan Huygens (1629-1695), tal como Galileu fi-
lho de um compositor, publicou em 1691 um notavel en-
saio de musicologia, Novus Cyclus Harmonicus onde
teorizou a divisio da oitava em 31 intervalos iguais e foi
um dos primeiros a introduzir o cdlculo dos logaritmos
na musica. J4 numa carta de 1661, Huygens referia que
se havia “ocupado durante alguns dias a estudar a mii-
sica, e a divisdo do monocordio a qual aplicara feliz-
mente a dlgebra’, tendo “achado que o uso que fizera
dos logaritmos fora ai de grande utilidade’. Numa outra,
de 1691, ap0Os referir Salinas e Mersenne enquanto au-
tores que ja haviam considerado aquela divisdo sem gran-
de consequéncia, observa que se 0s seus antecessores se
haviam enganado “por ndo terem sabido dividir a oitava
em 31 partes iguais (...) porque para isso eva necessdario a
inteligéncia dos Logaritmos’. Sem entrar em outras consi-
deracoes de ordem musical, € interessante observar as di-
ferencas de atitude de Huygens, por um lado, ao tentar
combinar experiéncia sonora e anilise cientifica no tem-
peramento de 31 tons que advogou, com o sistema ma-
tematicamente atraente, mas musicalmente ainda inacei-
tavel para a época, da divisao igual de 12 tons de Stevin,
ou, por outro, com o sistema “bem temperado”, também

de 12 tons, de Werckmeister (1691), cujo objectivo de fe-
char o ciclo das quintas era conseguido com uma distri-
buicio irregular e empirica da coma pitagorica entre as
quintas. De passagem refira-se que Huygens considerava
Werckmeister um author ineruditus ac parvi pretij (autor
sem erudicdo e de pouco mérito).

Se Kepler havia procurado um elaborado critério geo-
métrico para distinguir a consonincia da dissonincia, o
jovem Descartes no seu tratado, também de 1619, Compendium
Musicae, limita-se as razdes dos intervalos consonantes
através de segmentos de comprimentos varidveis, afir-
mando que apenas as trés primeiras bisseccdes de um
segmento de recta sio associdveis s consonincias basi-
cas, i.e., sAo apenas trés os “ntimeros sonoros™ 2, 3 e 5.
Mas € no matemdtico L. Euler (1707-1783) que se encon-
tra uma das mais engenhosas teorias algébricas da divi-
sdo da oitava e do grau da consonincia dos intervalos mu-
sicais. Com efeito, no seu Ensaio de uma nova teoria da
muisica (Tentamen novae theoriae musicae, 1739) Euler
desenvolve uma argumentacio de influéncia leibniziana
na qual as propor¢des geram um prazer musical, via a or-
dem e a perfeicao - “a miisica é a ciéncia de combinar os
sons da qual resulta uma barmonia agraddvel” - de mo-
do que, para este matematico, um objecto musical & um



simples objecto aritmético. Assim, por exemplo, Euler in-
troduz uma medida do grau de consonincia (agrément)
de um intervalo através de uma formula algébrica

n

=E(mipi— m

i=1

all +1

)

em que p, sao NUMEros Primos e 7, expoentes inteiros, tais
que o intervalo [ esteja associado ao nimero racional
Up™ p,™ ... p ™ Para o unissono (1/1) obtemos 1 como
primeiro grau de consonancia (primum suavitatis gradum),
o segundo para a oitava (1/2) e assim sucessivamente, dos
intervalos mais simples para os mais complexos.

A teoria elaborada por Euler, baseada numa pers-
pectiva hipotético-dedutiva, acabou por nio ter uma reac-
cao favoravel nos musicos de setecentos, mas ndao dei-
xa por isso de ser uma notavel incursio na teoria da
musica feita pelo matematico mais marcante do século
do iluminismo, no qual a musica europeia iria, contudo,
comecar a fornecer exemplos de composicoes como o
Cravo bem temperado de J. S. Bach, cujos dois volumes
datam, respectivamente, de 1722 e 1744.

Mas a dlgebra dos tons nao se reduz aos problemas
associados ao temperamento. Ela suscita questoes mais
profundas na estrutura dos sons e na propria composicao
musical. De facto as notas musicais podem ser agrupadas
em classes de equivaléncia e dai serem chamadas pelo
mesmo nome, i.e., duas notas dizem-se equivalentes se
estdo separadas por um nimero exacto de oitavas, ou se-
ja, se tiverem frequéncias p e g, o intervalo entre elas é
de forma p/q=2 comkE€Z (k=0,+1,+2 .)ein-
dicaremos por p ~ g. Em particular, no sistema tempera-
do de 12 notas, o intervalo € caracterizado pelo nimero
de semitons e as notas podem ser associadas ao conjun-
to de inteiros Z ,= 10, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11} mo-
dulo 12, que € um grupo para a adicao (mod.12). Um gru-
po € um conjunto de elementos com uma lei de composicao
interna associativa, i.e., (a+b)+c = a+(b+c), com elemen-
to neutro 0, a+0 = O0+a = a, e em que cada elemento a
admite um simétrico a ™, tal que a+a = a'+a=0.

Assim, por exemplo, compondo um intervalo de 7
semitons (quinta) com um intervalo de 10 semitons (sé-
tima menor) dd um intervalo de 17 semitons que ¢ uma
oitava mais uma quarta, i.e., 7+10 = 5 (mod.12).
Analogamente se vé que 5+7 = 0 (inod.12), i.e. uma
quinta e uma quarta sao inversas uma da outra.

Os grupos podem também ocorrer no modo como um
trecho musical foi composto, seja na forma de grupos cicli-
cos, como o da gama cromatica de 12 notas em que as re-
lacdes musicais entre notas e intervalos estdo directamente
associadas as leis de composicio numérica, seja na forma
de grupos de transformacao de tipo geométrico. A analise
musical tem procurado identificar estruturas de ordem tem-
poral daquele tipo em composicoes baseadas numa con-
cepcdo ciclica do tempo em compositores tio distantes co-
mo Machaut (na Messe Notre-Dame, séc. XIV) ou Alban Berg
(na 6pera Wozzeck, séc. XX), ou estruturas de subgrupo do

grupo Z , em composicoes de J.S. Bach (O cravo bem tem-
perado) ou de Bela Bartok (Muisica para Cordas, Percursdo
e Celeste). Talvez mais claros sio os padroes matematicos
associados as duas dimensoes do tempo e das alturas, os
quais sao susceptiveis de exibir simetrias geométricas dos
temas melodicos, i.e., da sucessdo de sons de diversas du-
racoes.

Um exemplo tipico é dado na Oferenda musical de
J.S. Bach de 1747, a qual apresenta trés tipos de transfor-
macoes: translacoes (transposicoes ascendentes, como no
canon Ascendenteque Modulationem ascendat gloria Regis),
simetrias horizontais (inversdes melddicas, como no ca-
non Per Motum Contrarium) e simetrias verticais (retro-
gradacoes, como no canon a 2 que toca 0 mesmo tema
comecando na Gltima nota retrocedendo até a primeira).

J
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J
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O - identidade +]0] ! J1K
| - inversdio (simetria horizontal) O|O| 1 |J]K
J - retrogradagdio (simetria vertical) | Il Ol K| J
K=1+J=1J+1|(composicdo J 1yl klol
e | com J)
K|K|J]I]O

Fig. 13 - Representacoes geométrica e algébrica do grupo de Klein.

Estas transformacoes de simetria, que se podem as-
sociar as isometrias do plano, constituem uma estrutura
de grupo e podem ser compostas, dando origem a uma
terceira simetria relativamente a um ponto, tema que se
pode encontrar noutras composicdes musicais, em par-
ticular de Anton Webern, nomeadamente no plano de
conjunto do segundo andamento da Sinfonia op. 21, con-
forme foi observado pelo musicologo contemporaneo
Robert Pascal. Este grupo de quatro transformacoes (a
identidade, a inversdo, a retrogradacdo e a composicao
destas duas) formam o grupo Klein, o que nao é mais
do que uma consequéncia do seu isomorfismo com o
grupo das simetrias planas relativamente aos dois eixos
ortogonais e a sua interseccdo. Esta Gltima simetria rela-
tivamente a um ponto € também a dos dois tetracordes



cromaticos (ré, ré#, mi, fa) = (2,3,4,5) e (sol#,1a,la# si) =
(8,9,10,11) que estdo na base do “inesgotavel acorde de
Tristdo”, na célebre 6pera de Wagner, que tem sido ob-
jecto de inimeras analises e interpretacdes musicais, ao
ponto de até se ter nele encontrado uma alusao meta-
forica a separacio tragica de Tristdo e Isolda.

Harmonizacio da Analise

Galileu Galilei (1564-1642) no fim da primeira jor-
nada dos Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno
a due nuove scienze attenenti alla mecanica ed i movi-
menti locali (1638) refere a questdo das cordas vibran-
tes e das consonincias do seguinte modo: “... a razdo
primeira e imediata de que dependem as razoes dos in-
tervalos musicais ndo é nem o comprimento das cordas,
nem a sua espessura, mas a proporcdo existente entre as
Sfrequéncias das vibragoes, e portanto das ondas que, pro-
pagando-se no ar, atingem o timpano do ouvido fazen-
do-o vibrar nos mesmos intervalos de tempo’. Mas &, so-
bretudo, a Marin Mersenne (1588-1648) que se deve o
estabelecimento das leis basicas da moderna acustica das
cordas. Com efeito, na sua monumental obra “Harmonie
universelle” (1636), encontram-se as suas leis experi-
mentais sobre a proporcionalidade do periodo de vi-
bracio da corda, e portanto do inverso da frequéncia v,
relativamente ao seu comprimento /, ao inverso da raiz
quadrada da sua tensio T e a raiz quadrada da sua es-
pessura ou area S da sua sec¢do (i.e. 1/v ~ IV S§/D.

A teoria matematica do som s6 se viria a desenvol-
ver no século XVIII, na sequéncia da evolucdo da di-
namica baseada no modelo da mecinica de Isaac Newton
(1642-1727) estabelecido nos “Principia Mathematica’
(1687), tendo sido B. Taylor (1685-1731) o primeiro a
calcular o periodo fundamental de uma corda vibran-
te, em 1713. Mas foi Joham Bernoulli (1667-1748) quem,
numa comunicacdo ao seu filho Daniel em 1727, esta-
beleceu a primeira analise da configuracao da peque-
na deformacdo da corda vibrante com peso. Partindo
da equacio diferencial do péndulo simples de compri-
mento L (a determinar) para um elemento da corda de
massa p dx:

d*v/dx*= ( - g/L) (p/’c) v
obteve a solucdo, entre x = 0 e x = /, dada por
v=Asen o x, ( A= constante),

onde ® = V(g/L) (p/T), Té&atensio e ga acele-
racdo da gravidade. Em particular, J. Bernoulli de-
monstrou que a corda vibrante tem a forma de um
seno, de onde fazendo v = 0 quando x = [, se deduz
L=Cgp/t) C1¥m*).

Pela segunda lei de Newton, a pequena vibracao do

péndulo vem dada por
d*v/dt*=-(Cg/Ly,

0 que nos da o valor do periodo T = 2V L /g. Assim,
substituindo o valor de L atras calculado, obtem-se a fre-
quéncia (fundamental) da corda vibrante

v=1/T=V1/p /2]

reencontrando-se as leis de Mersenne, estabelecidas no
século anterior.

Mas é sobretudo com a introducdo da equacio das
ondas

na memoria de D'Alembert publicada pela Academia de
Berlin em 1747, “Recherche sur la courbe que forme une
corde tendue mise en vibration”, e com os trabalhos sub-
sequentes de Euler, Daniel Bernoulli e Lagrange, que a
teoria matematica da “corda musical” adquire o modelo
adequado as pequenas vibracoes, o qual vai ser deter-
minante no estudo das oscilacdes nos meios continuos,
em particular, 2 propria propagaciao do som no ar.

E o proprio D'Alembert que determina a solucio da
equacdo das ondas na forma

w=u(xt) =%[U(x+ct) + U (een) 45 j;tV(s) ds

a partir das condicoes iniciais

ulx,0)=Ux) e d%d;(x, 0) = V(x.

Em particular, considerou solu¢des do tipo sinusoi-
dal, na forma da solucao de Taylor com ® = n// no
caso V=0, ou na forma

A cos T (xxcd/l

quando U= 0, e procurou estabelecer as restricoes a que
as funcoes Ue V teriam de satisfazer para obter a solu-
cao geral da corda vibrante. Mas € numa memoria de
Euler de 1748 “De vibratione chordarum exercitatio”, que
foi estabelecida a relacio v = /el)l, k=2, 3 .. entre as
frequéncias proprias a partir da equacio das ondas, ob-
tendo solucoes na forma

u(x, t) =2 A sen "/, cos "mct/

nio especificando, contudo, se a soma 2 ¢ finita ou in-
n
finita, mas observando que os modos simples de vibra-

¢oes podem ser combinados com amplitudes A,, arbi-

trarias.
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Fig. 14 - A soma dos trés senos A, B, e C resulta na funcao do grafi-
co D.

No desenrolar da célebre “controvérsia da corda vi-
brante”, uma disputa cientifica que envolveu os princi-
pais matematicos de setecentos, Daniel Bernoulli, num
escrito de 1753, estabelece o principio da sobreposi¢io
das pequenas oscilacoes harmonicas, enquanto uma lei
fisica e ndo tanto como um resultado matematico, con-
cluindo que “todo o corpo sonoro contem potencial-
mente uma infinidade de sons e uma correspondente in-
finidade de modos de produzir as respectivas vibracdes
regulares”. Mas € numa extraordindria memoéria do jo-
vem Lagrange (1736-1813), “Recherches sur la nature et
la propagation du son”, publicada em Turim em 1739,
que se encontra a féormula, a qual em notagao moderna
se escreveria na forma

! oo
u(x, 1) =%J Ues) 3, SennTnSsen @COS m;ct ds
0 n=

+2 Il V(s) S L gen 2BS gep UIX (g HRCL 4
C n=1 7 / / ;- ®
para a solucdo da equacdo de D'Alembert. Contudo pa-
ra Lagrange o sinal integral ¢é empregue “para exprimir
a forma de todas estas sucessdes” de solucoes discretas
obtidas pela substituicdo da corda continua pela corda
partida em n seccoes rigidas, i.e., substituindo a equa-
¢ao com derivadas parciais das ondas por um sistema de
n-1 equacoes diferenciais ordindrias dos vértices moveis,
uma vez que as extremidades sdo fixas. Como foi ob-
servado por varios autores, nio podemos, contudo, con-
cluir que Lagrange obteve o que hoje conhecemos co-
mo teorema de Fourier, uma vez que o método nao so
era meramente formal, como nio discute qualquer con-
dicao sobre as fungdes Ue V para assegurar a conver-
géncia das séries trignométricas nem a passagem ao li-
mite na obtenc¢io do integral. O proprio Lagrange apesar
de, posteriormente, ter intuido que os seus calculos, re-
lativos aos corpos moveis em nimero finito ou infinito,
poderiam demonstrar “la belle proposition de Mr Daniel

Bernoulli que: lorsqu'un systeme quelconque de corps
fait des oscillations infiniment petites, le mouvement de
chaque corps peut étre considéré comme composé de
plusieurs mouvements partiels et synchrones chacum a
celui d'un pendule simple” ( quando um sistema qual-
quer de corpos efectua oscilacoes infinitamente peque-
nas, o movimento de cada corpo pode ser considerado
como composto de varios movimentos parciais e sin-
crones cada qual ao de um péndulo simples), nao insis-
tiu no seu método, pois, tal como Euler, considerava fal-
so que qualquer func¢io pudesse ser representada por
uma série trigonométrica infinita.

E de referir que, na memoria de 1759, Lagrange nao
sO procura analisar a propagacao do som, em particular
através do ar, como tenta ainda fornecer uma explica-
cdo cientifica a teoria da combinacdo dos tons de Tartini,
exposta no seu Tratado de Musica de 1754. Também
Euler, na carta de 23 de Outubro de 1759, em que agra-
dece a Lagrange aquele trabalho, manifesta preocupa-
¢coes de indole musical, nomeadamente no pariagrafo em
que escreveu: "Pour les sons de Musique, je suis parfai-
tement de votre avis, Monsieur, que les sons consonants
que M. Rameau prétend entendre d'une méme corde
viennent des autres corps ébranlés; et je ne vois pas pour-

Fig. 15 - J. Fourier (1768-1830).



PODER-SE-A OUVIR A FORMA DE UM FILME ESMETICO?

Introduzido por G. Friedel nos seus estudos sobre os cris-
tais liquidos, o nome esmético provém do grego opunypo
(“sabao™) e foi atribuido is mesofases com propriedades
mecanicas andlogas as verificadas nos sabdes.

Em algumas destas mesofases (esmética A ou esmética C,
por exemplo), as moléculas sio organizadas em camadas, ca-
da camada comportando-se como um liguido bidimensional.
Para os materiais termotrépicos (que mudam de fase com a
temperatura), a espessura de uma camada ¢ constante e da
ordem do comprimento das moléculas utilizadas.

A imagem dos filmes de sabao, os filmes esméticos com-
postos por camadas liquidas dependem do suporte em que
se encontram supensos. Junto A fronteira, forma-se um me-
nisco que, actuando como um reservatério de moléculas, vai
ser responsavel pelo aparecimento duma tensio superficial.

Como o menisco existe apenas numa regido de compri-
mento desprezavel, a espessura do filme (h) pode ser consi-
derada constante e igual ao niimero de camadas (controlado
por técnicas experimentais) vezes a espessura de cada ca-
mada. Ao contrdrio dos filmes de sabido—que mudam facil-
mente a sua espessura para se adaptarem as frequéncias da
perturbacao—os filmes esméticos, mais robustos, mantém a
sua espessura constante para vibragoes suficientemente pe-
quenas.

Os filmes esméticos liquidos apresentam-se assim como
sistemas bidimensionais ideais para estudar os modos de
vibragdo derivados de uma energia proporcional i drea da
superficie dA:

Et.s ='deA,

onde 7 é a tensio superficial.

A primeira e a segunda derivada da energia em relacio a
uma perturbagao w(zy,z2) na direcgio normal i superficie
dao-nos, respectivamente, a condi¢io de equilibrio do filme
esmético—em forma de superficie minima (curvatura média
nula)—e a equagio de onda:

(A=2K + X)) w=0,

onde A representa o laplaciano curvilineo e K a curvatura
de Gauss. A frequéncia de vibragido v do filme esmético é

relacionada com o valor préprio A através de v = A
onde p é a densidade de massa.

Os filmes esméticos compostos por camadas liquidas fo-
ram recentemente utilizados para ilustrar a célebre questao
de Ka&: “Can one hear the shape of a drum?”. Trata-se de
saber se duas superficies diferentes podem ser isospectrais,
i.e., ter exactamente o mesmo espectro de vibragoes.

Este problema é geralmente estudado no contexto da
equacao de Helmholtz (a equacio de onda dos filmes
esméticos, no caso planar onde K = 0). Usando estes filmes,
a isospectralidade das superficies descobertas por Gordon,
Webb e Wolpert foram experimentalmente verificadas por
C. Even e P. Pieranski (Pour la Science, Abril de 1997).

A questao colocada por Kaé tem uma resposta mais sim-
ples se sairmos do quadro planar e considerarmos a equagao
de onda anterior, vilida para os filmes esméticos curvilineos.

Com efeito, esta equacdo de onda depende apenas da
métrica da superficie minima (recorda-se que deriva de uma
energia que ¢ proporcional i drea da superficie). Se utili-
zarmos condigoes de fronteira idénticas, entdo todas as su-
perficies minimas isométricas sao também isospectrais.

A existéncia de familias de superficies minimas isométri-
cas é conhecida. Cada familia pode ser calculada a partir
da construcao de Weierstrass e é formada por um conjun-
to continuo de superficies minimas parametrizadas por um
niimero complexo 7.

Um exemplo de superficies isospectrais é dado pela familia
da catendide, também conhecida pela familia heli-catenoidal
(heltocat).

v/ ph,

Pedro Patricio

Catendide

Superficies isospectrais da famfilia heltocat (7 = nw /6, n = 1,2,3)

A familia heltocat, formada pelo conjunto de superficies que vao continnamente da catendide 4 helicéide, é dada através de
r-(#,¢) = (cos T cos ¢ cosh @ + sin 7 sin ¢ sinh 6,
cos 7 sin ¢ cosh @ — sin 1 cos ¢ sinh @,
fcosT + dsint)

(Em “Can one hear the shape of a smectic drum?”, M. Ben Amar, P. Patricio da Silva, Proc. R. Soc. Lond. A 454 (1998), 2757-2765)




quoi ce phénomene doit étre regardé comme le princi-
pe de la Musique plutdt que les proportions qui en sont
le fondement" (Quanto aos sons da Musica, estou per-
feitamente de acordo consigo, Senhor, que os sons con-
sonantes que o Sr. Rameau pretende ouvir duma mes-
ma corda resultariam dos outros corpos vibrantes; e ndo
vejo porqué este fendmeno deve ser visto como o prin-
cipio da Musica em lugar de as verdadeiras proporcoes
que constituem o seu fundamento).

No entanto s6 no século seguinte, com a publica-
¢do em 1822 da obra fundamental de J. Fourier (1768-
1830), “Théorie analytique de la chaleur’, se da um no-
vo passo decisivo na “harmoniza¢io” da analise matematica.
Mas apesar de Fourier manter a possibilidade do “dé-
veloppement de une function arbitraire en séries tri-
gonométriques”, s6 ao longo de oitocentos o progres-

b)

a)

Fig. 16 - a) Formas de tambores (polignos planos) isospectrais (que
reproduzem o mesmo som) com formas diferentes, do tipo que C.
Gordon e D. Webb encontraram em 1991. b) Formas espaciais de si-
nos (superficies Riemannianas) de P. Buser (1986) isospectrais.

sivo esclarecimento das proprias nocoes de “func¢io ar-
bitraria” e da analise das varias no¢des de convergén-
cia de séries infinitas de funcoes e, sobretudo, ja no
século XX com o teorema de Riesz- Fischer (1907) so-
bre a convergéncia das séries de Fourier em média qua-
dratica, € que a analise funcional do fenémeno vibra-
torio adquire o estadio actual de rigor e desenvolvimento,
com vastas e profundas consequéncias em toda a Fisica
— Matematica.

Mas a corda musical ndo € sendo o primeiro exem-
plo matematico da anilise do som. De facto, quer o som
produzido pela maioria dos instrumentos musicais, quer
o proprio ouvido humano, exigem modelos matemati-
cos que tenham em conta as varias dimensoes do espa-
co fisico e a geometria dos corpos sonoros. Por exem-
plo, o som produzido pela membrana de um tambor
requer a andlise da equacao das ondas bidimensionais,
onde em lugar de segunda derivada espacial se tem de
colocar o Laplaciano A =9°/dx,* + 9*/dx,?, procurando
agora o deslocamento da posicio da membrana através
duma funcio u = u (x,, x,, t) onde o ponto ( x,, x,) va-
ria numa regido  do plano. A geometria de Q € agora
fundamental na determinacio dos sons fundamentais do
tambor. A célebre questdo retomada por Kacem 1966
sobre “se serd possivel ouvir a forma de um tambor” s6
em 1991 encontrou uma resposta parcial e negativa e
ainda hoje € um tema geométrico de investigacao. Com
efeito, aquela questio, que tem um significado preciso
e profundo em matemadtica, consiste em saber se a par-
tir de uma mesma familia de valores proprios, i.e., de
nameros A= A, n=1,2,...,que satisfazem o problema

Au+ Au =0 em dois dominios QeQ

para fungoes que se anulam nas fronteiras d Q e d Q,
serd possivel afirmar que as regides Q e €, sdo con-
gruentes no sentido da geometria Euclidiana. Esta ques-
tdo, que admite multiplas variantes e extensdes geomeé-
tricas, tem resposta negativa para dominios com cantos
mas permanece em aberto para o caso de dominios com
fronteiras regulares. No entanto, € possivel demonstrar
que € e Q tém a mesma drea € 0 mesmo perimetro e,
por exemplo, entre todos os tambores com a mesma area,
o de forma redonda € o que tem o som mais grave.

Musurgia digital

A analise de Fourier estabeleceu as bases da ciéncia
do som e permitiu, em particular, que a “revolucio eléc-
trica” viesse a tratar 0 som na transmissao € no registo
da musica no altimo século. Contudo, neste fim do sé-
culo XX o aparecimento do som digital marca o inicio
de uma nova revolucio, pois a codificacdo numérica per-
mite ndo s6 um nNovo e mais potente instrumento de gra-
vacdo e de comunicacdo do som musical, mas também
abre novas possibilidades do seu tratamento por com-



putador de uma forma muito mais precisa, facil e geral
que os meios instrumentais ou electronicos tradicionais,
incluindo na proépria criacdo musical.

Ja no século XVII, um obscuro matematico alemao
K. Schott, seguindo as ideias de Mersenne e de Kircher,
de quem foi aluno, sustentava no seu Organum mathe-
maticum (1668) que para compor cantos harménicos
bastaria dominar a nova “arte musico-aritmética” que
consistia em combinar os bacilli musurgici (as fasquias
musicais) e utilizar os “abaci melothetici” e as “tabulae
musarithmeticae (as tabelas de calculo “melotéticas” e
“aritmusicas”).

Estas ideias do barroco alemao baseavam-se nao
apenas na tradicdo escolastica das relacdes profundas
entre musica e nimeros, mas sobretudo na nova arte
combinatoéria explicada por Mersenne, em particular,
na Harmonie universelle de 1636. Com efeito, este in-
fluente autor para quem compoOr se reduzia a combi-
nar, distinguira as permutacdes sem repeticio dum na-
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Fig. 17 - Pagina do Livro Segundo de “Harmonie Universelle” de
Mersenne.

mero dado de » notas (combinacdes ordinarias que ele
calcula até n = 64)

Sn=1~2.‘.(n-l)'n = n!,
das permutacoes com repeticdo de n notas das quais p
sao distintas, que utilizou, em particular, para calcular “a
tabela dos cantos que se podem fazer de 9 notas”. Mersenne
considerou (e calculou exaustivamente) também os ar-
ranjos sem repeticdes de p notas diferentes entre # da-
das
AP=n(n-1)..(n-p+1),

e ainda as combinacdes sem repeticio de p notas en-
tre n, Cnf’ = A”‘"/Sp, com 0s quais colocou e resolveu
pela primeira vez problemas dificeis de combinatoéria.

A maneira de conceber a composicao musical atra-
vés da aplicacio mais ou menos automdtica de certas
regras combinatorias estd na base das caixas de musi-
ca mecanizadas e foi ilustrada ao nivel melddico no
célebre jogo dos dados musicais (“Musikalisches
Wiirfelspiel”) escrito por Mozart (1756-1791) e publi-
cado ap6s a sua morte, em 1793. Esta composicao mo-
zartiana consiste numa escolha aleatéria de um dos on-
ze resultados obtidos com o lancamento de dois dados,

Fig. 18 - G. W. Leibniz (1646-1710).



cada um dos quais determinando por um principio ele-
mentar de combinatoria minuetes de dezasseis
compassos, com um nimero gigantesco de
melodias possiveis.

Mas se a enumeracao exaustiva
de todas as combinacoes possiveis
apenas realcou o cardcter singu-
lar das composicoes musicais, es-
se aspecto marcou um outro pa-
ralelismo entre a historia da
mausica ocidental e a evolucdo
da matematica no século XVII.
Nomeadamente para G. W. Leibniz
(1646-1716), as ciéncias mate-
maticas adquirem um papel mais
abrangente, enquanto ciéncia so-
bre as representacdes de todas as

possiveis relacoes e dependéncias dos

leibniziana para o sistema binario, conforme descre-

veu numa carta de 1701 a J. Bernoulli: “Ha mui-
tos anos ocorreu-me uma ideia original so-
bre um tipo de Aritmética, onde tudo
se exprime com 0 e 17.

Contudo, este “novo tipo de
Aritmética” apenas se veio a con-
cretizar nos modernos computa-

dores, onde cada bit represen-
ta um estado eléctrico: on
(corrente) associa-se a0 nime-
ro 1; off (auséncia de corrente)
ao 0; e as sequéncias de im-
pulsos eléctricos, como por exem-
A _// plo 01000001 que representa em
# sistema bindrio o nimero 65, e
que também pode ser atribuido a
letra maitscula A através de um ou-

elementos mais simples, buscando uma =
linguagem universal e uma algebra de ra-
ciocinio, aperfeicoando o calculo e criando novos

tro codigo.
Se podemos considerar como precurso-
ras das modernas calculadoras as maquinas seis-

algoritmos aos quais se torna Fig. 19 - Sistema bindrio desenhado por Leibniz, onde se 1& em cima centistas de repercursao limi-
necessario dar um simbolismo  “wm criou tudo do nada’ e “um é necessdrio” em baixo.
adequado a esséncia dos con-

ceitos e operacoes. Assim, por exemplo, torna-se sig-
nificativa a proposta simples e funcional da notacio

Fig. 20 - Ada Lovelace (1815-1852).

tada, nomeadamente as de W.
Schickard (1592-1635) e de B.
Pascal (1623-1662) capazes de adicionar e subtrair me-
canicamente, ou a de Leibniz de 1671, que também po-
dia multiplicar e dividir, sio as maquinas mecinicas de
C. Babbage (1791-1871), nomeadamente a Difference
Engine concebida em 1821, e a Analytical Engine de-
senhada cerca de 1834, que se consideram pelas suas
concepgodes as precursoras dos computadores electro-
nicos. Com efeito, apesar daquelas maquinas nunca te-
rem sido completamente construidas, os principios sub-
jacentes ao funcionamento e as potencialidades da
Analytical Engine foram cedo reconhecidos e, em par-
ticular, foram notavelmente comentados por Ada Lovelace
(1815-1852), filha de lord Byron e dear and much ad-
mired interpreter de Babbage. Numa passagem sobre a
concepc¢ao daquela maquina Lady Lovelace refere es-
pecificamente que o seu mecanismo operativo (...) po-
deria agir sobre outras coisas para além de niimeros,
objectos tais que as suas relagoes fundamentais reci-
procas pudessem ser expressas pela ciéncia abstracta
das operagoes” e, como exemplo concreto no quadro
da notacio operativa e mecanismos da Analytical Engine,
supde explicitamente “que as relacoes fundamentais
dos sons determinados na ciéncia da bharmonia e da
composicdo musical pudessem ser expressos e adapta-
veis d sua ac¢do; a mdquina poderia compor pecas mu-
sicais cientificas e elaboradas, com qualquer grau de
complexidade ou extensao’.

Contudo, um mecanismo suficientemente potente
capaz de “incorporar a ciéncia das operacdes” apenas
apareceria com o computador moderno na segunda me-
tade do século XX. Desde logo, surgem as primeiras
experiéncias de composicao musical assistida por com-
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Fig. 21 - Pormenor do RCA Mark II Electronic Music Synthesizer, de-
senvolvido por H. Olson e H. Belar (1957).

putador de L. Hiller em 1956 nos E.U.A., seguidos de
P. Barbaud e de I. Xenakis em Franca e de outras. Nos
Bell Laboratories, em 1957 M. Mathews e os seus cola-
boradores realizaram o primeiro registo numérico e a

primeira sintese de sons por computador e, em 1965, J.C.
Risset simula computacionalmente os primeiros sons de
intrumentos musicais.

Em 1973 constroi-se o primeiro sintetizador numéri-
co, o Synclavier o qual serd entdo comercializado, e cer-
ca de dez anos depois o publico tem acesso a gravagao
digital dos CD’s (compact disc).

O processo complexo de andlise do som inicia-se
com a captacao das ondas sonoras, transmitidas pelo ar,
por um microfone que as transforma num sinal eléctri-
co analogico. Este sinal analdgico é medido e converti-
do numa corrente de nimeros num equipamento de gra-
vacio digital. Assim o som numérico € constituido por
uma sucessao de dados binarios (0’s e 1’s) e pode ser li-
do por um computador, armazenado num CD-ROM, en-
viado pela internet e tocado num leitor digital.

Mas se se podem calcular os nimeros sucessivos re-
presentando uma onda sonora, efectuando-se a sintese
numeérica do som e obtendo-se assim uma sonorizacao
com uma precisdo e uma reprodutibilidade sem prece-
dentes, pode-se também, através de modalidades diver-
sas especificadas pela programacao, compor directamente
o0 som, “inventar” instrumentos e tons artificiais ou tocar
musica em orquestras virtuais através dos multimedia.
Neste processo desempenha desde 1983 um papel fun-
damental a norma MIDI (Musical Instrumental Digital
Interface) que permite aos computadores gravar e edi-
tar musica, do mesmo modo que as notas numa partitu-
ra indicam aos musicos como tocar. E claro que neste
novo e cada vez mais acessivel artesanato informatico
do som musical a matematica € um instrumento impli-
citamente omnipresente.

Se hoje em dia temos o dominio da numerizacdo na
analise e sintese do som musical, se come¢imos a esbo-
car a matematizacdo de certas estruturas musicais e os
computadores nos permitem ouvir os calculos e as estru-
turas matematicas, i.e., parafraseando Saccheri temos
Pythagoras ab omni naevo vindicatus sive Conatus
aritbmeticus quo stabiliuntur prima ipsa universce musi-
cee principia (Pitigoras liberto de toda a macula ou a ten-
tativa aritmética de estabelecer os primeiros principios de
toda a musica), podemos continuar a concordar com
Aristoxenus e aceitar que a justificacio da musica estd no
prazer da sua audicdo e na sua fruicio.




