Modulo 4

ALGA 1. Aplicacoes lineares.
Isomorfismos lineares
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» Definicao 4.1 ... 1. Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre um corpo
k. Uma aplicagio L : V — W diz-se uma aplicagao linear ou uwm homomor-
fismo linear de V em W, se L satisfaz as sequintes propriedades:

[L1]. Liv+w) = L(v)+L(w)

[L2]. LO\W) = AL(v) (4.1.1)

Vv,w eV eV e k. O conjunto constituido por todas as aplicacies lineares de V
em W representa-se por Homy (V, W) ou simplesmente por Hom(V, W), quando
nao hd risco de confusao.

2. Uma aplicagao linear ® : V — W diz-se um isomorfismo linear, se eziste
uma aplicacio ¥ : W — V tal que ®oW = Idyy e Vo® = Idy,. Neste caso ¥ = &1
é necessariamente linear (prova ?).

O conjunto constituido por todos os isomorfismos lineares entre o0s espagos
vectoriais V e W representa-se por Isomyi(V, W).

3. Uma aplicagao linear L : V — V chama-se um operador linear em V. O
conjunto de todos os operadores lineares em V representa-se por Opy (V) ou apenas
por Op(V).

4. Um isomorfismo linear ® : V — V diz-se um automorfismo linear de V.
O congunto de todos os automorfismos lineares de V representa-se por Auty (V) ou
simplesmente por Aut(V).
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5. Uma aplicacao linear ¢ : V — Kk, diz-se um funcional linear ou uma
forma linear em V. O conjunto constituido por todos os funcionais lineares em
V diz-se o espago dual de V e nota-se por V*.

Homy (V, W) tem uma estrutura natural de espago vectorial sobre Xk, definindo
a soma de aplicagoes lineares e a multiplicagao por escalares, respectivamente por:

(L+M)v)

(AL)(v)

L(v) +M(v)

df  \L(v) (4.1.2)

Em particular o espaco dual V* tem uma estrutura natural de espago vectorial
sobre k. Alids V* é um subespago de F(V; k) (ver o exemplo 3.2).

Op(V) tem uma estrutura natural de k-dlgebra, que se diz a dlgebra de
operadores (lineares) de V.

Aut(V) tem uma estrutura natural de grupo que se diz o grupo linear geral
de V, e que se nota por G4(V).

» Definigao 4.2 ... Dado uma aplicagdo linear L : V — W define-se o re-
spectivo nucleo, ker L C V), através de:

kel ¥ (vev, Lv=0) (4.1.3)

e a imagem, imL C W, através de:

d
imL Y (wew; w=L(v), vew (4.1.4)
|}
» Proposicao 4.1 ... O nicleo ker i € um subespaco de V. A imagem imL

€ um subespaco de W.

Dem.: [S1]. se v,w € kerL, entdo L(v+w) =L(v)+ L(w)=0+0=0¢
portanto v+w € ker L. [S2]. Sev € kerLe ) € k, entao L(Av) = AL(v) = X0 =0
e portanto Av € ker L.

Demostragao andloga para im L.

Uma aplicacao linear L : V — W envia sempre o vector nulo de V no vector
nulo de W. Por outro lado, L : ¥V — W & injectiva se ¢ s se kerL = {0}. Com
efeito, se kerL = {0} entdo L(u) = L(v) = 0 = L(u) - L(v) = L(u-v) =
u—v € kerL = {0} = u = v. Se L é injectiva, entdo, se v € ker L tem-se
L(v)=0=L(0) = v=0.

» Exemplo 4.1 ... SejaV =C°(R;R)={f:R—R; f continua}. Entdo:
So: CO(R;R) — R
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€ um funcional linear que se diz o funcional de Dirac. O seu nicleo ker§y €
constituido por todas as funcgoes f: R — R que se anulam no ponto 0.

.
» Exemplo 4.2 ... Seja V = C%[a,b];R) = {f : [a,b] = R; f continua}.
Entao: 0
: a,b;R) — R
o: Ca,biR) )

def b
f — elfl = [, f(t)dt
€ um funcional linear. O nicleo ker p € trivial, isto €, é constituido pelas fungoes
continuas de drea (algébrica) nula, i.e., tais que p[f] = f: f(®)dt =0.
B

» Exemplo 4.3 ... Seja V = R" o0 espago coordenado real de dimensao
n do exemplo 3.1. Fixemos uma sequéncia ordenada de m numeros reais a =
(a1,a9, -+ ,ay), representada por um vector-linha [a1 a2 -+ a,] = [a;], isto
€, por uma matriz com uma s6 linha e n colunas. Definimos entdo um funcional
linear p, em R™, associado a a, através de:

2l
z? def < ,
va(x)=la1 az - ap] : = Z a;z’ (4.1.7)
: i=1
l.n

Num capitulo futuro demonstrar-se-d que todo o funcional linear em R™ € do
tipo pa, para algum a = [a;]. Portanto o espaco dual (R™)* identifica-se com
o espago dos vectores-linha a = [a;]. Quando a # 0 o nicleo ker @, define um
hiperplano em R™.

Consideragées completamente andlogas permitem concluir que (C™)* se iden-
tifica com o espago dos vectores-linha a = [a;], mas agora com a; € C.

4.2 Exercicios

» Exercicio 4.1 ... Das aplicacoes que se sequem, indique aquelas que sao
lineares. Relativamente a essas, calcule o respectivo nicleo e diga quais as que sao
mjectivas.

a) f:R*—R?; (z,y)— (z+y,z—y)
b) f:R3 — RZ%(

c) [iR*— R (x,y) — (2], ]y])

d) f:R*—R3 (z,y) — (z%42,0)

e) f:R* —R? (z,y,2,t)— (x+y+1,2+t+2)

f) f:R2 —Ry(X); (a,b) — a+bX

g) [iR3(X) — Ry (X);a+bX +cX2+dX3— (a+b)+ (c—2d)X

r,y,2) — (2z +y,2 — 3y)
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h) f:Ry(X)—Re(X); a+bX +eX? (a+1)+ (b+c)X +2cX?

i) f:R3(X)—R; P~ P(1)

j) fiR(X) —R(X); PP

) f:€*— C? (z,w) — (iz+w,z +iw) considere K =R
m) f:C*— C? (z,w) — (iz,w) considere K =R

n) f:C* — C% (z,w) > (iz,W) considere K = C



