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5.1 Bases, coordenadas e dimensao

» Definicao 5.1 ... Seja V um espaco vectorial sobre um corpo k. Diz-se que
os vectores vi,Va, -,V € V sdo linearmente independentes se verificam a
condicdo seguinte:

[LI]. Mvi+A2vo+ A AV, =0 = M =X =...=A"=0 (51.1)

Caso contrdrio esses mesmos vectores dizem-se linearmente dependentes. Por-
tanto vi,va, -+ , V. € V sao linearmente dependentes quando existem escalares
AL 2™ € k ndo todos nulos tais que:

AMvi+Ave 4+ 4+ A, =0

» Definicao 5.2 [Base finita] ... SejaV um espaco vectorial sobre um corpo
k. Um conjunto ordenado de vectores B = {e1, e, - ,e,} em V diz-se uma base
finita (ordenada) de V se:

[B1]. e, es, -+ ,e, sao linearmente independentes

[BZ}. spa,n]k{el,e%... ’en} =y (5.1.2)

O espago vectorial V diz-se de dimensao finita se admite uma base finita. Caso

contrdrio diz-se de dimensao infinita.
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Suponhamos que B = {ej,es, - ,e,} é uma base (finita) de V. Entdo por
(5.1.2) [B2]., todo o vector v € V pode escrever-se como combinacao linear dos
vectores de B, isto é, existem escalares v* € k, i = 1,--- , n, tais que:

n
v = Z vie; = vley + -+ + v, (5.1.3)
i=1

Além disso, por (5.1.2) [B1]. esses escalares sdo tinicos (dependem apenas de
v). De facto, se existissem outros escalares \* € k, i = 1,--- ,n, tais que v =
S, Ae; entdo viria que:

0=

)

(v — \Ve; = No=2' Vi=1,---,n
1

n

uma vez que por [B1]. os vectores de B sdo linearmente independentes.

» Proposicao 5.1 ... Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre um mesmo
corpo k, em que V tem dimensdio finita. Seja {e1,...,e,} uma base de V e
W1,..., Wy, N vectores quaisquer de VW. Entdo existe uma e uma s6 aplicacdo

linear L : YV — W tal que:

L(ei):Wi7 i:l,...,n

Dem.: Todo o vector v € V exprime-se na forma tnica v =), v'e;. Se se
pretende que L seja linear, devemos ter que L(v) = L (3, v'e;) = >, v'L(e;) =
>, v'w;. Basta entéo definir:

L(v) = Z viw;

que é linear. Se existisse outra aplicagao M tal que M(e;) = w; = L(e;), entao
(L —M)(e;) =0 e, como {e;} é uma base, L = M.

Desta forma, se V tem dimensao finita, cada base finita B estabelece um iso-
morfismo ®5 : V 2 k", entre V e k", definido por:

ol
V2 n )
S :v— | . |, onde v = Z v'e; €V (5.1.4)
i=1

,UTL

Os escalares v*, i = 1,--- ,n dizem-se as coordenadas de v, relativas a base B.
Escrevemos, neste caso, v = [v']p, ou apenas v = [v*] (ou até v = v*), se ndo
houver risco de confusgo.

» Lema 5.1 ... Seja {v1, -+ ,vy,} uma sucessao de n vectores num espago
vectorial V. Seja Wi, , W11 uma sucessdo de n+ 1 combinagdes lineares dos
vectores vi,--- ,Vy. Entdo os vectoreswy, - ,Wy11 sao linearmente dependentes.
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Portanto, dois vectores wy e wo, que sejam colineares com um vector vy, sao
linearmente dependentes; trés vectores wi,ws e ws, que sejam coplanares com
dois vectores vy e vs, sao linearmente dependentes; etc...

Dem.: (facultativa) (prova por indugao sobre n).

e Sen =1, entdo w; = AMv; e wo = A?v; sdo linearmente dependentes.

e Suponhamos agora que o teorema ¢é verdadeiro para n e demonstremos que

continua verdadeiro para n + 1. Sejam wy,- -, W, 12 combinagoes lineares
dos vectores vi,--- ,V,41. Podemos entao escrever:
Wi = )\1V1 +ug
Wo = A2V1 + u»
_ n+1
Wpe1 = ATV Upg
_ n+2
Wpie = ATV U,40
onde uy, - ,Upt2 sa0 combinagoes lineares dos vectores v, -+ , V1.
Se Al = ... = A"l = 0 entdo terfamos que wy, - - - , Wp41 sao combinacoes
lineares dos vectores va, - - - , v, 41. Pela hipdtese de indugao, os wi, - -+ , Wy 41
sao linearmente dependentes e portanto os wi, -, W49 sao também lin-

earmente dependentes.

Suponhamos agora que algum dos M # 0, para j = 1,--- ,n 4+ 1. Mudando
se necessario a ordem dos vectores, podemos supor que j = 1, isto é, que
Al £ 0. Temos entao que:

1 1
Vi1 = ﬁW1 — F
Wy = )\2V1 + uo
A2 A2
= le — ﬁul + uo
)\2
A

ug

= Wy — —Wwj = ub, onde u) é combinagcao linear de u; e ug

Analogamente se obtem que:

A3 ,
Wi STWL S U
n+2
— )\ — /
Wn+2 Twl = Upyo
onde os uh,---,u;, ., 530 n + 1 combinagdes lineares de uy,---,upq2 €
portanto também dos vectores vs,--- ,v,41. Pela hipétese de inducao, os
! I 4 : .
uj, -+, U, 5 sdo linearmente dependentes:

12 1 / 2./
auh -4 M, =

donde:

)\2 )\n+2
o’ (Wz - /\1W1> oo/t (Wn+2 - W1> =0
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isto é:
a/lwl + a/2W2 et a/n+2wn+2 =0
onde pelo menos um dos ah,---,a™*? é nao nulo, o que significa que
Wi, -, Wpyto Sa0 linearmente dependentes.
|
» Teorema 5.1 (Dimensao) ... Seja V um espago vectorial de dimensao

finita sobre k. Entao:
[1.] todas as bases tém o mesmo nimero de vectores linearmente independentes.

A este niimero, comum a todas as bases, chama-se a dimensao de V (sobre
k), e nota~se por dim ), ou simplesmente por dim), quando nao ha risco de
confusao.

[2.] Se dimkV = n, n vectores linearmente independentes formam uma base.

Dem.: [1.] Sejam {ei,---,ey} e {fi, - ,f,} duas bases de V. Se p > n,
entdo, uma vez que os fj,--- ,f, sdo combinacoes lineares dos e;, pelo lema 5.1,
concluimos que os f;,--- ,f, sdo linearmente dependentes, o que é absurdo por
defini¢ao de base. Analogamente, nao podemos ter n > p.

[2.] Seja {e1, -+ ,e,} umabasedeVevy,---,v, uma sucessio de vectores lin-
earmente independentes em V. Para mostrar que formam uma base basta mostrar
que geram V. Seja v € V. Pelo lema 5.1, a sucessao {vy,--,v,,v} é uma
sucessao de vectores linearmente dependentes, uma vez que esses n + 1 vectores
s@o combinagoes lineares dos {ey, - ,e,}. Portanto:

Avi4+ o+ AV, +Av=0

onde os A',--- | A" X ndo sdo todos nulos. Mas A # 0, caso contrario os vy,--- ,Vy,
seriam linearmente dependentes. Logo:

Al A"
V=——V] — — —V
At A
0 que mostra que os vy, -+, v, geram V.
H.
» Teorema 5.2 (da base incompleta) ... Seja V um espaco vectorial de
dimensao finita sobre um corpo k: dimy) = n. FEntao, dada uwma qualquer
sucessdo {f1,--- ,£,}, com p < n, de vectores linearmente independentes, podemos
encontrar ¢ = n—p vectores £,11,--- £, tais que {f1,--- £, fpi1,--- £, } formam

uma base para V.

Dem.: (facultativa) (indugao sobre ¢ = 0,1,---,n). Se ¢ = 0 nada hd a
provar. Seja

Ay para todo oV, todo o n = dimV, e todo o p tal que n = p+gq,
toda a sucessao {fi,---,f,}, de vectores linearmente indepen-
dentes, pode ser completada a uma base de V.
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Demonstremos que Ay = Agy1, 5¢ 0 < g < ¢+ 1 < n. Seja {f1,---,f,_1}
uma sucessao de vectores linearmente independentes. Como p < n, temos que
p—1 < n—1e o subespago gerado por fi,---,f,_; é distinto de V. Se f, ¢é
um vector de V, que ndo pertence a esse subespacgo, entdo {fi,--- ,f,_1,f,} é
ainda uma sucessao de vectores linearmente independentes, que, de acordo com
Ay, podemos completar numa base de V Resulta entdo que {f,---,f,_1} pode
igualmente ser completada numa base de V, o que demonstra Ag.

u.
V um espago vectorial de dimensdo finita,
» Teorema 5.3 ... Seja| W um espaco vectorial qualquer
L:V — W uma aplicagao linear
Entao ker L e imL sao ambos de dimensdo finita e:
| dim ker L + dim imL = dim) | (5.1.5)

Dem.: kerL tem dimensao finita por ser subespaco de um espago vectorial

de dimenséo finita. Seja {eq, ..., e, } uma base de ker L e completemos esta base
a uma base {€1,...,€emn,€m41,...,6,} de V, onde n = dim ). Vamos mostrar que
{L(em+1),-..,L(e,)} formam uma base para im L, o que demonstrard o teorema.

Qualquer vector em im L tem a formas:
n n
’ (Z ) - Y vLe
i=1 i=m+1

o que mostra que L(ey41), ..., L(e,) geram im L.

Suponhamos agora que Y ;" ., v'L(e;) = 0. Entao L (31 ., v'e;) =0, 0
que significa que Z?:mﬂ vte; € kerL, isto é:

n m
g vie; = E Ne;j
=1

1=m-+1
Mas isto s6 é possivel se todos os coeficientes v* e M se anularem, ja que {ey, ..., e, }
¢ uma base de V. Portanto os vectores L(€nm+1),. .., L(e,) sdo linearmente inde-
pendentes.
[}

V um espago vectorial de dimensdo finita
» Corolario 5.1 ... Seja| W um espago vectorial qualquer
L:V — W uma aplicacdo linear

Entao as propriedades sequintes sao equivalentes:
(7). L ¢ injectiva
(ii).  dimV = dim(imL) (5.1.6)
(4i1). kerL = {0}
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V um espaco vectorial qualquer

> Teorema 5.4 ... Seja S, T dois subespagos de dimensdo finita de V

Entao SNT e S+ T tém dimensao finita e, além disso:

| dim(S+T) = dim S + dim T — dim(SNT) | (5.1.7)

Dem.: (facultativa)Recorde que § + 7 = span {SU7}. Como S+ T
é gerado pela reuniao de bases para S e 7, respectivamente, entao S + 7 tem
dimensao finita. Por outro lado, S N7 tem dimenséo finita por estar contido em
subespagos de dimensao finita.

Suponhamos agora m = dimS N7, s = dimS e t = dim7. Escolhamos uma
base {e1,...,e,} para SN 7T. Pelo teorema da base incompleta, esta base pode
ser completada a bases de S e 7, digamos {ey,...,en, €}, ,...,€.}, para S, e
{e1,....,em, ey 1,... e/} para T, respectivamente.

Vamos mostrar que {ei1,...,en, €, 1,...,€,,€e  ,...,e/} é uma base para
S+ T, o que provard (5.1.7).

Como qualquer vector em S+ 7 é uma soma de vectores em S e 7, isto é, uma
soma de combinagcoes lineares de

/ / /! 1
{er,....,em,e, 1,...,e te{er,....,em, e 1,..., €/}

a reunido destes conjuntos de vectores geram S + 7. Resta portanto provar a
independéncia linear. Suponhamos entao que:

n s t
E x'e; + E y'e) + E 2Fell
=1 j=m+1 k=m+1

é uma combinacao linear nao trivial.

Entdo deverao existir indices j e k, tais que y7 # 0 e 2* # 0 pois, caso contrario,
obteriamos uma dependéncia linear nao trivial entre os elementos das bases de S
e 7, acima escolhidas.

= t ko1t 4

Portanto, o vector nao nulo », 41 27€y € T deve pertencer também a S

;. o n Q.. s Jal =
porque ¢ igual a (Zi:l xte; + Zj:m—l—l Y ej). Mas entao esse vector tem que

estar em SN7 e pode pois ser representado por uma combinagao linear dos vectores

{e1,...,emn}. Mas esta representagdo d& uma dependéncia linear néo trivial entre
os {e1,...,en, e 1,...,€/} o que é absurdo, ja que eles formam uma base de 7.
u.
» Exemplo 5.1 ... Os vectores de R?:
1 0 R 0
81:71,\: 0 82:./]\: 1 € e3:k: 0
0 0 1

sao linearmente independentes, e tém a propriedade de que qualquer vector x =
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T
xo |, se pode escrever como combinacao linear de e, ey e e3. De facto:
Zs3
1 1 0 0
X = To =2 0 +22| 1 +230 0
T3 0 0 1
= xlel + 1’292 + ;E3e3
= 29+ 4%5+ 2%k (5.1.8)
Diz-se entdao que {?,j,E} = {ej,es,e3} € uma base (ordenada): a base
canénica de R3. Portanto dimgR3 = 3.
» Exemplo 5.2 ... Mais geralmente os n vectores {€;}i=1,... n definidos por:
0
e=1|11, com 1 na linha @ e zeros nas outras entradas (5.1.9)
0
constituem a base canénica de k". Portanto dimy k" = n.
» Exemplo 5.3 ... Os mondmios {1,X,X? --- XN} constituem uma base

para o espago kn[X] dos polinémios em X, com coeficientes em k, de grau < N.
Portanto dimikn[X] =N + 1.

» Exemplo 5.4 ... No exemplo 3.3, onde V = F(S;R) suponhamos que S

é um conjunto finito, com n elementos, digamos S = {1,2,--- ,n}. Definamos as
funcoes de Dirac §; € F(S;R), para i =1,--- ,n, através de:
N _J 1 se i=3j
Mﬁ_{o v it (5.1.10)

Entéao B = {0;}i=1,... n constituem uma base para F({1,2,--- ,n};R). De facto:

[B1]. Se Mo1+--+A"5, =0 = A51(j)+ - +A"6,(j) =0(j) =0, VjeS.
Fazendo sucessivamente j = 1,2,--- ,n obtemos que \! = X2 = ... = \" =0, isto
¢ 0s 8;'s sdo linearmente independentes.

[B2]. Seja f uma fungio em F({1,2,---,n};R). E dbvio que:

1=1
e portanto spang{d;} = F(S;R), quando S = {1,2,--- ,n}. As coordenadas de f
relativas a base B = {6;} sao os escalares f(i) e R, 1,--- n.

Portanto dimgrF(S;R) =n, quando S tem n elementos.

» Exemplo 5.5 ... No espaco My, (k) das matrizes m x n com entradas
em k, o conjunto das mn matrizes elementares E;; que tém um 1 na entrada
(,7), isto €, na intersecgao da linha i com a coluna j, e 0’s em todas as outras
entradas, formam uma base de My, (k). Portanto dim M, (k) = mn.
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5.2 Calculos com coordenadas. Problemas

Nesta secgao

V representa um espago vectorial sobre um corpo Lk, de
dimenséo finita, dimV = n, e B = {e1,--- ,e,} uma base fixa
para V.

Usamos frequentemente a convengao de Einstein.

» Problema 5.1 ... Dados m vectores vy, ---,v,,, em V, verificar se
eles sao ou nao linearmente independentes.

Resolugao ... Por definigao de independéncia linear, a questao é saber se:

doNv;=Alvit AV, =0 = M == 2A"=0  (521)
J

Representemos cada vector dado, na base B:
A L
v =vje; j=1-- 'm (5.2.2)
Entao (5.2.1) escreve-se na forma:
Nvj=(NMvj)e; =0 & g viN =0, i=1,-,n
J
As equagoes Zj U;Aj =0, ¢=1,---,n, constituem um sistema homogéneo de
n equacoes lineares a m incégnitas A!,--- , A\™.
e Se este sistema admite uma tnica solugao - a trivial, em que todos os A/ sao
nulos - os vectores vy, -+, Vy,, sd0 linearmente independentes

e Se este sistema admite outras solugoes nao triviais, os vectores vy, -+, vy,
sao linearmente dependentes.

H.
» Problema 5.2 ... Dados m vectores vy,---,v,,, em V, e um vector
v € V, verificar se:
v € spang{vy, -,V }
Resolucgao ... Por defini¢do de spang{vy, -, vy}, a questdo é saber se exis-
tem escalares A!,--- , A € Lk, tais que:
v=Avi+- -+ A", = Z )\jvj (5.2.3)
J

Representemos cada vector dado, na base B:

v = v'e

v, = e, j=1,---,m (5.2.4)
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Entao (5.2.3) escreve-se na forma:
Ulei:)\ivj:()\Jv;)ei:() PN 7}125 VN, i=1,--n
J
As equagoes Zj v;A =v', i=1,---,n, constituem um sistema nao homogéneo

de n equacdes lineares a m incégnitas A',--- , A\"™. A questdo resume-se agora em
saber se este sistema admite solugao.

H.
» Problema 5.3 ... Sabendo que dim V = n, e dados n vectores f;,--- ,f,,
em V, verificar se eles formam uma base para V.
Resolugao ... Basta mostrar que f1,--- ,f, sdo linearmente independentes, o
que se reduz ao problema 5.1.
u.
» Problema 5.4 ... Dados m vectores ai,---,a,,, em V, calcular uma
base para:
S =spang{a, - - ,an}
e calcular a dimensao dim . S.
Resolucgao ... Por defini¢ao, spany{ay,--- ,a,,} consiste de todos os vectores
v que sao combinagao linear dos vectores ap, - - ,a.;,:
S = spang{ay, - - ,an}
= {v=) VNa;: Nekj=1,,m} (5.2.5)
J

O problema consiste em encontrar vectores em S que sejam linearmente indepen-
dentes e que gerem S. A resolucao baseia-se no lema seguinte, cuja demonstracao
é simples (exercicio):

» Lema 5.2 ... Com as notacdes anteriores, tem-se que, YA # 0 e j # k:
[OpE11]. spang{@as, -+, a5, -, ,an}
— Span]k{a17... ’ak,... ’aj’... ’am}
[OpEI2]. spang{ay, - ,aj, - ,an} = spang{ay,--- ,Aaj, - ,an}
[OpE13]. spang{as, -+ ,a;, - g, ,an}
= Spa'nﬂ({ah"' 7aj7"' 7aj +>\aka"' 7am}
(5.2.6)
[ B
Representemos agora cada vector dado a;, j = 1,--- ,m, na base B:
aj =Y aie; j=1,---,m (5.2.7)
i

e consideremos a matriz A = [a;], que é uma matriz n X m, cujas colunas sao as

componentes de cada a; na base B. E mais tradicional (e natural, como veremos
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adiante) tomar a matriz transposta A* = [a]], que é agora uma matriz m X n,
cujas linhas sdo as componentes de cada a; na base B:

a% a% ... a/il

1 2 n

At a2 a2 ... a2
1 2 n

Ay Gy Ay,

As operacgoes referidas no lema 5.2, traduzem-se nas seguintes operagoes ele-
mentares sobre as linhas de A®:

[OpEll]. — permutar as linhas j e k
[OpEl2]. — substituir a linha j pela linha que se obtem multiplicando-a
por um escalar nao nulo A
[OpEl3]. —— substituir a linha k pela linha que se obtem adicionando-lhe
a linha j multiplicada por um escalar nao nulo A
(5.2.8)
O lema afirma que spang{aj,---,a,} se mantem inalterado por estas operagoes
elementares. Resta entdo reduzir a matriz A* & forma escalonada, usando as
operagoes elementares referidas, para dai deduzir uma base para spang{aj,---,a,;,}.
Vejamos um exemplo concreto:

» Exemplo 5.6 ... Em R3[X] calcular uma base para:
spang {1+ X — X3 X — X2 1+ X? - X3}

Os cdlculos vao efectuar-se usando a base B = {1, X, X?, X3} para R3[X]. A
matriz At € portanto:
1

b
~~
I
— O
[
>—~|o
—
| o |
= —

11 0 -1 11 0 -1
01 -1 0 _,[OpEL] 10 1 -1
10 1 -1 01 -1 0
1 1 0 -1

_L[OpER] [y g 1

0 1 -1 0

11 0 -1

01 -1 0

11 0 -1

—_[OpEL3] 01 -1 0

00 0 0

Portanto {1+ X — X3, X — X2} € uma base para S que tem por isso dimensdo 2.
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5.3 Mudancas de base e de coordenadas

Suponhamos que V é um espago vectorial e que:
C=(e e - e)

¢ uma base qualquer, escrita como um vector-linha com entradas vectoriais e;. Se
v € V é um vector qualquer em V), designemos por v* as suas componentes na base
%, isto é:

v = Evlei
i

,Ul
U2
= (e e en )| .
,U7L
= Cvle (5.3.1)

Suponhamos agora que mudamos para uma outra base:

C—C=(86 & - &) (5.3.2)

Dado um vector arbitrario v € V, como se relacionam as
coordenadas de v na base ¥ com as coordenadas de v na
base € ?

Mais detalhadamente, dado v € V', podemos escrever v como combinacgao linear
dos elementos da base ¥ e também como combinacgao linear dos elementos da base

€

<
I

n
E vzei
i=1

> v (5.3.3)
j=1

Isto significa que o vector-coluna das coordenadas de v, relativamente & base
%, é:

€
enquanto que o vector-coluna das coordenadas de v, relativamente a base %, é:

i}‘l
62
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A questdo é pois: como se relacionam as coordenadas ¥ com as coor-
denadas v'?

Para responder a esta questao, comecemos por escrever cada elemento da base
%, como combinagao linear dos vectores da base ¥, isto é, para cada
j=1,2,---  n fixo poémos:

¢ = Z pj? e, = eZ-P} (5.3.4)

PPy P,
_ PP Py Py

( /él /ég e, ) = ( €] €g e, ) . . . (535)
P Py Py

ou muito simplesmente:

¢ =%P

Recordando que 7% sdo as componentes do vector v na base €, e que v7 sdo as
componentes do mesmo vector v na base € isto é:

v = E 5161
i

— G, (5.3.6)

vem entao que: R
Clvle =v="%C[v]lz; =CP[V]ep

o que implica que, uma vez que v é arbitrario:

Multiplicando & esquerda por P~ conclui-se entdo que:

¢ —¢P = [ver=P '] (5.3.7)

Podemos também fazer os cdlculos com a notagao de Einstein:
v = 6j/éj
= V(Pe) por (5.3.4)
= (Pjvj) e; (5.3.8)
Como, por outro lado: 4
v=1'eg
comparando com (5.3.8), concluimos que:

0= (P! (5.3.9)

o que confirma o que tinhamos obtido.

A matriz P = [P]?], calculada através de (5.3.4), diz-se a matriz de passagem

da base ¥ para a base ¥. Esta mesma matriz permite passar das coordenadas
v' para as coordenadas v*:
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Nota... A afirmacao (5.3.7) diz-nos que um vector v é um objecto contravariante.
Por outras palavras, um vector v € V, pode ser definido como sendo uma classe de
equivaléncia de pares (‘f, (vl))7 onde dois desses pares sao considerados equivalentes:

(¢, (") ~ (¢, (@)
se e s6 se existe uma matriz P = (P}) inversivel tal que:

¢=%P e = (P_I)ka

5.4 Exercicios

» Exercicio 5.1 ... Verifique se os vectores que se sequem sao linearmente
dependentes ou independentes:

a) (1,1,1), (0,1,-2) em R?;

b) (1,1,0), (0,1,—1) e (1,3, —2) em R3;
), (2,—1) em R?;

), (2,2) em R?;

e) (=1,1,0), (0,1,2) em R3;

f) (7,0), (0,1) em R?;

9) (1,2), (2,3),(1,1) em R

h) (0,1,1), (0, 2, 1), (1, 9, 3) em R?’;

1,4), (i, —1)} em C%;
1,4,0), (i +1,—1414,0),(0,0,1)} em C*;

» Exercicio 5.2 ... Considere o espaco vectorial real E das fungoes de R em
R representadas por f(x).

Verifique se as sequintes func¢oes sao linearmente independentes em E :

a) fx) =1, f(z) =z b) f(z) =2, flx) =2® ¢ f(z) =2, f(z) =z,
flz) =1+ 3z d) f(x) = ze®, f(z) = e*® e) f(x) =sinz, f(x) = cosz
j) f(x) = sin®z, f(x) = cos®z, f(z) =3 1) f(z) =sin’z, f(r) = cos®x,
f(z) = cos2z.

» Exercicio 5.3 ... Diga se os sequintes subconjuntos de R (X) sdo livres ou
ligados:

a) {1+ X+X%1+X,2-X};

b) {1-X - X% 1+2X +X2,4};

) {1+X+X%1+X,2+2X + X%},

> ExerciciAo 5.4 ... No espacgo dos polindmios V = Ra[X], considere B =
{L,X,X?} e B={1-X21-X,1+X +3X?}.

(i). Mostre que B e B sio ambas bases de V.

(#). Calcule a matriz de passagem da base B para a base B.

(#ii). Calcule as coordenadas de p(X) = 2 — X relativamente a cada uma das
bases referidas.
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» Exercicio 5.5 ... Sejam u,v,w trés vectores linearmente independentes
de um espaco vectorial V. Mostre que u + v,u — v e u — 2v + w também sdo
linearmente independentes.

» Exercicio 5.6 ... Seja E um espaco vectorial real.

a) Mostre que se u,v,w sdo tais que w = 2u + v entdo, u,v e w sao linear-
mente dependentes.

b) Mostre que se uy,ug,...,u,_1,u, €E sdo tais que u,, é combinagdo linear
de uy,us,...,u,_1, entdo ug,us,...,u,_1,Uu, sdo linearmente dependentes.

¢) Dé um exemplo para E=R? de dois vectores u,v linearmente dependentes,
tais que v nao seja multiplo de u.

» Exercicio 5.7 ... Em cada um dos casos, calcule o subespaco gerado por
A:

a) A={(1,1),(2,2)} em R?

b) A={(1,0),(5,0)} em R?;

c) A={(2,-1),(1,0)} em R?;

d) A=1{(1,0,1),(0,1,0)} em R?;

e) A={(1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)} em R3;

f) A=1{(3,0,0),(0,2,0)} em R3;

9) A={1+X,X*} emR(X);

h) A= {1_X7X2a1—X+X2} em R(X);
i) A={1,14+X,2X + X%} em R (X);

pa={(32)(4 3} v

1) A={(1,0,4),(0,4,4)} em C>.

» Exercicio 5.8 ... Verifique se os conjuntos que se sequem, sdGo ou ndo
bases de cada um dos espacos vectoriais indicados em cada alinea:

a) {(1,1),(3,1)} em R?;

b) {(0,1),(0,=3)} em R?;
¢){(2,1),(1,-1),(0,2)} em R?;

d) {(1,1,1),(1,-1,5)} em R3;

e) {(1,1,1),(1 2,3),(2,—-1 1)} em R3;
£){(1,2,3),(1,0,-1),(3,-1,0),(2,1,-2)} em R

g) {(1,1,2), (1 2 5) (5,3,4)} em R3;

h) {1+ X,X2,242X +3X2} em Ry (X);

i) {1+X,X23} em Ry (X);

3) {1+ X,X2%,2+2X +3X2%, X3} em Ry (X);

A(ED(40)-(4 D)} mam
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» Exercicio 5.9 ... Seja W o subespaco de R (X) gerado por X3 — 2X2 +
4X +1,2X3-3X24+9X -1, X34+6X —5, 2X3 —5X2 +7X + 5. Determine uma
base e a dimensao de W.

» Exercicio 5.10 ... Determine a dimensao do subespaco gerado por:
a) (1,-2,3,-1), (1,1,-2,3);

b) (3,-6,3,-9), (—2,4,—2,6);

¢) X3 +2X2 43X +1, 2X3 +4X% +6X +2;

d) X3 —2X%+5, X? 43X —4;

2(13)(22)
(L) (F )

» Exercicio 5.11 ... Calcule uma base de cada um dos subespacos que se
sequem, e depois as coordenadas do vector u em cada uma das bases:

) S ={(@y) € R :a+y =0}, u=(3-3)

b) S ={(z,y) €R?: 2z = —y}, u=(4,-8);

¢)S={(z,y,2) eER®:x+y+2=0}, u=(1,1,-2);

d) S={(z,y,2) ER®: 2z —y =2}, u=(3,2,4);

e) S={(z,y,2,t) ER 1z —y=0,2+t =0}, u=(1,1,-2,2);

)8 ={a+bX +cX?+dX> € Ry (X):a+2c=0},u=2+2X - X?+3X%;

9) S ={a+bX +cX*+dX? €R3(X):a+2c=0,a+c+d=0f, u=2+
2X — X2 - X3

B S = {(jl b Jf>eMz,g(R):a+b+c=0,a+d=e,f=e=6}7u=

11 =2
-3 -2 -2 )°

i)S={(z,w,t) e’ z=w=t},u=(1+i,1+14,1+1).

» Exercicio 5.12 ... Sejam V e W os sequintes subespacos de R* :
V= {(x,y,znf) eER*: y—22+t:0} eW = {(x,y7z,t) eER* :x=ty= 22}
Determine uma base e a dimensao de: a) V. b)) W ¢) VNW.

» Exercicio 5.13 ... Sabendo que f é uma aplicagdo linear, calcule em cada
caso a imagem de um vector genérico:

a) Sendo f:R? — R? e f(1,0) = (1,1) e f(0,1) = (1, -2);

b) Sendo f :R* — R? e f(1,—1) = (1,2) e f(0,3) = (2, —-2);

¢) Sendo f:R* — R? e f(2,1) = (—1,0) e f(—1,1) = (3,-2);

d) Sendo f:R® — R? e f(1,0,1) = (1,1) e f(O,l,O) =(1,-2) e f(0,0,2) =
(4,5);

e) Sendo f : R? — R3 e f(1,0,1) = (1,1,0) e f(0,1,0) = (0,-2,3) e
£(0,0,2) = (1,4,5);
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f) Sendo f : R® — Ry (X) € f(1,0,1) =1 ¢ £(0,1,0) = 14+X e f(0,0,2) = X;

g) Sendo f: Ry (X) — Ro (X) e f(1+2X) =X? e f(2) =1+ X e f(3X?) =
X;

1) Sendo f 5 R (X) — Maa®) e 2+ 3) = (1) ) ) es-x) -

(4 0)erexn=( 1)

» Exercicio 5.14 ... Mostre que nao € possivel definir nenhuma das sequintes
aplicacoes lineares:

a) f:R* — R? tal que, ker(f) = {(z,y) € R? : & =3y} e f € sobrejectiva;
b) f:R3 — R? sendo f injectiva e na o sobrejectiva;

¢) f: Ry(X) — R? tal que ker(f) = span{2+ X,3+ X*} e im(f) =
span{(1,1,1),(1,-1,0)};

d) f: C? — @ tal que f € injectiva e sobrejectiva.

» Exercicio 5.15 ... Calcule as sequintes matrizes de passagem:

) De B— {(1,2), (0.-1)} para B — {(2,1) (1, 1)

b) De B ={(1,1),(0,1)} para B = {(2,1), (1,1)};

d) De B={(1+X,1+ X2, 1+ X + X2} para B = {1, X, X2};

e) De B={(1,1+ X% 1+ X + X2} para B = {1,1— X,3X2};

f) De B={(1,0,0),(0,—i,1),(0,0,4)} para B= {(4,0,0),(1,1,1),(0,0,1) };

» Exercicio 5.16 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonor-
mada do subespaco de R? gerado pelos sequintes vectores:

a) X1 = (]—7 ]-a 1)’ X2 = (1703 1)7 X3 = (37233)
b) x1 = (1, 1,1), Xo = (—1, 1, —1), X3 = (1,0,1).

» Exercicio 5.17 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonor-
mada do subespaco de R* gerado pelos sequintes vectores:
a’) X1 = (1517070)3 X2 = (0717130)7 X3 = (0307171)7 X4 =
(1,0,0,1).
b) X1 = (171a071)7 Xg = (1a0a271)7 X3 = (1a2a_271) .

> Exerc1010 5 18 . No espago vectorial real R (t), com o produto interno

fo dt mostre que as funcoes que se sequem formam uma base
ortonormada do subespag:o por elas gerado:

n() =1, ) =v32t-1),  y(t)=V5(6t -6t +1).

» Exercicio 5.19 ... Seja S um subespaco de um espago vectorial V. Mostre
que 0 S € o conjunto dos vectores ortogonais a todos os vectores de wma base de

S.
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» Exercicio 5.20 ... Seja W o subespaco de R® gerado pelos vectores u =
(1,2,3,-1,2) ev =(2,4,7,2,—1). Determine uma base do complemento ortogonal
WL de W.

» Exercicio 5.21 ... Determine uma base do subespaco W de R* ortogonal
au; = (1,-2,3,4) eus = (3,-5,7,8).

» Exercicio 5.22 ... Considere o espago vectorial real Ry (t) no qual estd
definido o produto interno (f,g) = fol f(@®)g(t) dt.
a) Determine uma base do subespago W ortogonal a h(t) = 2t + 1.

b) Aplique o método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a base (1,t,t?)
para obter uma base ortonormada (uy(t),us(t), us(t)) de Ry (X).

» Exercicio 5.23 ... Seja V o espaco linear das matrizes 2 X 2 de compo-
nentes reais, com as operagoes usuais. Prove que fica definido um produto interno
em V por:

<A, B> = allbll + a12b12 —+ a21b21 —+ a22b22 onde A = (aij) e B = (b”) .

. b . . .
Calcule a matriz da forma ( _ab a ) , com a,b € R, mais prorima da matriz

1 2
(1),
» Exercicio 5.24 ... Considere o subespaco S de R? gerado pelos vectores
(1,0,0) e (0,1,0).

a) Verifique que fica definido em R3 um produto interno por:

(,y) = 2x1y1 + T1Y2 + T2y + T2y2 + T3y3, onde x = (x1,x2,23) €
y = (y1,Y2,¥3)-

b) Determine uma base ortonormal para o subespago S, com este produto in-
terno.

¢) Determine o elemento de S mais prézimo do ponto (0,0, 1),usando o produto
interno de a).

d) Calcule um vector diferente de zero e ortogonal a S usando o produto interno
de a).

» Exercicio 5.25 ... No espago vectorial real das funcoes continuas definidas
em (0,2), com o produto interno (f,g) = f02 f(x)g(x) dz, seja f(x) = exp(x).
Mostre que, o polinédmio constante g, mais préximo de f € g = %(exp(Z) —1).
Calcule ||g — f*.

» Exercicio 5.26 ... Usando os produtos internos usuais em R? e R |
calcule em cada caso a projecg¢ao ortogonal Py (v), de v sobre a recta gerada pru:

a)u=(1,1), v=(2,3);

b) u=(4,3), v=(0,1);
c)u=(1,1,1) , v=(1,-1,0);
d)u=(1,0,0), v=(0,1,2).
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» Exercicio 5.27 ... Determine as projeccoes ortogonais sequintes:

b) v=2t—1, w=t? sobre Ry (t) usando o produto interno L.



