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6.1 Matriz de uma aplicagao linear

Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo k (= R ou C, como
habitualmente), e de dimensoes finitas, respectivamente iguais a n = dimgV e
m = dim ]kW.

Consideremos uma aplicagao linear L : YV — W. Vamos aprender nesta sec¢ao
a representar L através de uma matriz m X n com entradas em Ik.

Para isso comecemos por fixar bases B = {e1,--- ,e,} paraV,eC = {f;,--- ,f,}
para W. Temos entao isomorfismos @5 : V — k™ e &¢ : W — k™, definidos re-
spectivamente por:

Pg:v=> 1 ve +—— []ek"
(6.1.1)

De:w =" wf — [w]eck™

Consideremos agora o diagrama seguinte:
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y—LE oW

]l{ﬂ > ]l{TI’L

ou mais detalhadamente, usando a convencao de Einstein:

vie; —> L(v'e;) = v'L(e;) L viLf f; = (Lgvi)fj

| |

[v°] [w] = [L]v']

A igualdade (a) resulta do facto de L ser linear. A igualdade (b) obtem-se
exprimindo, paracadai =1,--- ,n, aimagem L(e;), de e; por L, como combinagao
linear dos elementos da base f; para W:

m

L(ei):ZLgfja 7;21,'-~7n
j=1

Este é o passo essencial do calculo. Os elementos Lg , que assim se obtém, formam
uma matriz L = [Lf |, que é uma matriz m xn, e que se diz a matriz da aplicagao
linear L, relativamente as bases {e;} e {f;}, respectivamente para V ¢ W. Esta
matriz L nota-se as vezes por M (L)p¢ ou por gM(L)c.

6.2 Calculo do ntcleo e imagem

Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo k, e de dimensoes
finitas, respectivamente iguais a n = dim iV e m = dim W, e consideremos uma
aplicagao linear L : V — W. Seja L = [L!] a matriz da aplicacdo linear L,
relativamente as bases {e;} e {f;}, obtida através de (6.1).

e Como calcular kerL ? ...

Por definicao, ker L é o subespaco de V constituido por todos os vectores
v € V que sao enviados por L no vector nulo de W.

Se v = v'e;, entdo L(v) = (LIv') f; = 0 sse:
n .
> v =0, j=1,-,m
i=1

Este é um sistema homogéneo de m equacgoes lineares com n incognitas v°,
cuja resolugao permite calcular os v* tais que v = v'e; € ker L.

e Como calcular imL 7 ...

Por definigdo, im L é o subespago de W gerado por L(e;), i = 1,--- ,n =
dim V:
imL = spany {L(e1),--- ,L(ey)}

Podemos pois aplicar o método explicado no problema 5.4 para calcular uma
base para im L.
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A caracteristica ou rank da aplicagao linear L, nota-se por rank L e define-
se por:

rank L = dim (im L) (6.2.1)

6.3 Matriz da composta

Suponhamos que temos aplicagoes lineares M : i/ — V e L : V — W, onde
U,V e W sdo espagos vectoriais de dimensao finita, com bases B = {e;}i=1,..n,
C={f;};=1....m €D ={8k}tr=1,. p, respectivamente para U,V e W.

Suponhamos que M(M)pec = M e que M(L)cp = L. O nosso objectivo é
calcular a matriz da composta Lo M : U/ — W, relativamente as bases B e D,
respectivamnte para U/ e W, em termos das matrizes M e L.

O diagrama seguinte esclarece a situagao:

Calculos...

(LoM)(e;) = Afgy (6.3.1)
por outro lado:

(LoM)(e;) = L(M(ei))
= L(M]f;)
M L(f;)
= MijL?gk
= (L?Mij)gk
= (LM)} gk (6.3.2)

donde se deduz que A = LM, isto é, a representagao matricial de L o M é dada
pelo produto LM das matrizes L por M, que se define da seguinte forma - a
entrada (k, i) da matriz LM (linha k e coluna ¢), é dada por:

m
(LM => " Lk M) (6.3.3)
j=1
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Esquemaéticamente:
M}
0L
(LM)f| = | Ly [ L5 [--- [ L}, | - coluna i
linha k Vg

= LiM!+LEM7 + -+ LE M

= Y LhMm! (6.3.4)
j=1

6.4 GL(n). Pontos de vista passivo e activo.

Seja V um espaco vectorial de dimensao n = dim). O conjunto de todas as
aplicacoes lineares L : V — V que sao inversiveis, isto é, o conjunto de todos os
automorfismos de V, constitui um grupo que se diz o grupo linear geral de V.
Este grupo é isomorfo ao grupo de todas as matrizes (n x n) inversiveis, e nota-se
por:

GL(n)

Em Fisica, é usual encarar um automorfismo linear L : V — V sob dois pontos
de vista diferentes: o ponto de vista passivo e o ponto de vista activo.

e No ponto de vista passivo, um mesmo “estado de um sistema”, isto é, um
vector v € V, é descrito por dois “observadores” diferentes, i.e., relativa-
mente a duas bases (ou referencais) € e €. Neste caso, P € GL(n) é a
matriz de passagem da base € para a base Z

EP=%

e, como vimos atrds, P~! permite passar das coordenadas v’ para as coor-
denadas v":

_1[

[Vle = [Vlep = P77 [v]¢

como vimos atras.

e Por outro lado, no ponto de vista activo, existe um tunico “observador”
%, enquanto que o “estado do sistema”, v € V, é submetido a uma trans-
formacao, como por exemplo uma “simetria” do “espaco de estados” do

sistema. Neste caso P € GL(n), é a matriz dessa transformacao relativa-
mente a base €.

6.5 Determinantes

Comece por recordar a definigdo e as propriedades do determinante de matrizes
2 x 2 e matrizes 3 X 3 que vimos nos médulos 1 e 2, respectivamente.

6.5.1 Definicao e propriedades

» Teorema 6.1 Eziste uma tinica aplicacdo:

det: M,k — k

A — detA = det(lA17 .. aAn) (6.5.1)
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onde Ay, -+, A, representam as colunas de A, com as sequintes propriedades:

1. € linear como fung¢do de cada uma das colunas A; da matriz A.
2. se A’ se obtem a partir de A permutando duas colunas, entao detA’ = —detA

3. detl, =1

Antes de demonstrar este teorema, vejamos um coroldrio que tem uma im-
portancia pratica muito grande no calculo de determinantes:

» Coroldrio 6.1 Seja det : M, (k) — k uma aplicagdo que verifica as
propriedades 1. e 2. do teorema anterior. Entdo:
4. se A tem duas colunas linearmente dependentes, detA =0

5. se A’ se obtem a partir de A multiplicando uma coluna por X € k, detA’ =
AdetA

6. se A" se obtem a partir de A substituindo uma coluna pela que se obtem
somando-lhe um maltiplo escalar de uma outra, entao detA’ = detA

» Exercicio 6.1 demonstre este coroldrio.

Demonstragao do teorema ...
Unicidade:
Suponhamos que tinhamos duas fungoes, det : M, (k) — ke det’ : M, (k) —

k, ambas verificando as trés propriedades referidas no teorema, e seja

A = det —det’

Entao A(I,) = 0 e A verifica as duas primeiras propriedades - linearidade em
cada coluna e alternancia de sinal quando se permutam duas colunas.

,

Consideremos agora uma matriz arbitraria A = (Ay,---,A,). Se ey, - ,e, é
a base candnica de k", podemos escrever cada A; como combinagao linear:

Ai:Agej7 i=1,~-,n

usando como sempre a convencao de Einstein. Usando a linearidade em cada
coluna e o facto de que A(I,,) = A(e, - ,e,) =0, é agora ficil ver que:

A(Ag,---,A,) =0

e portanto det = det’.
Existéncia:

Inducgao sobre n:

e paran = 1 poe-se det (a) = a
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e supondo que existe um det definido para matrizes A € M,,_1(k), e que
verifica as trés propriedades referidas no teorema, vamos mostrar como se
define para matrizes A € M,,(k) mantendo, é claro, ainda as referidas trés
propriedades.

Dada uma matriz A € M,,(k), representemos por A;; € M,,_1(k) a matriz
que se obtem de A eliminando a linha i e a coluna j.

Definamos entao:

det A= (=1)""1 A} - det Ay (6.5.2)
=1

o que corresponde ao chamado “desenvolvimento do determinante sequndo a
primeira linha”.

Pretende-se mostrar agora que esta funcao satisfaz as trés propriedades referidas
no teorema.

[1]. Vejamos um exemplo que esclarece o que estd a acontecer:

at+d d g
det [ b4+ e h
c+cd f k

_ / e h b+V h b+bv e
—(a—i-a)'det(f k)—d-det<c+c, k)+g~(c+cl f

A primeira parcela é obviamente linear, enquanto que as duas 1ltimas o sao, por
hipétese de indugao.

Em geral, o argumento é o mesmo - a linearidade em cada coluna de A resulta
do facto de que cada parcela da soma em (6.5.2), (—1)"F1A}! - det Ay;, tem essa
propriedade. De facto, a linearidade na coluna k, resulta do facto de que as parcelas
(—1)"*L AL - det Ay, com i # k, sao lineares por hipétese de inducio, enquanto
que a parcela (—1)kT1 ALl . det Ay) o é obviamente.

[2]. Basta mostrar que o det de uma matriz que tenha duas colunas iguais

se anula (porqué?). Mais uma vez os exemplos seguintes esclarecem o argumento
geral:

a a g
det b b h
c ¢ k
b h b h b b
za-det<c k)—a-det<c k>+g~<c C)zO
det

o o9
~ 0 &
o o

:a-det<; g)—ddet(i 2>+a-(lc) ;):O

Suponhamos entdo que as colunas r e s de A sdo iguais. Entdo, pela hipdtese de
inducao:
D (=1 AL - det Ay; = (=1)"TT AL - det Ay, + (—1)7TT AL - det Ay,

=1
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uma vez que todas as outras parcelas se anulam, atendendo a que as matrizes
envolvidas tém duas colunas iguais (hipétese de indugao).

Como podem diferir Ay, e A157

Se r e s s@o adjacentes, entdo A3, = Ajs jd que quando duas colunas sao
adjacentes ¢é indiferente qual delas se omite.

Se existe apenas uma coluna a separar as linhas r e s, podemos mudar Ay,
em Ajs por uma simples permutacdo de duas linhas. Mais geralmente se r =
s+t (podemos sempre supor que r > s), podemos mudar Ay, em A; por t — 1
dessas permutagoes de duas colunas. Como pela hipétese de inducao para matrizes
(n—1) x (n — 1) permutacao de 2 colunas muda o sinal de det, e como AL = Al
pela igualdade das colunas 7 e s, vem que

det A = (=1)"TTAL-det Ay, + (—1)*TTAL - det Ay,
= (=1)"" AL - det Ay, + (—1)5TAL (=) det Ay,
= (=) AL-det Ay, + (—1)5TTAL (=)7L det Ay,
[(71)r+1+( )r+1+1]A . det Alr

= 0

[3.] detI, =0 ficil.

6.5.2 Determinante de um produto

» Lema 6.1 Seja f: M, (k) — k uma fungdo que satisfaz as duas primeiras
propriedades referidas no teorema 6.1, isto €, é linear em cada coluna e muda o
sinal se se permutam duas colunas. Entdo:

F(A, - AR) = fer, -+ ,epn) - det(Aqy, - A,) (6.5.3)
Dem.: Se f(e1, -+ ,e,) =1 entdo f = det, pela unicidade do teorema 6.1, e
o lema estd demonstrado. Se f(eq, - ,e,) # 1, considere-se:

det (A1, -+, Ap) — f(Aq,---,A,)

A<A1’.“7A"): 1_f(e17"'7en)

(6.5.4)

E f4cil ver que A satisfaz as 3 propriedades referidas no teorema 6.1 e portanto, por
unicidade, A(Ay, -+, A,) =det (Aq, -, A;,). Resolvendo a igualdade (6.5.4) em

ordem a f(A1,---,A,), obtem-se o que se pretende.
|
» Teorema 6.2 VA, B € M, (k):
| det (AB) = det A-det B| (6.5.5)

Dem.: Defina-se f: M, (k) — k por:

f(Ay,---,A,) =det (BAy, -, BA,) (6.5.6)
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f satisfaz as condigGes do lema anterior, pelo que:
f(Alv"' aAn) = f(e17"' >en) -det (Ala"' 7An)

det (Bey,--,Be,) det 4

isto é:
det (BA4,--- ,BA,) = det (Bey,---,Be,) -det A
Mas é fécil ver que (verifique):

det (BAy,--- ,BA,) = det (BA)

e que:
det (Bey, -, Be,) = det B

0 que demonstra o teorema.

|

» Coroldrio 6.2 Se A € M, (k) ¢ inversivel entdo det A # 0 e det A1 =
(det A)~1.

Dem.: 1=detl, =det(AA™!) =det (A)-det (A™1). [ |

6.5.3 Calculo da matriz inversa. Matriz adjunta

Se A é uma matriz quadrada n X n, o seu determinante pode ser calculado desen-
volvendo segundo a linha 4, de acordo com a férmula:

det A= (=1)"" A} -det A;; i fixo (6.5.7)
j=1

onde, como vimos, A;; é a matriz que se obtem de A retirando-lhe a linha ¢ e a
coluna j.

A férmula anterior sugere a férmula da multiplicagdo de duas matrizes. De
facto:

n

det A = ) (=1)"" A} det Aj;

Jj=1
Z A; (—1)i+j det Aij
J

def

_ i Ad
SDIE:
J
= elemento ¢ da diagonal do produto AA (6.5.8)
Isto conduz portanto a uma nova matriz A definida por:
A\Z = (—1)i+j det Aij

Porque hé aqui uma troca de indices incémoda, consideramos a transposta de A
e formulamos a seguinte definicao:
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» Definicao 6.1 ... se A € uma matriz quadrada n X n, define-se uma nova

matriz quadrada n X n, j, chamada o adjunta de A, através de:

i def

(—=1)"*det (AY);; (6.5.9)

Nao esquega que (A");; é a matriz que se obtem de A’ retirando-lhe a linha i e a
coluna j. Portanto:

det (At)n —det (At)lg det (At)13
det (At)gl —det (At)gg det (At)gg
A\ — det (At)gl —det (At)gg det (At)gg

O célculo (6.5.8) mostra pois que todos os elementos da diagonal do produto
AA s8o iguais a det A, donde se deduz o seguinte teorema:

» Teorema 6.3 Se A ¢ a matriz deduzida de A através de (6.5.9), entao:

det A
AA = = detAl,
det A
Portanto, se detA # 0, A é inversivel e:
AL 3 (6.5.10)
det A o
[

Dem.: Falta mostrar que os elementos fora da diagonal do produto AA sio
todos nulos. Para isso, consideremos a matriz B que se obtem de A substituindo a
linha k pela linha h, com h # h. Atencdo que isto ndo é uma operacdo elementar!
B fica entao com duas linhas iguais (ambas iguais & linha h de A) e por isso o seu
determinante é nulo. Por outro lado, calculando det B desenvolvendo segundo a
linha k, obtemos:

0 = detB
= Y ()" BF.detBy;,  kfixo
j
= Z (—1)¥*7 BY . det Ay;, porque B e A coincidem fora da linha k
j
= Z (—1)¥*7 Al - det Ay;, porque B e A coincidem na linha h

J
DAL (—1)FH det Ay,

J
> Al Al (6.5.11)
J
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6.6 Regra de Cramer

Dado um sistema do tipo:
Ax

|
o

podemos escrevé-lo na formas:
2'Ai+2*As+ -+ 2"A, =D

onde, como antes, A1, As,---, A, representam as colunas da matriz A. Para cada
1 fixo, substitua-se a coluna A; pelo vector-coluna b, e calcule-se o determinante
dos n vectores assim obtidos. Vem entao que (justificar):

e PN = e k st
det (A1, Ag, -+, p~ Ay det (A1, Az, 27Ay -, An)
posicaoi posicaoi
= xidet(A17A27"'7Ai7"'7An)
ztdet A (6.6.1)

Portanto, se det A #= 0, deduzimos a chamada regra de Cramer para as
solugbes do sistema Ax = b:

~ 1
xz:mdet(Al,-u, b .- A,) (6.6.2)
posicao
6.7 Exercicios
» Exercicio 6.2 ... Seja V o espago vectorial das fungoes polinomiais p :

R — R de grau < 4:
V = {p(x) = ao + a1z + aza® + azz’® + agz’ : a; € R}

e W o espago vectorial das fungoes polinomiais ¢ : R — R de grau < 3. Considere
a aplicacao L : V — W definida por:

L)) = (13 - 1. ) o] =) ~ (0

Mostrar que L € linear. Calcular a matriz de L relativamente as bases {1, z, 22, 23, 24}
para V e {1,x,2% 2%} para W. Calcular ker L e imL.

» Exercicio 6.3 ...  Em cada um dos seguintes casos determine Mggp(f),
calcule ker(f) e im(f) :
a) f: R—  R2 ,B=B=1((1,0),(0,1)

(mvy) — (33j —y,x+5y)

C) f: R? — R (X) ,B= ((1’070)1 (071’0)7 (0,0,1))752

(a,b,c) — a+b+c+ (a+2b)X
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d) f:  Re(X) — R’ B =(14X,1+2X,X?),B =
((3,1),(5,2));
ap + a1 X + as X? — (ag + a1 + az, a9 + 2ay)
e) f:{(x,y,2) eR®:z =2y} — {(z,y,2) eR® 1z =y = —z}
(z,y,2) — 2y + z,x + z,—x — 2)

9
~

B= ((27 170)7 (0707 1))78 = ((_17 -1, 1));

f)D:Ry(X)— Ry(X) ,B=B=(1,X,X2 X% X%,
P+—— P
g9)fR(X)— Ry(X) ,B=(1,X,X2 X3 X% B=(1,X, X2 X3 X4);
P X2 P
(z,y,2) — ( +y,y + 22)
i) f: € — 2 B = ((i,0,0),(1,1,0),(0,0,1)), B =
((1,1),(0,1)).

(zyv,w) — (z+v+w,z —w)

» Exercicio 6.4 ... Em cada um dos seguintes casos, determine Mzgz(go f).

f)MBB(f):((l) 2_Jrii>vMBE(9):(§ —12+z'>‘

» Exercicio 6.5 ... Calcule os sequintes determinantes usando diferentes
métodos em cada uma das alineas:

10 2 11 1 2 1 3
a)i?;b)‘g_l2;c)103,d)20 e[ 3 2 7|
0 2 01 —1 0 1 2
3 1 0 —1 2 -1 3 1 0 0 0 2
5 3 7 10 0 3 1 0 0 0 1 2
Dl o1 20900 0 12087 Mo 3 1 0l
1 30 2 0 0 0 2 2 -1 3 1
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1 -1 1 1
) 1 -1 -1 -1
Y11 -1 -1
1 1 1 -1
» Exercicio 6.6 ... Dé exemplos de matrizes A,B € Ms2(R), ndo nulas,
tais que :
a) det (A + B) # det(A) + det(B);
b) det(A+ B) = det(A) + det(B).;
¢) det(3A) # 3 det(A);
d) det(3A) =3 det(A)

» Exercicio 6.7 ... Usando determinantes, calcule o volume do paralelipipedo
gerado pelos vectores u, v, w :

a)u=(1,1,2), v=(-1-2,3) ew = (0,—1,1);
b)u=1(1,1,0), v=(-1,0,3) ew = (0,—1,1);
¢)u=(1,0,0),v=(-1-2,3) ew = (0,-2,3);

» Exercicio 6.8 ... Calcule o volume do paralelipipedo P em R3 gerado
por S. Considere depois a aplicagdo linear L : R® — R? e calcule vol(L(P)).
Verifique que:

vol (L(P))
detL| = 222070
|detL vol P
a) S = {(17 O’ 0)7 (07 07 1)’ (07 17 O)} ) L(x7 y7 Z) = (1’7x + y7l. + y + Z);
b) S =1{(1,1,0),(0,1,1),(0,0,2)}, L(z,y,2) =(x —y,z+y,2x—y+32);

C) S = {(]‘7270)ﬂ (0707 1)v (07370)}7 L(z,y,z) - (21‘ —Y%T+Y, Y+ 52)



