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7.1 Espacos Euclideanos reais

» 7.1 Definigao ... Seja V um espago vectorial real. Um produto interno em
V é, por defini¢ao, uma aplicagao:

(1): VxV — R
(wv) — (uv) (7.1.1)
que satisfaz as trés propriedades seguintes:
[PI1]. ¢é uma forma bilinear:
(w4 v)w) (ujw) + (v|w)
(uf(v+w)) (ujw) + (uw)
(Aulv) = (u|iv) = Xu|v) (7.1.2)
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[PI2]. ¢é uma forma simétrica:

(uv) = (v]u) (7.1.3)

[PI3]. €é nao degenerada:
(uv) =0 YWweV = u=0 (7.1.4)

Vu,v,w € V.VA € R. Um produto interno diz-se um produto interno Eu-
clideano, se satisfaz além disso a seguinte propriedade:

[PI4]. ¢é uma forma definida positiva:
(ulu) >0, YueV (7.1.5)

Um espaco vectorial real, munido de um produto interno Euclideano chama-se um
espago Euclideano. Outras notagoes muito comuns para (u|v) sdo por exemplo
(u,v), B(u,v), g(u,v), u-v ou ainda u|v.

» 7.2 Exemplo [Produto interno Euclideano usual em R"] ... Dados dois
vectores x = [x;] e y = [y;], em R", define-se o respectivo produto interno
(Euclideano), como sendo o escalar x -y € R, dado por:

n
def
Xy = E TY; = T1Y1 +ToY2 + 0+ TpYn
i=1

x'y em notagdo matricial (7.1.6)

O espaco vectorial R™, munido deste produto interno Euclideano, diz-se o espago
Euclideano usual e nota-se por IE".

» 7.3 Exemplo [Produto interno L? em C°([a,b],R)] ... Consideremos o
espaco vectorial real constituido pelas fungoes continuas reais, definidas no inter-
valo [a,b] € R. Dadas duas fungoes f,g € C°([a,b],R), define-se o respectivo
produto interno L2, como sendo o escalar {f|g) € R, dado por:

b
def
oy X [ g ae (7.1
a
» 7.4 Exemplo [Produto interno de Minkowski em R?] ... Dados dois
Zo Yo
vectores x = il ey = zl , em R*, define-se o respectivo produto
2 2
T3 Y3

interno de Minkowski, como sendo o escalar x -y € R, dado por:

XY = —ZoYo +T1Y1 + T2y2 + T3Y3
Yo
— [~wo x1 o ws)| N
Y2
Ys

= x'ny (7.1.8)



7.1. Espacos Euclideanos reais 94

onde 7 representa a matriz simétrica:

-1 00 0
0 100
0o 0 1 0 (7.1.9)
0 0 0 1

O produto interno de Minkowski nao é definido positivo, isto é, nao é verdade

que x-x > 0, Vx € R%. Com efeito, por exemplo o vector ey = (1,0, 0,0), satisfaz
ey - eg = —1. Note no entanto que a restricao do produto escalar de Minkowski
ao hiperplano {0} x R? = {x = (%) € R*: 20 = 0} 2 R3, 6 um produto interno
euclideano, portanto em particular definido positivo.

> 7.5 Expressées matriciais ... Seja (V,(|)) um espago vectorial real, de
dimensao n, com um produto interno Euclideano.

Seja € = ( e, e - e, ) uma base qualquer para V, escrita como um
vector-linha com entradas vectoriais e;. Se u, v € V podemos escrever:

v = E v’ei
%

v
02
= (e e en )| .
v."
= Flvle (7.1.10)
ol
onde [v]g = ¢é o vector-coluna das componentes do vector v na base €.
,Un

Analogamente:

u= Zuiei = Flule
i
Calculemos agora o produto interno (u|v):
(ulv) = (D u'ei|Y ve;)
i J

> utvi(eile;)
(2]
D gigu'v!
(2]

= [u], G [V] (7.1.11)

onde definimos a chamada matriz de Gram, G¢ = [g¢;;], do produto interno (|),

na base € através de:
def
gi; = (eiley) (7.1.12)

Como (u|v) = (v|u), deduzimos que a matriz de Gram G é simétrica, isto é:

GL =Gy
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Como (v|v) > 0,Vv # 0 € V deduzimos que a matriz de Gram G¢ ¢ definida
positiva, isto é:

V]ZGs[v]e = Z gijv'v? >0, Vv’ nao simultdneamente nulos
,J

E possivel provar os critérios seguintes (necessérios e suficientes) para decidir
quando uma matriz simétrica G = [g;;] é definida positiva:

n=2
g11  9gi12
ii >0, 0
i ’ 921 922
n=3
g1 g2 911 g12 913
9ij > 0, ’ > 0, g1 go2 g2z | >0
g21  Gg22
g31 G932 gs3

7.2 Espacos Hermitianos (ou Unitarios) complexos

» 7.6 Definigao ... Seja V um espago vectorial complexo. Um produto interno
Hermitiano em V é, por definicao, uma aplicagao:

(y: vxy — C

(wy) — (uv) (7.2.1)

que satisfaz as propriedades seguintes:

[PH1]. é uma forma sesquilinear, isto é, é linear na primeira varidvel
e semi-linear na segunda varidvel !:

(utv)lw) = (ulw)+ (v|w)
(u|(v+w)) = (ulw)+ (ulw) (7.2.2)
Guly) = Auly)
(ulAv) = Xu|v) (7.2.3)
[PH2]. ¢é uma forma Hermitiana:
(ulv) = (v]u) (7.2.4)
[PH3]. ¢é nao degenerada:
(uv) =0 YWweV = u=0 (7.2.5)
[PH4]. ¢ definida positiva:
(uju) >0 (7.2.6)

Vu,v,w € V,VA € C.

Um espaco vectorial complexo, munido de um produto interno Hermitiano
chama-se um espago Hermitiano ou um espago unitario.

lem Fisica, nomeadamente em Mecénica Quantica, é usual considerar outra convencio -
linearidade na segunda varidvel e semi-linearidade na primeira variavel!
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» 7.7 Exemplo [Produto interno Hermitiano usual em C"] ... Dados dois
vectores z = [z;] e w = [w;], em C", define-se o respectivo produto interno
(Hermitiano), como sendo o escalar (x|y) € C, dado por:

n
def _ _ _ _
(z|w) = E 2iW; = 21W1 + 29Wa + -+ + 2, Wy,
i=1
w1
wa
= 21 22 v Z’n]
W,
= z'w em notagdo matricial (7.2.7)

O espaco vectorial C", munido deste produto interno Euclideano, diz-se o espago
unitario usual e nota-se por U".

» 7.8 Exemplo [Produto interno L? em C°([a,b],C)] ... Consideremos o
espaco vectorial real constituido pelas fungoes continuas complexas, definidas no
intervalo [a,b] C R. Dadas duas fungoes f,g € C°([a,b], C), define-se o respectivo
produto interno L2, como sendo o escalar {f|g) € C, dado por:

b
o [ g (7:28)

7.3 Norma

> 7.9 Definicdo [Norma| ... Seja (V,(]|)) um espaco com um produto interno
(Euclideano se V € real ou Hermitiano se V € complexo). Define-se a norma ||v||,
de um vector v € V, através da férmula:

def
vl =" V{vlv) (7.3.1)
» 7.10 A norma verifica as propriedades seguintes:

[N1]. ¢é positiva e ndo degenerada:

[v[>0 e |v]|=0 sse v=0 (7.3.2)

[N2]. ¢é homogénea (positiva):

AV = [ATv]] (7.3.3)

[N3]. satisfaz a “desigualdade triangular” seguinte:
v 4wl < vl +[wl (7.3.4)

vv,welV,Viek=R ou C.

Todas as propriedades sao de demonstragao imediata com excepgao da de-
sigualdade triangular, que resulta da seguinte proposicao:

» 7.11 Proposicao [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] ...

[(vIw) | < [lvllliwl, Vv,weV (7.3.5)
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Dem.: Se w = 0 a desigualdade é trivial. Se w # 0 consideremos o vector:

W)

[wi?
de tal forma que (u|w) = 0. Temos entao que:

(== )

0 < [ful

= |v|* - (7.3.6)

o que demonstra a desigualdade.

> 7.12 Demonstremos agora a desigualdade triangular (7.3.4):
la+vl* = (u+viutv)
(ulu) + (ufv) + (v|u) + {v|v)
= Jull® + (ulv) + (ulv) + ||v|?
[u]l* + 2Re (ulv) + [|v]|®
[l + 2| (afv)[ + [|v]?
lul|® + 2||u||||v]| + ||v||?, por Cauchy-Schwarz (7.3.5)
= (lull +Ivl)?

IN A

e portanto |[u+ v|| < |lu|| + ||v]|, como se pretendia.

> 7.13 Exemplos ... (i) . No espaco Euclideano IE", a norma de um vector
x = (x;) € R"™ é dada pelo teorema de Pitdgoras:

" 1/2
x|l = vx'x = <Z (171')2> (7.3.7)

i=1

(ii). No espago Unitdrio U™, a norma de um vector z = (z;) € C" é dada por:

n 1/2
|z|| = Vz'z = (Z |Zi|2> (7.3.8)

(iii). No espago Unitdrio CO([a b], €), munido do produto interno L?, dado por
(7.2.8): (flg) def f f(t)g(t) dt, a norma de uma fungio f € C°([a,b],C) é dada

por:
2
17 = VIR = (/ £t |2dt> (73.9)

Neste exemplo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz toma o aspecto:

1/2 1/2
t < ( / blf(t)l2dt> ( / b g<t>2dt> (7.3.10)

enquanto que a desigualdade triangular tem o aspecto seguinte:

1/2

b 1/2 b 1/2 b
</ |f(t)—|—g(t)|2dt> s(/ |f(t)|2dt> +(/ |g(t)|2dt> (7.3.11)
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7.4 Ortogonalidade

» 7.14 Definicao ... Seja (V,(])) um espago com um produto interno (Eu-
clideano se V ¢é real ou Hermitiano se V é complero). Dois vectores u,v € V
dizem-se ortogonais se:

(ujv) =0 (7.4.1)

» 7.15 Angulo nao orientado ... Suponhamos agora que (V, (|)) é um espago
real Euclideano. Dados dois vectores nao nulos u, v € V, deduzimos da desigual-
dade de Cauchy-Schwarz que:

1 ey <1 2

0 que permite definir o dngulo (ndo orientado) § = 6(u,v) € [0, 7], entre os
referidos vectores nao nulos u, v € V, como sendo o dnico 6 € [0, 7], tal que:

(ulv)
cosf = ——— € [-1,1] (7.4.3)
[[ullf|v]]
Portanto:
(ulv) = ||ul||v]| cos f(u, v) (7.4.4)

Como vimos antes, dois vectores u,v € V dizem-se ortogonais se (u|v) = 0.
Se ambos s@o nao nulos isto significa que o angulo 6(u, v) é igual a 7/2.

»> 7.16 Definicao [Ortogonal de um subconjunto] ... Seja (V, (|)) um espaco
com um produto interno (Fuclideano se V € real ou Hermitiano se V é complexo).
Se S é um subconjunto nao vazio de V, define-se o ortogonal de S como sendo o
subconjunto S+ de V constituido por todos os vectores que sido ortogonais a todos
os vectores de S:

1 def

S {ueV: (uls)=0, Vse S} (7.4.5)

Vamos verificar que S+ é um subespaco de V. De facto, se u,v € S+, entdo
(uls) =0 e (vls) =0, Vs € S e portanto (u+ v|s) = (u|s) + (v|s) =0, Vs € S,
ie., u+v e St Analogamente Au € S+, VA € Kk, se u € S*.

» 7.17 Hiperplanos vectoriais ... No espaco Euclideano IE", dado um vector
ndo nulo u € R™ — {0}, o conjunto dos vectores x € IE" que sdo ortogonais a u:

{xelE": x-u=0} (7.4.6)
formam um subespaco em IE", que se diz o hiperplano (vectorial) ortogonal
au. Se x = (x;) é um ponto genérico desse hiperplano, e se u = (u;), a equagao

x-u = 0, é equivalente a seguinte equagao cartesiana:

Z U;T; = UIL] + UsTo + - + UpTy, =0 (747)

(2

» 7.18 Hiperplanos afins em IE" ...
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No espaco Euclideano IE™, com a estrutura afim canénica, dado um ponto A e um
—

vector nao nulo u € R™ — {0}, o conjunto dos pontos P € IE" tais que AP = P— A

é ortogonal a u:

(PeE": AP u=0} (7.4.8)
diz o hiperplano (afim) ortogonal a u, que passa em A. Se OA = (a;), u = (w;)
— —
e se OP = (x;) é um ponto genérico desse hiperplano, a equagdo AP -u = 0, é
equivalente a:
OZ(O_)—O_>)'UZO_)'U—O_1)4'UZZUIL$¢—Zaiui
i i
e portanto a seguinte equagao cartesiana:
Z U;T; = ULT] + UTo + -+ + UpTy = C (7.4.9)
i
onde ¢ = (Tﬁl) U= .
> 7.19 Teorema [Pitagoras] ... Seja (V,(])) um espago com um produto in-

terno (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo), e u,v € V dois
vectores ortogonais. FEntao:

[u+v|? = [[ul* + [Iv]? (7.4.10)
Dem.:
[lu+vl> = (utvlu+v)
=l + [v]* + (ulv) + (viu)
= [luf®+[v]? (7.4.11)

7.5 Bases ortonormadas num espacgo vectorial com
produto interno

> 7.20 Definigao [Base ortonormada] ... Seja (V, (|)) um espago vectorial de
dimensdo n com um produto interno (Euclideano se V € real ou Hermitiano se V
é complexo).
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Uma base {ej,- - ,e,} diz-se uma base ortonormada para V se:
_ def 1 se i=j
(eilej) =0, = { 0 se idt] (7.5.1)
» 7.21 Proposicao ... Seja (V,(])) um espago vectorial de dimensao n com
um produto interno (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo) e
{e1, -+ ,en} uma base ortonormada para V. Entio v € V:

v = Z (vle;) e; (7.5.2)

IvI[* = Z |(v]es)|” (7.5.3)

Dem.: Caélculo directo.

7.6 Meétodo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

» 7.22 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt ...

Dada uma base qualquer {fy,---,f,}, para V, é possivel construir, a partir
dela, uma base ortogonal {ey,--- ,e,}, para V:

<ei|ej>zov 7’7&]
através do chamado processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, que
passamos a descrever:
[1.] Em primeiro lugar poémos:

e; = fl (761)

[2.]

Em segundo lugar, comegamos por calcular a chamada projeccao ortogonal de
f; sobre a recta gerada por f; = e;. Esta projeccao ortogonal, por estar na recta
gerada por f; = ej, vai ser um vector do tipo Aej, onde A € k é calculado pela
condigao de que (f; — Aejle;) = 0. Obtemos entao:

(f2]e1)

e
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Pomos agora es igual a:

(f2]e1)

€y — f2 - (762)

e
el '

[3.]

Em terceiro lugar, comecamos por calcular a chamada projecgao ortogonal de
f3 sobre o plano gerado por {fi,f3}, que é também o plano gerado por {ej,es}.
Esta projecgao ortogonal, por estar no plano gerado por {ej, ez}, vai ser um vector
do tipo Aej + nea, onde A, n € k sao calculados pela condigao de que (f5 — (e +
nez)le1) = 0 e (f3 — (Ae1 + nez)les) = 0. Fazendo os célculos, atendendo a que
e; 1 es, obtemos:

(fsle1) (f5le2)

>\ = 77 =
lex]| llez|?

Portanto a projecgao ortogonal de f5 sobre o plano gerado por {e1, es} é dada por:

(f3]e1) . (f3]e2)
e1]| ez

€2

Pomos agora eg igual a:

(fs]eq) (f3]e2)

— e — e 7.6.3
fer & Teol? (7.6:3)

93:f3

[k.] o processo decorre agora indutivamente: se supémos j& construidos os
vectores ortogonais {e1, ..., e}, de tal forma que:
span{ey,...,e;} = span{fy,... f;}

o vector epy; serd construido da seguinte forma - comecamos por calcular a
chamada projecgao ortogonal de ;. sobre o subespago gerado por {ey, ..., e }.
Esta projecgao ortogonal é dada por:

k

)
Y oE e
2 e

Pomos agora ey igual a:

L (fi1le:)
€ry+1 = fk+]_ - Z W €e; (764)
i=1 v

E claro que a base ortogonal assim obtida, pode ser transformada numa base
ortonormada, normalizando os vectores e;, isto é, dividindo cada um deles pela
respectiva norma.
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» 7.23 Polinémios de Legendre ... Consideremos o espago vectorial V con-
stituido por todas as fungoes polinomiais de grau < n, definidas no intervalo
[~1, 1], munido do produto interno L?:

(plg) = / p(t)q(t)dt

-1

Uma base para V é {1,t,t2,--- ,t"}. Quando aplicamos o processo de ortogo-
nalizagdo de Gram-Schmidt a esta base obtemos os chamados polinémios de
Legendre {g, 11,12, -+ ,¥n}. Vejamos como. Em primeiro lugar pémos:

Po(t) =1

Depois poémos:

P = t—@

12>
[ tat
= - =
12y 12 dt]f?
= t (7.6.5)
Em seguida:
(), ()
Yy = 7 — -
11112 112
1 1
Y - [, t3dt
- 1 1
[ e O (Y i
1
= -3 (7.6.6)

e procedendo da mesma forma:

s 3
vy = -t

6 3

= -2y =

Vs 7" T 35

(7.6.7)

Quando normalizamos estes polinémios obtemos os chamados polinémios de
Legendre normalizados {¢g, ¥1, 92, ", ¢n}:

1

‘Po—a

w—ét
LoV

(7.6.8)
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7.7 Decomposicao ortogonal.
Teorema da aproximacao 6ptima

> 7.24 Teorema [Decomposigdo ortogonal] ... Consideremos um espago vec-
torial com um produto interno (V,{|)) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se
V é complexo), e seja S um subespago de dimensao finita. Entao:

V=8SaSst (7.7.1)

isto €, qualquer vector v € V pode ser representado de maneira unica como uma
soma de dots vectores:

v=s+(v—s), ondes€S ev—seSt (7.7.2)
Além disso:
IvI* = lIsl* + [lv —s|? (7.7.3)
Dem.: Como S tem dimensao finita, existe uma base ortonormada {e1, ..., e, }

para S, onde m = dim S. Dado um vector qualquer v € V, definamos:

s S (ee (7.7.4)

m
=1

E claro que s € S. Por outro lado, como:
(v —slej) = (vle;) — (slej) = (v]e;) — (vle;) =0, j=1,....m

o que significa que v — s estd em S*. Obtemos portanto a decomposicio (7.7.2).

Mostremos agora que esta decomposicao é unica. Isto é equivalente a provar,
como j4 sabemos, que S N St = {0}. Suponhamos entdo que 0 # u € SN S+.
Entdo, por definicdo de S*, e como u € S*, u é ortogonal a todo o vector de S.
Em particular é ortogonal a si préprio, isto é, 0 = (uju) = ||ul|?, o que implica
que u = 0.

Finalmente (7.7.3) deduz-se do Teorema de Pitdgoras (ver o teorema 7.19).

» 7.25 Projectores ... Consideremos de novo um espago vectorial com um pro-
duto interno (V,(|)) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V ¢é complexo),
e suponhamos que S é um subespacgo de dimensao finita em V. Entao, como
VY =S @ S*, podemos ainda definir uma aplicacao linear:

Ps:V—V (7.7.5)

chamada a projecgao ortogonal sobre S da seguinte forma. Por definicao de
soma directa, todo o vector v € V admite uma decomposi¢cao tnica da forma:
v=s+(v—s),ondeseSev—secSt Pomos entio Ps(v) =s. E facil ver
que Pg verifica as propriedades seguintes:

e i mPg=S8
L] kerPs :SJ‘

e P2 =Pgs
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o [Ps(Il <lvll, vveV

e Se {e1, - ,e,} é uma base ortonormada para S, entdo:

Ps(v) =Y (v|ei)e; (7.7.6)

i=1

> 7.26 Exemplo [Projeccdo ortogonal sobre uma recta, em IE3]

Sejam a # 0 e x dois vectores em R®, com a ndo nulo. Entdo existe um tnico
vector u, na recta gerada por a, e um Uunico vector v, ortogonal a a, tais que
x = u+v. O vector u, notado por P,(x), diz-se a projecgao ortogonal de x
sobre a recta gerada por a, e é dado por:

Pa(x) a (7.7.7)

~ all?

A aplicagio P, : R? — R? definida por (7.7.7), é linear. Note que P2 = P,.
Por outro lado, se considerarmos um qualquer vector b # 0 ortogonal a a (i.e.:
a-b =0), vemos que P,(b) = 0 e portanto:

ker P, = span{b} = {bcR®*: b-.-a=0}=a"t

é o plano vectorial ortogonal a a.

» 7.27 Exemplo [Projecgdo ortogonal sobre um plano vectorial, em IE3]
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Consideremos um plano vectorial ortogonal a um vector n € R3 — {0} (se esse
plano é gerado por dois vectores u, v linearmente independentes, podemos tomar
n = u x v). Notemos esse plano por 7 = n*. Dado um vector x € R?, ao vector:

P,. =x—Py(x)
chamamos a projecgao ortogonal de x sobre o plano vectorial ortogonal a n.

De acordo com (7.7.7), temos que:

def xX-n

A aplicagio Pp1 : R* — R? definida por (7.7.8), é linear. Note que P2, =
P,.. Se x-n =0, ie., se x é ortogonal a n, entdo P, (x) = x, enquanto que,
por outro lado, P, 1 (n) = 0. Portanto vemos que:

kerP,. = span{n}

P, (x)=x vx € nt

> 7.28 Teorema [da aproximacao éptima] ... Consideremos um espago vec-
torial com um produto interno (V,(|)) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se
V é complexo), e seja S um subespago de dimensao finita. Dado um vector v € V,
a projec¢ao ortogonal de v sobre S:

s=Ps(v)eS
€ o vector de S que estd mais perto de v, isto é:
v —=Ps(¥)|| < [|[v—u], YuesS (7.7.9)

ellv—Ps(v)||=|lv—ul, comuecS seeséseu=Pg(v).

v

Dem.: Por (7.7.2), temos que v=s+(v—s),ondes =Pg(v) e Sev—s e St
Como Vu € S se tem:
v—u=(s—u)+(v—-s)
—_—— =
€S est

esta é a decomposicao ortogonal de v — u. Pelo teorema de Pitagoras:
v —ul* = fIs —ul® +[]v s> > v —s|*

sendo a igualdade valida sse ||s — ul|? = 0, isto é, sse s = u.
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> 7.29 Exemplo (Aproximacgao de fungdes continuas em [0, 2] por poli-
némios trigonométricos) ... Seja V = C°([0,27]; R) o espago das fungoes reais
continuas definidas em [0, 27|, munido do produto L?:

2m

(flg) = | f()g(t) dt

e S, o subespago de dimensdo 2n + 1 seguinte:

1 cos kt sin kt
Sn = spang {@O(t) =R par—1(t) = N par(t) = N k=1, 771}
(7.7.10)
As 2n + 1 fungdes {@o, ¥1," - , Yan—1, P2n}, chamadas polinémios trigono-

métricos, formam uma base ortonormada para S (mostrar isto?).

Se f € C°([0,27];R), representemos por F,(f) a projecgdo ortogonal de f
sobre S,,. De acordo com a férmula da projecgio ortogonal (7.7.6), temos que:

2n

Falf) = (flow) o (7.7.11)

k=0

onde: .
(flow) = ; f(t)pr(t) dt (7.7.12)

sao os chamados coeficientes de Fourier de f. Usando a definicao das fungoes
K, podemos escrever as férmulas anteriores na forma:

1 n
Fulf) = 540 + Z (ag coskt + by sinkt) (7.7.13)
k=1

onde os coeficientes de Fourier sdo dados por:

1 27
ar = — f(t) cosktdt
™ Jo
1 27T
by, = -— f(t)sinkt dt (7.7.14)
™ Jo
parak =0,1,2,...,n. O teorema da aproximagao éptima diz-nos que o polinémio

trigonométrico F,(f) € Sp, dado por (7.7.13), aproxima f melhor que qualquer
outro polinémio trigonométrico em S,,, no sentido em que || f — F,,(f)|| é o menor
possivel.

» 7.30 Exemplo Seja V = C°([—1,1];R) o espaco das fungoes reais continuas
definidas em [—1, 1], munido do produto L?:

1
(flg) = / I dr

2Usar as relagdes trigonométricas seguintes:
1
cosAcosB = 5 {cos(A — B) + cos(A+ B)}
1
sinAsinB = 5 {cos(A — B) — cos(A + B)}

1
sinAcosB = 5 {sin(A — B) +sin(A + B)}
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e S, o subespago de dimensao n + 1 gerado pelos polinémios de Legendre normal-
izados, introduzidos no exemplo 7.23:

Sn = SpanR {Qooa P1, 0 a@n} (7715)

E claro que S é o subespaco constituido por todas as fungoes polinomiais de grau
< n, definidas no intervalo [-1,1]. f € C°([-1,1];R), representemos por P, (f)
a projecgao ortogonal de f sobre S,. De acordo com a férmula da projeccao
ortogonal (7.7.6), temos que:

n

P.(f) =Y (flex)or,  onde (flok) =[1 F(t)or(t) dt (7.7.16)

k=0

que é o polindmio de grau < n, para o qual || f — P, (f)|| é o menor possivel. Por
exemplo, se f(t) = sinnt, os coeficientes (f|ok) sdo dados por:

1
Flow) = / sinmtu(r) d

Em particular, {f|¢o) =0 E.

vz \/52
e = [ \/;tsmwtdt_ 32

» 7.31 Exemplo ... Considere o espago vectorial Rs3[t] das func¢oes polinomiais
p(t), de grau < 3, de coeficientes reais, munido do produto interno:

+1
(®)la(t) = / p(t)a(t) dt

a.) Mostre que:

S ={p(t) € Rs[t] : p(t) =p(=t)}

é um subespaco vectorial. Calcule dim S e determine uma base ortonormada para
S.

b.) Calcule o polinémio de S que estd mais préximo do polinémio p(t) = t.

c.) Calcule o ortogonal de 7 = span{1} em Rs[t].

d.) Calcule o ntcleo e a imagem da aplicacao linear:

T: Rsit] — Rt
p(t) — Tp®)] =p"(t) —2tp'(t)

Resolugao ...
a.) Sep,q € S entdo (p+q)(t) = p(t) + a(t) = p(—t) + ¢(—t) = (p+ q)(-t) e
portanto p+¢q € S. Sep € S e XA € R entao (Ap)(t) = Ap(t) = Ap(—t) = Ap(—t) e

portanto Ap € S.
Se p(t) = a + bt + ct? + dt? € S entdo a + bt + ct? + dt® = p(t) = p(—t) =
a — bt + ct? — dt3, isto é, 2bt 4 2dt® = 0 e portanto b = d = 0. Logo:
S = {pt)=a+bt+ct? +dt* cR3[t]: b=d=0}
{p(t) =a+ct? €R3[t]: a,c€R}
= span{l,#*}
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e dim S = 2. Os polinémios p(t) =1 e ¢(t) = t? constituem uma base para S.
Uma base ortonormada obtem-se pelo processo de Gram-Schmidt. ||1]|? =
1 21 1 . . 2
Jo Lt =Tet? — 41 =2 — [1#2dt = 2 — 1/3. Além disso || — 1/3||" =

fol (t> —1/3)2dt = 4/45. Logo os polinémios 1 e (3v/5/2)(t> — 1/3) constituem
uma base ortonormada para S.

b.) Pelo teorema da aproximagao éptima esse polindmio é dado pela projeccao
ortogonal de ¢ sobre S:

Ps(t) = (1) 1+ (t(3V5/2)(t* — 1/3)) (3v5/2)(t* — 1/3)

/0 Lt + (45/4) (/0 112 = 1/3) dt) (2~ 1/3)
= 1/2+ (45/48)(t* — 1/3)

c.) Um polinémio p(t) = a+ bt + ct? + dt> € R3[t] estard em T+ sse ((a + bt +
ct? + dt?)|1) = 0 isto é, sse a + b/2 + ¢/3 + d/4 = 0. Portanto:
TE={p{t)=a+bt+ct> +dt* cR3[t]: a+b/2+¢/3+d/4=0}
que é um hiperplano em Rg][¢t].
d.) Um polinémio p(t) = a + bt + ct? + dt® € R3]t] estard em ker T sse:
0 = Tpt)] = p"t) - 2tp'(t)
= (a+bt+ct®> +dt*)" — 2t(a + bt + ct* + dt®)’
= (2c+ 6dt) — 2t(b+ 2ct + 3dt?)
= 2c+ (6d — 2b)t — 4ct? — 6dt?
donde 2¢ = 0,6d — 2b = 0,4c = 0,6d = 0, isto é, b = ¢ = d = 0. Portanto o

ker T é constitufdio pelos polinémios p(t) = a + bt + ct? + dt> € R3[t] tais que
b=c=d=0,isto é, kerT = {a: a € R} =span{l}.

im T é constitufdia pelos polinémios P(t) = A + Bt + Ct? + Dt® € R3[t] tais
que:
T(a+ bt + ct> + dt®) = A+ Bt + Ct*> + Dt*3
para algum polinémio p(t) = a+ bt + ct? + dt? € R3[t]. Como T[p(t)] = 2¢+ (6d —
2b)t — 4ct? — 6dt3, vem que:

2¢ + (6d — 2b)t — 4ct® — 6dt> = A+ Bt 4+ Ct*> 4+ Dt3

isto é:
2c = A - 2b + 6d = B
- 2b + 6d = B N 2c = A
— 4c = C — 6d = D
— 6d = D 0 = 24
e portanto im T = {P(t) = A+ Bt + Ct?> + Dt3 € R3[t] : 24+ C = 0}.
7.8 Aplicacoes. Minimos quadrados
» 7.32 Solugao dos minimos quadrados ... Seja:
Ax=Db (7.8.1)

um sistema de equacoes lineares, nao homogéneo, escrito em forma matricial. A
é uma matriz m X n, x € R® e b € R™ é um vector fixo.
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o>l

Uma “solucao” dos minimos quadrados do sistema (7.8.1) é, por definigao,
um vector X, que satisfaz:

|AX — b|| é minimo (7.8.2)

Interpretando A como a matriz de uma aplicagao linear A : R™ — R™, relativa-
mente as bases candnicas de cada um destes espacos, vemos que o significado de
uma “solugao” dos minimos quadrados é o seguinte:

é um vector X € R™ cuja imagem AX estd mais préxima de b.

> 7.33 Quando ker A = {0} a “solu¢do” X é tinica. Quando b € im 4, X é uma
solucdo exacta do sistema. Quando b ¢ im A, e ker A = {0} a “solugado” X é dada
por:

X=A""'P;, ,(b) (7.8.3)

Isto é, para calcular a “solu¢ao” dos minimos quadrados do sistema (7.8.1) procede-
se da seguinte forma:

1. Calcula-se a projecgao ortogonal y = P; ) ,(b) € im A, de b sobre a imagem
de A. Pelo teorema da aproximacao Optima, este serd o vector da imagem
de A, que melhor aproxima b.

2. Calcula-se X tal que:

\ AX =3 =P, ,(b) \ (7.8.4)

» 7.34 Exemplo ... Considere a aplicacdo linear A : R? — R3 definida por:

A(.’E,y) = ($+y,$—y,$)

a.) Calcule o ortogonal da imagem de A em R?, com a estrutura Euclideana
usual.

b.) Calcule a “solugdo”dos minimos quadrados do sistema:

z+y = 1
z—y = 1
x = 0

Calcule o erro associado a essa solucao e explique qual o seu significado geométrico
(da solugao e do seu erro).
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Resolugao ...

a.) A imagem de A é constituida por todos os vectores (X,Y,Z) € R3 tais
que:
(X7Y7Z) :A(x7y) = (x—f—y,x—y,x)

para algum vector (z,y) € R2. A questdo é pois: quais os vectores (X,Y,7) € R3
para os quais existe (z,y) tal que:

r+y = X
r—y =Y ?
z = Z

Resolvendo o sistema em ordem a x,y (com X,Y, Z como pardmetros), vem que:

x = Z
y = X—-Z2
0 = X+Y-2Z

Portanto a imagem de A é o plano X +Y —2Z = 0 em R3. O seu ortogonal é a
recta gerada pelo vector n = (1,1, —2).

b.) Por defini¢io (e pelo teorema da aproximagao 6ptima), a “solugdo”dos
minimos quadrados é a solu¢ao do sistema:

Ax = leA(b)

onde P, A (b) é a projecgao ortogonal do vector b = (1,1,0) sobre o plano imagem

de A: X+Y —-2Z=0.

Essa projeccao pode ser calculada pela seguinte férmula:

(1,1,0)-(1,1,-2)
”(1717_2)”2

(1,1,-2) = g( ,1,1)

Logo a solucao procurada é a solugao do sistema:

x+y = 2/3
x—y = 2/3
x = 2/3

que é:
x=2/3, y=0

O erro associado é, por definigdo, igual & distancia entre o ponto (1,1,0) e a
leA(b) 5
€= ”(17 170) - 5(17 L, 1)” = \/6/3

» 7.35 Exemplo ... Calcular a “solugdo”dos minimos quadrados do sistema:

T + 2y = 1
3r — y 4+ =z = 0
-r + 2y + 2z = -1 (7.8.5)
r — y — 2z = 2
2¢c + y - z = 2

e o erro correspondente.
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7.9 Meétodo dos minimos quadrados. Aproximacao de
dados por uma recta

» 7.36 Aproximacaode dados por uma recta pelo método dos minimos
quadrados

Suponhamos que se fazem n medi¢oes de uma certa grandeza y, em n instantes
t;, 1 =1,...,n, obtendo os resultados:

t t t SR I 7
L2108 " (7.9.1)
Yi | Y2 |Ys | = | Yn
Representemos os n pontos (¢;, y;) no plano em R%’y,e suponhamos que se pre-
tende calcular uma recta do tipo:
y=at+p (7.9.2)

que melhor ajuste esses dados.

3

Em que sentido deve ser entendido este “melhor” ajustamento?

Para cada t;, o erro e; entre o valor medido y; e o valor estimado a partir da
recta referida (supondo que ela estd ja calculada) é igual a:

gl:yl_(atl+6)a i:1a2a"'an

Podemos reunir estas equacoes numa tnica em forma matricial:

e=y— Ax (7.9.3)
onde:
€1 Y1 t1 1
[SP) Y2 to 1 a
E = . y = . y A = . y X =
. Y : . < ﬂ )
En Yn tn 1

€ é o chamado vector de erro e y o vector de dados. Os coeficientes a e 3, as
incognitas do problema, sao as componentes do vector x.

Se os dados se ajustassem exactamente, y; = at; + (3, os erros seriam todos
nulos ¢; = 0, e poderiamos resolver o sistema Ax = y. Por outras palavras, os
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dados estarao todos numa linha recta sse y € im A. Se eles nao forem colineares
entao devemos procurar a recta para a qual o erro total:

lel = (3 +---+€2)"?

seja minimo.
. . . « L
Em linguagem vectorial, procuramos pois o vector x = 3 que minimiza
a norma Euclideana do vector erro:
el = [Ax — |

que é exactamente a situacdo que caracteriza a procura da solugao dos minimos
quadrados para o sistema Ax =y, que foi explicada no ponto anterior.

» 7.37 Exemplo ... Calcular a recta de aproximacao dos minimos quadrados
para os dados seguintes:

L [0[1]3]6
v 2131712

(7.9.4)

Solugao: y = 12/7(1 + t).

7.10 Transformacgoes ortogonais e unitarias. Ex-
emplos

> 7.38 Definigao ... [Transformagdes ortogonais] ... Seja (V,(|)) um espago

Euclideano de dimensao n, isto é, um espago vectorial real com um produto

interno Euclideano. Um operador linear A : V — V diz-se uma transformacao
ortogonal de V, se A preserva o produto interno (|), i.e.:

(A(V)|A(W)) = (v]w) Yv,w eV (7.10.1)

Se A é a matriz de uma tal transformagio ortogonal, relativamente a uma
base ortonormada de V, entéo (7.10.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Av)! Aw =v'w vv,w eV

ou ainda:
viA AW = viw = viIw Yv,w eV

0 que significa que a matriz A é uma matriz ortogonal, isto é:
ATA =1 (7.10.2)
Note ainda que se A é uma matriz ortogonal entdao, uma vez que:
1 =detI=det(AA") = det Adet (A") = (det A)2, e detA€R
concluimos que det A = 41 e, em particular A é inversivel com:

A—l — At

O conjunto de todas as matrizes ortogonais n x n reais formam um subgrupo
de G{(n) = G{(n;R), que se diz o grupo ortogonal em dimensao n e nota-se por
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O(n). O conjunto de todas as matrizes ortogonais n x n reais, de determinante
1, formam um subgrupo de O(n), que se diz o grupo ortogonal especial em
dimensao n e nota-se por SO(n):

Om) = {AeM,([R): AA=T)
SO(n) = {AeM,R): A'A=I e detA=1} (7.10.3)

» 7.39 Definicao ... [Transformagdes unitarias] ... Seja (V,(|)) um espago
unitario de dimensao n, isto é, um espago vectorial complexo com um produto
interno Hermitiano. Um operador linear A : V — V diz-se uma transformacao
unitdria de V, se A preserva o produto interno hermitiano (|), i.e.:

(A(V)|A(w)) = (v]w) Vv, w eV (7.10.4)

Se A é a matriz de uma tal transformagdo unitéria, relativamente a uma
base ortonormada de V, ent@o (7.11.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Av)' Aw =v'w Vv,w eV

ou ainda:

vIAAW = viw = viIIw Vv,weV
0 que significa que a matriz A é uma matriz unitaria, isto é:

AA=1 (7.10.5)

Dada uma matriz A, define-se a respectiva matriz adjunta A', como sendo
a conjugada transposta de A:

At =4 (7.10.6)
Portanto A é unitéria sse:
AAT =1 (7.10.7)

Note ainda que, uma vez que:
det (AAT) = det (AZt) = det A det (Zt) = det Adet A = |det A

concluimos que, se A é unitdria, entdo |det A| = 1 e, em particular A é inversivel
com:

At = At

Note que agora det A € C.

O conjunto de todas as matrizes unitarias nxn complexas formam um subgrupo
de G¥4(n;C), que se diz o grupo unitirio em dimensdo n e nota-se por U(n).
O conjunto de todas as matrizes unitarias n x n complexas, de determinante 1,
formam um subgrupo de U(n), que se diz o grupo unitério especial em dimensao
n e nota-se por SU(n):

U(n) {AeM,(C): ATA=T1}
Su(n) = {AeM,(C): ATA=1 e detA=1} (7.10.8)
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7.11 Transformacdes unitdrias em C2. Os grupos

U2) e SU(2)

» 7.40 Uma aplicacdo linear A : €* — C? diz-se uma transformacao unitaria
de €2, se A preserva o produto interno hermitiano usual de €2, i.e.:

(A(2)|A(w)) = (z]w) Vz,w € C2 (7.11.1)

Se A é a matriz de uma tal transformagao unitéria, relativamente a base canénica
2 ~ . ..
de €7, entdo (7.11.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Az)' Aw = z'w Vz,w € €2
ou ainda:
LAt T — b T o 2
z’ A'AwW = z'w = z'Iw vz, w € C
0 que significa que a matriz A é uma matriz unitaria, i.e.:

AA=1 (7.11.2)

Recordemos que, dada uma matriz A, define-se a respectiva matriz adjunta Af,
como sendo a conjugada transposta de A:

Af =4

Portanto A é unitaria sse:
AAT =1 (7.11.3)

Note ainda que, uma vez que det (AAT) = det (AA") = det Adet (A') = det Adet A =
|det A|, concluimos que, se A é unitdria, entdo |det A] = 1 e, em particular A é
inversivel com A~! = Af.

> 7.41 O subgrupo de U(2) constituido por todas as transformagoes unitérias
de €2, que tém determinante 1 diz-se o grupo unitario especial e nota-se por
SU(2). Este grupo é isomorfo ao grupo das matrizes unitérias de determinante 1,
também notado por SU(2).

a f

v b ) é uma matriz em SU(2), de tal forma que
A7l = Af e det A = ad — By = 1. Temos entdo que:

e (2 (3D)

isto é: § = @ e v = —f3. Portanto SU(2) é o grupo das matrizes que sao da forma:

Suponhamos que A = (

| Ll
2|

A= < _% s ) e detA=|a?+|82=1 (7.11.4)

(o7

7.12 Exercicios

» Exercicio 7.1 ... Verifique quais das seguintes funcoes sao produtos inter-
nos Euclidianos em R? ou R? :

a) (u,v) = 2yl —zly? —22y' +32%y?, sabendo que u = (z!,2%), e v = (y!,3?).
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b) (u,v) = zly! + xly? — 22%y! + 32292, sabendo que u = (2!,2?), e v =

c) (u,v) = 62yt + 22%y?, sabendo que u = (z!,2?), e v = (y*,y?).

d) (u,v) = aly! + 32%y? + 423y>, sabendo que u = (z',2%,23), e v =

'y y)

e) (u,v) = zly! + 32%y? + 423y® — 2'y? — y'2?, sabendo que u = (z!, 2%, 2?),
ev=(y" %y’

» Exercicio 7.2 ... Calcule em cada caso (u,v) usando o produto interno

Euclidiano usual e o produto interno definido em 7.1-a). Depois, calcule ||ul| e
|v|| recorrendo também a cada um desses dois produtos internos.

a)u=(1,1), v=(-1,1);
b) u=(1,0), v=(1,2);
c)u=(2,1),v=(4,-1);

» Exercicio 7.3 ... Calcule em cada caso (u,v) usando o produto interno
euclidiano usual e o produto interno definido em 7.1-d). Depois, calcule ||uf| e ||v||
recorrendo também a cada um destes dois produtos internos.

a) u= (1, 1, 1), vV = (—17 1,2);
b) u= (1707 71)7 V= (3a 7172);
c)u=(0,0,1), v=(-1,4,6);

» Exercicio 7.4 ... Determine todos os valores reais de k para os quais (u, v)
é um produto interno Euclidiano em R? :

(u,v) = alyt — 3xty? — 32%y! + ka?y?

» Exercicio 7.5 ... Determine todos os valores reais de a, b, ¢, d para os quais
{u,v) é um produto interno Euclidiano em R? :

(u,v) = ar'y! + baly? + cx?y! + dx?y?

» Exercicio 7.6 ... Sejam, u = (z',2?) e v = (w!,w?) elementos de C2.

. ~ P . .. 2
Verifique que a fungdo que se segue é um produto interno Hermitiano em C~ :

fu,v) = 2twl + (1 +4) 2202 + (1 —i)22w! + 32202

Calcule a norma de v = (1 — 24,24 3¢) usando o produto interno Hermitiano usual
e depois o produto interno definido neste exercicio.

» Exercicio 7.7 ... Em cada caso, determine o cos do angulo 6 entre os vec-
toresuev:

a)u = (1,-3,2), v = (2,1,5) em R? usando o produto interno euclidiano
usual e o produto interno definido em 7.1-d).

b) u=2t -1, v=1t?em R (¢), usando o produto interno Euclidiano definido
no exercicio 7.14.
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» Exercicio 7.8 ... No espaco linear R (t) verifique se (f,g) é um produto
interno.

a) (f,9) = F(1)g(1)
9) = |fy Fg)dt
¢) (f.g) = [) f'(t)g'(t)dt

9= (s rwyae) (Jy gv)at)

» Exercicio 7.9 ... No espaco vectorial real das fungoes continuas em (—1, 1),
seja (f, 9) f f(#)g(t) dt. Considere as trés fungdes uq, uq, uz dadas por:

Ul( ):].7 Uz(t):t, U3(t):1+t

Mostre que duas delas sao ortogonais, duas fazem um angulo de % entre si e
as outras duas fazem um angulo de F entre si.

» Exercicio 7.10 ... Prove cada uma das afirmacoes das alineas seguintes e
interprete-as geométricamente no caso do produto interno usual em R? ou R3.

a) (x,y) =0 & [x+yl* = x| + |yl

b) (x,y) =0 [x+y|* =[x —y|*

c) (x,y) =0 < ||x+ cy| > ||x|| para todo o real c.
d) (x+y,x—y) =0 [x]| = [yl

» Exercicio 7.11 ... Calcule o 4ngulo que o vector (1,1,---,1) de R™ faz com
os vectores coordenados unitarios de R"™.

» Exercicio 7.12 ... Como se sabe, num espago Euclidiano real com produto

1
interno (x,y) fica definida ume norma por ||x|| = (x,x)? . Dé uma férmula para
obter o produto interno (x,y) a partir de normas de vectores apropriados.

» Exercicio 7.13 ... Seja V um espago linear real normado e designe-se a
norma de x € V por ||x||. Prove que se a norma se pode obter de um produto

interno na forma ||x|| = (x,y)2 entao:
2 2 2 2
Ix = ylI” + lx +ylI” = 2[x]" + 2]y

Esta identidade é conhecida por lei do paralelogramo. Verifique que corre-
sponde a afirmar que para um paralelogramo a soma dos quadrados dos compri-
mentos dos lados é igual & soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais.

» Exercicio 7.14 ... Considere o espaco vectorial real R(¢) no qual estd
definido o seguinte produto interno: (f,g) fo t)dt. Seja f(t) =t+ 2
e g(t) = t? — 2t — 3. Determine :

a) (f,9) b) || £l ¢) Um vector unitdrio com a direcgao de g.
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» Exercicio 7.15 ... Seja F um espago vectorial no qual estd definido um
produto escalar. Mostre que :
2 2 2 2 2
Ea\)QllquVII F llu=v|" = 2" +2]v| b) (w,v) = 7 [lu+v|" -
illu—vl
» Exercicio 7.16 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonor-

mada do subespaco de R3 gerado pelos seguintes vectores:
a) x; = (1,1,1), x2 = (1,0,1), x3 = (3,2,3).
b) x; = (1,1,1), xo = (—1,1,-1), x3 = (1,0,1).

» Exercicio 7.17 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonor-
mada do subespaco de R* gerado pelos seguintes vectores:

a) X1 = (1717030)7 X2 = (0717130), X3 = (0703131), X4 =
(1,0,0,1).

b) x; = (1,1,0,1), x2 = (1,0,2,1), x3 = (1,2,-2,1) .

» Exercicio 7.18 ... No espago vectorial real R (¢), com o produto interno

(x,y) = fol z(t)y(t) dt, mostre que as fungdes que se seguem formam uma base
ortonormada do subespaco por elas gerado:

() =1, p)=v32t-1),  yst)=5(6" -6t +1).

» Exercicio 7.19 ... Seja S um subespago de um espaco vectorial V. Mostre
que o S+ é o conjunto dos vectores ortogonais a todos os vectores de uma base de

S.

» Exercicio 7.20 ... Seja W o subespaco de R® gerado pelos vectores u =
(1,2,3,-1,2) e v = (2,4,7,2,—1). Determine uma base do complemento ortogonal
W de W.

» Exercicio 7.21 ...

» Exercicio 7.22 ... Considere o espago vectorial real Ro () no qual estd
definido o produto interno (f, g) = fol f(®)g(t) dt.
a) Determine uma base do subespago W ortogonal a h(t) = 2¢ + 1.
b) Aplique o método de ortogonalizacio de Gram-Schmidt & base (1,t,t2)
para obter uma base ortonormada (uq(t), uz(t), us(t)) de Ra (X).

» Exercicio 7.23 ... Seja V o espago linear das matrizes 2 x 2 de componentes
reais, com as operagoes usuais. Prove que fica definido um produto interno em V'

por:

<A, B> = a11b11 -+ a12b12 —+ a21b21 —+ a22b22 onde A = (al-j) e B= (b”) .

Calcule a matriz da forma <

(1),

a b . L .
, com a,b € R, mais préxima da matriz
b a
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» Exercicio 7.24 ... Considere o subespaco S de R? gerado pelos vectores
(1,0,0) e (0,1,0).
a) Verifique que fica definido em R? um produto interno por:
(z,y) = 271y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y2 + T3Y3, onde T = (71,72, 73) €
y = (y1.y2,3)-
b) Determine uma base ortonormal para o subespago S, com este produto

interno.

¢) Determine o elemento de S mais préximo do ponto (0, 0, 1),usando o produto
interno de a).

d) Calcule um vector diferente de zero e ortogonal a S usando o produto interno
de a).

» Exercicio 7.25 ... No espago vectorial real das fun(;ées continuas definidas
m (0,2), com o produto interno (f, g) fo ) dx, seja f(z) = exp(x).
Mostre que, o polinémio constante g, mais pr0X1mo de fég= §(exp(2) - 1).
Calcule |lg — f]|>.

» Exercicio 7.26 ... Usando os produtos internos usuais em R? e R3 | calcule
em cada caso a projecgao ortogonal Py (v), de v sobre a recta gerada pr u:

a) u=(1,1), v=(2,3);

b) u=(4,3), v=(0,1);
¢) u=(1,1,1) , v=(1,-1,0);
d) u=(1,0,0), v=(0,1,2).

» Exercicio 7.27 ... Determine as projecgbes ortogonais seguintes:

b) v =2t — 1, w = t? sobre R; (¢) usando o produto interno L2.



