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Resolucao do exame de Algebra Linear e Geometria Analitica I
Licenciaturas em Matematica, Fisica e Astronomia
29 de Janeiro de 2010 Duragao... 3h00m (sem tolerancia)
O exame ¢ constituido por 4 folhas. Deve ser resolvido nessas folhas, podendo utilizar
o seu verso. Exige-se boa apresentagao da prova e justificacao clara dos célculos efectuados.
Nao é permitido o uso de maquinas de calcular.
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Exercicio 1 ...

Considere os subconjuntos seguintes dos espacos vectoriais indi-

cados:
A = {(z.y)eR?*: 22+ =1} CR?
B = {peR[X]: graudep =3} C R[]
C = {{zsy)eR*:izt+ty=0vy=2*}CR?
D = {{z,y.2)eR*: 2+y=0A2=-1}CR®

Qual on quais sio subespacos vectoriais?
apenas B e D nenhum
apenas C' e D apenas A

A n&o é porque é vazio; B ndo é porque ndo contem o polinémio nulo; C néo é porque, por exemplo, (2,4) € C
mas —1(2,4) = (—2,—4) ¢ C; D nao é porque nao contem o vector nulo.
Resposta certa: nenhum

Resolucao:

Exercicio 2 ...
Considere a aplicacio linear A : R? — R2? definida por:
Afzr,y) = (—5r + 12y, —4r + 9y)

e as afirmacdes seguintes:

. . N . f —5 12
[A]. a matriz de A relativamente & base candnica de R? & ( i 9 )
[B]. os valores praprios de A sio 1 e 3.
[C]. 4{2.1),(3,2)} & uma base constituida por vectores praoprios
de A.
[D]. A é diagonalizdvel.

Indique qual a afirmacio correcta:

todas sio falsas apenas A é verdadeira
apenas B e D sio verdadeiras| |todas sdo verdadeiras



Resolucao:
A(1,0) = (=5. —4) e A(0,1) = (12,9) e portanto a matriz de A relativamente & base canénica de R? ¢é

( :i 152) ) A equagdo caracteristica é:

p(\) = ( _512 971§ > =0 .. (-5=XN)O-AN)+48=0 ... A=1VvAr=3
A(2,1) = (2,1) = 1(2,1) e A(3,2) = (9,6) = 3(3,2) o que significa que (1,2) é vector préprio associado ao
valor préprio A =1 e (3,2) é vector préprio associado ao valor préprio A = 3.
A ¢é diagonalizdvel porque a matriz de A na base {(2,1),(3,2)} é ( (1) g )

Resposta certa: todas sao verdadeiras.

Exercicio 3 ...
Considere a aplicacio linear A : B? — E? definida por:

Afr,y) = (2r —y, —62 + 3y)

e as afirmagdes seguintes:
A imA=span{(1,—-3)}. B.detA#0

C. kerA={0}. D. A é injectiva
Indique qual a afirmacio correcta:
I:l todas sdo verdadeiras I:Itu)u:las sio falsas
I:l apenas B é falsa I:lapenas A é verdadeira
Resolugao:
. . . , . , 2 -
A matriz de A relativamente & base canénica de IR® é _6 e portanto det A =6 — 6 = 0.

A(z,y) = 2z —y,—6x + 3y) = 2(2,—6) + y(—1,3) = im A = span{(2, —6),(—1,3)} = span{(1,—3)}, uma

vez que (2,—6) = 2(1,-3).
ker A = {(z,y) € R* : A(z,y) = (22 — y, —6z + 3y) = (0,0)} = span{(1,2)} e daf que ker A # {0} e portanto

A nao ¢ injectiva.
Resposta certa: apenas A é verdadeira.

Exercicio 4 ...
Considere o EV Euclideano R[z] com o produto interno L

1
'::I’|G:f'=f plz)g(z)de
0

O polinémio de Ry [z] mais préximo de 2 &

HESE [d-3r+22 [Ji+e HEESE:

Resolucao:
Pelo teorema da aproximacio éptima o polinémio de IRy [z] mais préximo de 22 é a projeccio ortogonal p = p(z)

de x? sobre R;[z]. Como {1,z} é uma base para IRi[z], essa projeccao ortogonal é da forma p = p(z) = a + bz
onde a e b sdo calculados pela condigao de que x? — p(x) é simultdneamente ortogonal a 1 e a x, isto é:

1 1
1 b 1 b
0:<x2—(a—|—bx)\l>=/ (z?—a—br)dr=-—a—~= A O=(x2—(a—|—bx)|x):/ (xQ—a—bx)xdx:f—g—f
0 3 2 0 4 2 3
) % —a—-% = 0 1 . - 2
Resolvendo o sistema ¢ ¢, g — 0 obtem-se a = —&,b =1 e portanto a projeccao ortogonal de x= sobre



1

Resposta certa: z — 5.

Exercicio 5 ... Detalhar os cédlculos que efectuou para responder ao exercicio 2.

Resolugao ...
Ver atras.

Exercicio 6 ... Considere a transformacéo linear A : R*> — R® dada por:
Aw,y) = (x+y,20+3y,2—y),  (v,y) € R’
Em IR? considera-se o produto escalar usual.

a.) Calcule uma base ortogonal para a imagem de A: im A C R3.

b.) Calcule a projeccio ortogonal do vector v = (—1,1,0) € IR* sobre a imagem de A. Calcule a distancia de
v aim A.

c.) Calcule a solu¢do dos minimos quadrados do sistema:

T4y = -1
2043y = 1
T—y = 0

Resolugao ...
a.) Como:

a imagem de A ¢ o plano de R3 gerado pelos vectores f; = (1,2,1),f> = (1,3, —1), que constituem uma base desse
plano por serem linearmente independentes. Ortogonalizando essa base pelo processo de Gram-Schmidt, vem que:

e =1 = (132a1)

fy e

(1,3,-1)-(1,2,1)
— 7261 —
[[e1]]

11,2, 1)[1?

er = (1,3,-1) — (1,2,1) = (0,1,-2)

b.) A projecgao ortogonal do vector v = (—1,1,0) € IR? sobre a imagem de A é dada pela férmula da projeccio
usando a base ortogonal da alinea anterior:

Ve V- €y

: V)= e €2
ima(v) = gTe T g2

P

Fazendo os cdlculos (verificar) obtemos:
1 8 7
leA(v) = <6a Ea 30>

c.) Por defini¢ao (e pelo teorema da aproximagao éptima), a “solugdo” dos minimos quadrados é a solugao do
sistema:
Ax =Pjp A(b)

onde P; A (b) é a projeccao ortogonal do vector v .= (—1,1,0) sobre o plano imagem de A. Logo a solucao

procurada é a solugao do sistema:



x+y = 1/6
2+ 3y = 8/15
x—y = =7/30

Resta fazer os célculos. O erro associado ¢, por definicao, igual & distancia entre o ponto (—1,1,0) e a Py, 4 (b):

Exercicio 7 ... Seja (V, (, )) um espago vectorial com produto interno e T : ¥V — V um operador auto-adjunto.

Mostrar que se u e v sao dois vectores préoprios de T, associados respectivamente aos valores proprios distintos A
e 7, entao u e v sao ortogonais.

Resolugao ...

Por hipétese, S(v) = Av e S(w) = nw. Sabemos que \,n € R. Temos entdo sucessivamente que:
AvIw) = (Avlw) = (Sv|w) = (v[Sw) = (v|nw) =7 {v|w) = (v|w)

o que implica que (A — n) (v|w) = 0, e portanto (v|w) = 0, j& que X # n.

Exercicio 8 ... Seja V um espaco vectorial real de dimensao finita e T : ¥V — V um operador linear. Mostrar
que se u e v sao dois vectores préprios de T, linearmente independentes, associados ao mesmo valor préprio r € IR,
entdo (A — 7)? divide o polinémio caracteristico p(A\) de T, isto é, p(A\) = (A — r)2g(\) para algum polinémio gq.

Resolugao ...
Como u e v sdo linearmente independentes podemos (teorema da base incompleta) completd-los a uma base
{u,v,v3,---,vp,} de V. Como T'(u) =rue T(v) =rv, a matriz de T relativamente a essa base é do tipo:
r0 AL .. AL
0 r A2 ... A2
00 A3 ... A
0 0 Ay .- An
e o polinémio caracteristico sera:
— 1 DY 1
r—A 0 Ag Ag r A2 A2
0 r—A Aj e A 3 4
0 0 A3 — )\ Ag 0 AB -A An 2
p(\) = det 5=A n = (r—A)det : . : . = (r=A)%q(A)
0 0 AR AT ) 0 Ag o A=A

0 que prova o que se pretende.



