ALGA I

_Ficha de trabalho 2
Resolucao de exercicios apenas em R?

Os exercicios a seguir propostos sao resolvidos por métodos que sao facilmente
generalizdveis a situagdes mais abstractas, que surgirdo a partir do médulo 3. Af os
sistemas que aparecem poderao ter mais equacoes e mais incégnitas, é claro! Mas,
do ponto de vista conceptual, nao sao muito mais complicadas - quem compreender
as resolucoes propostas nesta ficha, facilmente compreendera as situagoes mais
gerais futuras.

Se detectarem erros de cdlculo (ou outros) avisem-me.

ATENCAO ... TODOS OS SISTEMAS TEM QUE SER

RESOLVIDOS PELO METODO DE REDUCAO DE
GAUSS.

» Exercicio 1 ... Verificar se os vectores u = (1,—-2,1),v = (2,1, -1),w =
(7,—4,1) € R® sdo linearmente independentes.

Calcular o subespaco de R® gerado por esses trés vectores e uma base para esse
subespaco.

Res... Pretende-se averiguar se:
AM+npv+yw=0 — A=n=~v=0

A equagdo vectorial Au + nv + yw = 0 conduz ao sistema:

Ad+2n+7y = 0
—2X+n—-4y = 0
A=n+~v = 0

que resolvemos pelo método de Gauss:

o

A+2n+ Ty A+2n+Ty =

0
A4y = 0 o 50410y = 0 @{A””i;” = 8
A=n+vy = 0 —3p—6y = 0 ey =
A= =3t
A solugao geral ¢ ¢ n = -2t , t € IR. Os vectores u,v e w sdo pois linear-
vy o= t

mente dependentes.

O subespaco de IR® gerado pelos vectores u, v e w é, por definicéo, constituido
por todas as combinagoes lineares de u,v e w. Portanto um vector x = (z,y, 2)
pertence a esse subespaco se existirem escalares a, b, ¢ € IR tais que:

X =au+ bv +cw

Por outras palavras, o sistema:

a+2b+7c = «x
—2a+b—4c = vy
a—b+c = =z



nas incégnitas a,b e ¢ tem que ter solugdo. Quais os (z,y,z) para os quais esse
sistema tem solucao? Para responder a isto, resolvemos o sistema pelo método de
Gauss, em ordem a a,b e c:

a+2b+7¢c = «=x a+2b+7c = T
—2a+b—4c = y & 50+ 10c = 2x+y
a—b+c = =z —-3b—6¢c = —x+z
a+2b+7c = T
& b+2¢c = (2z+vy)/5
0 = z+3y+52

Concluindo: para que o esse sistema tenha solucdo, (z,y, z) tem que satisfazer a
relacao linear = + 3y + 5z = 0. Isto é, o subespaco de IR® gerado pelos vectores
u,v e w é o plano vectorial cuja equacao cartesiana é z 4+ 3y + 5z = 0.

Uma base para este plano é, por exemplo, constituida pelos vectores a =
(=5,0,1) e b= (-3,1,0).

» Exercicio 2 ... Considere a aplicacio linear F : R® — R?® definida por
F($7yaz) = (9C+2y,y— Z,$+2Z)

a. Calcule o nicleo ker F e a imagem imF, definido-os por equacdes cartesianas
e identificando-os geométricamente.

b. Calcule bases para o nicleo ker F e para a imagem imF, respectivamente.

c. Calcule a matriz que representa F relativamente o base

% =1{(1,0,1),(0,1,-2), (2, -1, —1)}

d. Calcule a imagem F(v), onde v = (1,—1,2), usando a matriz calculada na
alinea anterior.

Res...
a.
r + 2y =0 r = =2t
kerF:{(x,y,z): y — z =0 = y = t JER}
T + 2Z = O VA = t

que é a recta gerada por (—2,1,1).

imF = span{F(1,0,0),F(0,1,0),F(0,0,1)}
span{(1,0,1),(2,1,0),(0,-1,2)}
= {(z,y,2): (2,9,2) =a(1,0,1) +b(2,1,0) +¢(0, -1,2)}

Dai que:
a + 2b = =z a + 2b = x
b — ¢ =y = b — ¢ = Y
a 4+ 2¢c = =z 0 = —z4+2y+=z

e portanto im F' é o plano de equagao cartesiana —x + 2y + z = 0.



b. Uma base para ker F ¢, por exemplo, constituida pelo vector (—2,1,1).

Uma base para imF é, por exemplo, constituida pelos vectores (0,1,—2) e
(1,0,1).

c.
F(1,0,1) = (1,-1,3) = a(1,0,1)+5b(0,1,—-2) +¢(2,-1,-1)
F(0,1,-2) = (2,3,—-4) = d(1,0,1)4¢(0,1,-2) + f(2,—1,—1)
F(2,-1,-1) = (0,0,4) = ¢(1,0,1) + h(0,1,-2) + k(2,-1,-1)
donde:

a d g

(F)gg— b e h

c f k

d. v=(1,-1,2) = «(1,0,1) + 8(0,1, —2) + v(2, -1, —1), donde:
(F(v)z = (F)zs(v)s

isto é:

F(v)z =

o o8
~ 0
> Q
=2 @0

Falta fazer os calculos, que sao imediatos....

» Exercicio 3 ... Considere a aplicacdo linear:

T: R — R}
(x,y,2) +— T(z,y,2) = (42,2 + 2y + 2,22 + 4y — 22)

a. Calcular a matriz de T relativamente & base candnica de R>. Calcular o
nicleo e a imagem de T.

b. Calcular os valores proprios de T e, se possivel, uma base de IR® constituida
por vectores proprios de T. Calcule a matriz de T relativamente a esta nova base.

c. Usando os resultados das alineas anteriores, calcule T3(0,0,—4), onde T3 =
ToToT.

Res...

a. A matriz de T relativamente & base canénica de IR? é

0 0 4
T=11 2 1
2 4 =2

Por definicao

ker T = {(x,y,2) € R®: T(x,y,2) = (42,2 + 2y + 2,2z + 4y — 22) = (0,0,0)}



0 que conduz aos sistema:

4z = 0 z =0
r+2y+2z = 0 & z+2y = 0
2v4+4y—22z = 0 2r+4y = 0
R r = =2t
@{erQy -0 ® z i (7)5 telR

isto é
ker T = {t(=2,1,0) : t € R®*} = span{(—2,1,0)}

que é a recta de IR? gerada por (=2,1,0) e de equagoes cartesianas = + 2y = 0 e
z=0.

A imagem de T é gerada por

T(e1) =(0,1,2), T(e2) = (0,2,4), T(e3) = (4,1, -2)

isto é:
mT = span{(0,1,2),(0,2,4),(4,1,—2)}
= {(xayﬂz) EIRB : (m,y,z):a(0,1,2)—|—b(0,2,4)—|—c(4,1,—2), a,b,cEIR}
Portanto:
e = = a+2b+c =y
a+2b+c = y = ... = dc = 2y—=z
20 +4b—2¢c = =z 0 = z—-2y+=z
isto é, im T é o plano « — 2y + z = 0 em IR>.
b. A equacao caracteristica é
—-A 0 4
det (T — Ad) = det 12— I | =-X+16A=0
2 4 —2-)
cujas raizes sao A = —4,0, +4. Pela forma habitual, descrita no curso, calculam-se
0S espagos proprios:
E(T;—-4) = span{(1,0,-1)}
E(T7O) = Span{(_27 1,0)}
E(T;—4) = span{(1,1,1)}

e os vectores {e; = (1,0,—1),es = (—2,1,0),e3 = (1,1,1)} constituem uma base
(porqué?) # de vectores préprios de T que é, por isso, diagonalizdvel. Nesta base
a matriz de T é (T)g = diag(—4,0,4).

c. Calculando as componentes do vector (0,0, —4) na base de vectores préprios
de T, calculada anteriormente, vem que:

(0,0,—4) = a(1,0,—1) + b(—2,1,0) + ¢(1,1,1) = (a — 2b+ ¢, b+ ¢,—a + ¢)

donde se deduz que a = —1,b = 1,¢ = —1. Portanto:

T3(0,0,—4) = —T3(1,0,—1)+T3(-2,1,0) — T3(1,1,1)
= _(_4)3(17()’ _1) + 03(_27 1a0) - 43(17 17 1)
= (0,—64,—128)



» Exercicio 4 ... Considere o espaco vectorial R®, munido do produto interno
FEuclideano usual.

a. Calcule a férmula, em coordenadas relativas & base candnica de IR?, para a
simetria (ou reflexao) ortogonal S, relativa ao plano:

m={(z,y,2) eR®: 2z —y—22=0}

Calcule os valores préprios de S e indique uma base que diagonalize S.
b. Calcule o simétrico do ponto P = (—2,5,0) relativo ao plano .
c. Calcule o nicleo e a imagem de S.

d. Calcule a distincia entre o ponto A = (—2,—1,4) e o plano .

Res...

a. Como se deduziu nas aulas,

(x[n)

S(x) =x—2Pu(x) =x—2 e

onde n = (2,—1,—2) é um vector perpendicular ao plano 7. Portanto:

<(J),y, Z)|(2a _17 _2)>
9
20 —y — 2z

S(z,y,2) = (x,y,2)—2 (2,-1,-2)

(x,y,2) — 2 (2,-1,-2) = ...

b. Substituir (z,y,2) = (—2,5,0) na férmula anterior e fazer os célculos para
obter S(—2,5,0) = (2,3, —4).

c. kerS = {0} e imS = R®.

d. aplicar a férmula dada nas aulas :

d(A %) = [[Pa(x)] = ]

(x|n) nH _ o)

[n[? ]|
—

onde x = OA. Portanto:

|<(*2a 71,4)'(27 717 —
3

d(A, ) = D) 13

» Exercicio 5 ...

a. Calcule a interseccio dos planos o e 3, em IR3, onde o € o plano perpen-
dicular a n = (1,—2,3) e que passa no ponto A = (—1,2,1), e B € o plano gerado
pelos vectores u = (0,1,—1) ev = (—1,0,1), e que passa no ponto B = (2,—1,0).

b. Calcule as equagdes paramétricas da recta ¢ que passa no ponto P =
(2,—1,—1) e é perpendicular ao plano « da alinea anterior.

c. Calcule o ponto de intersec¢ao da recta £ com o plano a da alinea anterior,
e ainda a distancia de P a a.



Res...
—
a. Se x = (z,¥,2) € a, entdao (x — OA) -n =0, isto é:
((@,9,2) = (-1,2,1)) - (1,-2,3) =0, = (z+1)-2(y—-2)+3(x—1)=0
= x—2y+3z=-2

Se x = (x,y,2) € B, entdo x — OB = au + bv, para certos escalares a,b € IR.
Portanto (z — 2,y + 1,2) = a(0,1,—1) + b(—1,0, 1) e dai que:

b = -2 a = y+1
a = y+1 = -b = r—2
—a + b = z 0 = z4+y+z—-1

isto é, x +y + z = 1 é a equacao cartesiana de 3. A interseccdo de v com [ é
constituida pelos x = (x,y, z) € IR? tais que:

x = —5t/3
T — 2y + 3z = -2

= 2t 1
{x+y+21:> Z:t/i”

que é a equacdo paramétrica da recta gerada por (—5/3,2/3,1) e que passa no
ponto C' = (0,1,0).

~ 4 . 7
b. Se x = (x,y, 2) € £, entdo (x — OP) = tn, isto é:

r = t+2
((x7y,z)—(2,—1,—l)) :t(17_273)7 = y = —2t—-1, teR
z = 3t—-1

c. O ponto de intersec¢ao de £ com a, por ser de ¢ serd da forma (¢t + 2, —2t —
1,3t — 1) e por ser de « terd de verificar a equacao de a, x — 2y + 3z = —2.
Portanto:

(t+2)—2(-2t—1)+3(3t—1)=-2 = t=-3/14
O ponto de intersecgdo tem coordenadas 1/14 (25, —8, —23).
A distancia de P a « é dada por ||(2,—1,—1) — 1/14 (25, -8, —23) ||.

» Exercicio 6 ... Considere a aplicacio linear F : R® — R® definida por:

F(z,y,2) = (x —y,22 + 3y + 22,2 + y + 22)

a. Calcule os valores proprios de F.
b. Calcule bases para cada um dos espacos proprios de F.

c. Diga, justificando, se F € ou nao diagonalizdvel.

Res...
a. Seja A a matriz de F relativamente & base canénica de IR®. Vem entéo que:
1—A -1 0

det (A — \Id) = det 2 3-)\ 2
1 1 2-X

=1-N)[B=N2=-XN-2]+[22=-)N) —2]
—(1-N)2-XB-\=0



e os valores préprios de Fsao A=1,A=2e A = 3.
b). Célculos de rotina

c¢). F é diagonalizdvel por ter 3 valores préprios distintos e estar definida em
IR3, que tem dimensio 3 (este é o conteido de um teorema que serd provado num
capitulo posterior).

» Exercicio 7 ... Considere o operador linear A : IR® — R® definido por:

A(x,y7z)=(—y+22,—y, —1’—|—y—32’), (x,y,z) GIR‘S

a. Calcule os valores préprios de A e, se possivel, uma base de R? constituida
por vectores proprios de A. A € diagonalizdvel? Justifique.

b. Considere o produto escalar Euclideano usual em IR®. Calcule o adjunto de
A.

Res...

a. A matriz de A, relativamente & base canénica ¢ = {i, j, k} é:

0o -1 2

0 -1 0
-1 1 =3

Os valores proprios calculam-se pela equagao caracteristica:

—-A -1 2
det 0 —-1-2X 0 = (=1=X[(-3=N(=N)+2]
-1 1 -3-A
= (=1=XMBX+X*+2)=0
cujas raizes sao A = —1 (com multiplicidade 2) e A = —2.
Célculo dos vectores préprios associados a A = —1:
1 -1 2 T 0 r = s—2r
0 0 0 Y =10 S z—y+22=0 Yy = s
-1 1 =2 z 0 z = T
Portanto:
E(A;-1) = {(s—2rs,7): s,r € R}
{s(1,1,0) + r(-2,0,1) : s,7 € R}
IR<(17 1a 0)5 (72a Oa 1)>
Célculo dos vectores préprios associados a A = —2:
2 -1 2 T 0 r = —1
0 1 0 Y =( 0 coox+z=0ey=0 .. y =
-1 1 -1 z 0 z = 1
Portanto:

E(A;—-2) = {(=t,0,t) : t € R} = {t(—1,0,1) : t € R} = IR((—1,0,1))



Conclusao: A é diagonalizdvel e uma base de vectores préprios é
B = {(11 ]-7 0)7 (_27 07 1)7 (_17 07 1)}
Nesta base (A)z = diag(—1, -1, —2).
b. O adjunto de A define-se através da equacao

(A*xly) = (x|Ay), Vx,y € R?

A matriz de A*, relativamente a uma base ortonormada %, é a transposta da
matriz (A). Portanto, tomando com % a base canénica:

t

0 -1 2 0 0 2
(A=A = 0 -1 0 = -1 -1 1
-1 1 -3 -1 0 -3

A*(z,y,2)=(22,—x —y+ 2,—x — 32)

» Exercicio 8 ... Considere a simetria S : R® — IR? relativamente ao plano
m:x—y+2z=0. Calcule, em forma vectorial, uma férmula para o simétrico de
um ponto P = (z,y,2) € R*. Calcule o simétrico do ponto (1,0, —1).

Res...

Como se viu no curso:

X-n
S(x) = x—2 n
[m[?
(Ivyvz) i (1? —1, 1)
= (m,y,z)—Q (L_Ll)
11, =1, 1)
= (xayvz)_Q%yH(L_lal)
1

= g(Jc—|—2y—22,2x+y+22,—2x+2y+z) (0.0.1)



