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9.1 Operadores auto-adjuntos (simétricos e her-

mitianos)

» 9.1 Como ja vimos numa seccao anterior, se L : V — ) é um operador linear
num espago vectorial de dimensao finita, entdo a representacdo matricial de L

varia com a escolha da base numa classe de conjugacao de matrizes:

Esta possibilidade de variar a representacao matricial de L, variando a base,

¢~ %P = [Lg—[Llgp = P [LsP| (9.1.1)

conduz-nos naturalmente ao seguinte problema:
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Como escolher a base de V de tal forma que a representagao
matricial de L seja o mais “simples” possivel? Mais formal-
mente - se [L]x é a representagao matricial de L numa certa
base %, como seleccionar na classe de conjugacao de L:

{[Ll¢p = P [L]¢ P: PcGln)}

o representante mais “simples” possivel ?

» 9.2 Suponhamos agora que V é um espaco vectorial com um produto interno
(]) (como sempre, Euclideano se V é real, ou Hermitiano, se V for complexo). E
claro que nestes espagos, a classe de todas as bases ortonormadas desempenha um
papel central.

» 9.3 Suponhamos que % e % = €'P sdo duas bases ortonormadas em V. Entio
a matriz P é:

e uma matriz ortogonal, P € O(n), se V é Euclideano.

e uma matriz unitdria, P € U(n), se V é Hermitiano.

De facto, se € = {e;} e € = {€;}, com (e;|e;) = 0;; e analogamente (€/|e;) =
d¢k, entao, como:

/éi =€y I:)f

vem que (supondo que V é Hermitiano):
b6i; = (eile))
= (ecPflex P)
= PfPf(edek)
= PPFoy

= D2 PP
k
= (PPF = PP=Id (9.1.2)

o que mostra que P é unitdria: PTP = Id. No caso Euclideano, a demonstracéo é
andloga e, neste caso, P é ortogonal: P*P = Id.

» 9.4 Portanto, quando V é um espago vectorial com um produto interno, a
pergunta anterior deve ser reformulada da seguinte forma:

Como escolher a base ortonormada de V de tal forma que a
representacao matricial de L seja o mais “simples” possivel?
Mais formalmente - se [L]¢ é a representagao matricial de L
numa certa base ortonormada %, como seleccionar na classe
de conjugacao de [L]¢:

{[Llgp =P '[LlgP: Pelln)}

o representante mais “simples” possivel? (no caso Eu-
clideano, U(n) sera substituido por O(n), é claro!)
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» 9.5 Definicao ... Seja (V,(|)) um espago com um produto interno (Fuclideano
se V € real, ou Hermitiano, se V for complexo). Um operador linear S : V — V,
diz-se auto-adjunto se S satisfaz a condigao:

[(S(v)|w) = (v[S(w)) Vv,wEeV] (9.1.3)

No caso Euclideano S diz-se um operador simétrico, enquanto que no caso
Hermitiano, S diz-se um operador Hermitiano.

» 9.6 Teorema ... A matriz S = [S%] de um operador auto-adjunto S : V —
V, num espago com um produto interno (V,(|)), relativamente a uma base
ortonormada & = {ey,eq, - ,e,} deV, é:

e uma matriz simétrica, S = S*, no caso Euclideano.

e uma matriz Hermitiana, S = ST, no caso Hermitiano®.

Dem.: De facto (no caso Hermitiano), se S(e;) = Sj’-“ek, entao:
(eilS(e;)) = (eilSFex) = SF (eilex) = SFou = 5
enquanto que, por outro lado, atendendo a (9.1.3):

(ei]S(e;)) = (S(ei)le;) = SF (exle;) = SFor; = 57 = (S")!

? J

Portanto S* = S, ou ainda ST = 5. O caso Euclideano é anslogo.

» 9.7 Teorema ... SejaS:V — V, um operador auto-adjunto num espag¢o com
um produto interno (V,(|)). Entao:

e Se S tem um wvalor prdprio, esse valor préprio € real.

e Suponhamos que v e W sao vectores proprios, pertencentes respectivamente
aos valores proprios distintos A\ e n, de S. Entdo v e w sao ortogonais:
(vlw) =0.

Dem.:

1. Seja v € ¥V — {0}, um vector préprio pertencente ao valor préprio A:
S(v)=Av (9.1.4)
Usando o produto interno (| ), podemos exprimir o valor préprio A, na forma:

= V) (9.1.5)

vl

ISe U(€) é uma curva de matrizes unitérias, tais que:
U(0) = 1Id, e U'(0) =iH
entao:
U)iU(e)=1d = U'(0)!4+0U'(0)=0 = iH'—iH=0 = H'=H

isto é, H é Hermitiana
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onde v é um vector préprio pertencente ao valor préprio A. De facto:
S(v)=Av = (Sv|v) = (\wv|v) = X||v|)?
o que implica (9.1.5), j& que v # 0. Portanto se S é auto-adjunto temos que:

L S0V _ ISt 5

vl v

isto é A € R.

2. Por hipétese, S(v) = Av e S(w) = nw. Por 1. sabemos ja que A\, € R.
Temos entao sucessivamente que (no caso Hermitiano):

AvIw) = (Av|w) = (Sv|w) = (v[Sw) = (v[pw) =7 (v|w) =71 (v|w)

o que implica que (A —n) (v|lw) = 0, e portanto (v|w) = 0, j4 que A # n. O caso
Euclideano é andlogo.

9.2 Teorema espectral
para operadores auto-adjuntos

» 9.8 Notemos que um operador linear real pode nao ter valores préprios reais
(por exemplo, uma rotacdo em R?). No entanto, é possivel provar que todo o
operador auto-adjunto tem pelo menos um valor préprio que, pela proposigao
anterior, é real.

O facto de maior interesse sobre operadores auto-adjuntos em espagos com
produto interno de dimensao finita, é que eles podem ser diagonalizados por con-
jugagdo pelo grupo ortogonal O(n) (no caso Euclideano, isto é, quando S é oper-
ador simétrico) ou pelo grupo unitério U(n) (no caso Hermitiano, isto é, quando
S é operador Hermitiano). Mais precisamente, é valido o seguinte teorema funda-
mental.

> 9.9 Teorema ... [Teorema espectral para operadores auto-adjuntos em
espagos com produto interno de dimensao finita] ...

Seja S 1V — V, um operador auto-adjunto num espago com produto interno
WV, {|)), de dimensao finita n.

Entao existe uma base ortonormada {uj,us,---,u,}, para V, consti-
tuida por vectores proprios de S.

A matriz de S nessa base € portanto a matriz diagonal diag(A, A2, -+, A\n),
onde A\ € o valor préprio correspondente ao vector prdprio ug, para (k=1,--- ,n).

Dem.: A demonstragao far-se-a por indugao sobre a dimensao n. Se n = 1,
o resultado é trivial. Suponhamos que ele é vélido, para todo o espago vectorial
com produto interno, com dim < n — 1.

Como se referiu acima, S admite sempre um valor préprio (real) A;. Sejau; # 0
um vector préprio pertencente ao valor préprio A;: S(u;) = A u;. Podemos supér
que |jui]] = 1. Seja S o subespago ortogonal a uy, de tal forma que:

V=Ru &S (9.2.1)
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Entao S deixa S invariante: S(S) C S (porqué?). Além disso, S é um espago
vectorial com um produto interno, de dimensao n —1, e S|g é auto-adjunto. Resta
aplicar a hipétese de indugao para concluir a prova.

» 9.10 Exemplo ... Seja S o operador simétrico em R?, cuja matriz na base
canénica de R3 é (a matriz simétrica):

1 0 0
S=10 1 2
0 2 1

A equacao caracteristica é:
p(t) =det (S —tId) = 0 1—-t 2 =0

isto é:
(1-t)(1-t)*-4]=0
Os valores proprios de S, sao portanto ¢t = 1, —1, 3. Calculemos uma base ortonor-

mada de vectores proprios. Para isso substituimos sucessivamente ¢ por 1,—1 e 3,
na equagao matricial seguinte:

1—-t 0 0 2! 0
0 1—-t 2 22 =10
0 21—t x3 0

Resolvendo os correspondentes sistemas de equagoes, e tendo o cuidado de nor-
malizar os vectores préprios para que eles tenham norma 1, obtemos a base
seguinte:

1
u = 0 pertencente ao valor préprio A =1
0
1 0
uw = — 1 pertencente ao valor préprio A = —1
V2 \ 4
1 0
u = — | 1 pertencente ao valor préprio A = 3
V2 \ 4

Designando por ¢ = [i j k] a base canénica de R® e por = [u; uy u), a
base constituida pelos vectores préoprios de S, atras calculados, e pondo:

B=%P
vemos que a matriz P (que é ortogonal - (P~ = P! - como vimos), é dada por:
1 0 0
re(0 & %
Podemos verificar directamente que:
1 0 0

PSP=| 0 -1 0
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9.3 Diagonalizacao de formas quadraticas reais

» 9.11 Suponhamos agora que V é um espago vectorial real de dimensao n, com
um produto interno Euclideano (|}, e que:

6:VxV—R (9.3.1)

é uma forma bilinear simétrica em V. A forma quadratica associada a 3 é, por
definigao, a fungao @ = Q3 : V — R dada por:

Q(v) = B(v,v), vey (9.3.2)

> 9.12 Seja ¥ = {e1, - ,e,} uma base para V. Por defini¢do, a matriz de
Gram de 3 na base %, é a matriz simétrica [3]¢ = [8;;], dada por:

61‘]‘ d:ef ﬁ(ei,ej), Z,j = 1,...,7’7, (933)
Se v = z'e;, entdo:
Q) = Q'e)
d:ef Q(‘rlv"' 71,?1)

= B(z'e;, v'e;)
= ) Byt
ij
= VL8« Ve, em notagao matricial ~ (9.3.4)

» 9.13 Se mudarmos a base %, para uma nova base % P:
€ — ¢P
sabemos ja que as coordenadas de um vector v mudam de acordo com a férmula:

€ —CP = [vlgp =P '[v]g

Qual é a matriz de Gram de § na base ¥ P?
Por um lado:
Q) = WNglflelvle
= (P[Vl¢r)' [Bl¢PlVler
V% p P [Blw PVlgp (9.3.5)
e, por outro lado:
Q(v) = VgplBlep[vler

Comparando as duas expressoes, concluimos que:

(€ — %P  —  [fler=P'[BleP | (9.3.6)

» 9.14 A forma bilinear simétrica 3, podemos associar um operador simétrico
S=8z:V —V, tal que:

B(u,v) = (S(u)|v), Yu,v €V (9.3.7)
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De facto, se u € V, a férmula (9.3.7) define S(u) como sendo o tnico vector de V
tal que (S(u)|v) = B(u,v), Vv € V. Nao ha ambiguidade nesta defini¢do uma vez
que o produto interno (|) é ndo degenerado. Além disso:

(S(u)lv) = B(u,v) = B(v,u) = (S(v)|u) = (ulS(v))
e portanto S é um operador simétrico.

E facil ver que a matriz de S, relativamente & base %, é a matriz de Gram
[Bl¢. Pelo teorema espectral da secgdo anterior, podemos encontrar uma base
ortonormada B = €P = {uy, -+ ,u,}, de V, constituida por vectores préprios de
S, e relativamente & qual a matriz de S é a matriz diagonal:

[Blep = D =diag[A1 A2 -+ A\
onde Ay é o valor préprio correspondente ao vector préprio ug, para (k =1,...,n).
> 9.15 Atendendo a (9.3.6), vemos que:

Qv) = WNgplBlerlvler
= [vlkpdiag[hi Ao -+ A][V]ep (9.3.8)

Pondo v = z'e; = y/u,, isto é:

V]e = [«], Vier =[]
concluimos que:
Qlv) = Q'e)
def Qz!,...,z")
= [VIglBlelvle
= Q(yju])
Q)
= [V]%P [Blepvler
= [vlgpdiaghi A2 oo A][V]gr

= > N0 (9.3.9)

Portanto, a forma quadrética associada a 3, que nas z-coordenadas (relativa-
mente & base €) foi escrita na forma (ver (9.3.4)):

Qzt,...,2") = Z bij v’
ij

escreve-se agora, nas y-coordenadas (relativamente & base B = € P, que diagonal-
iza S), na forma:

Q(ylv s 7yn) = Z Ai (yz)Q

» 9.16 Exemplo ... Continuando o exemplo da secgao anterior, consideremos a
forma quadratica associada ao endomorfismo simétrico ai referido:

1 0 0 z!
gzt 2? 2%) = [or 2® 2*][ 0 1 2 x?
0 21 3

= (@) + (2H? + (23)? + 42%2?
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1
Y
Se designamos por | y? as coordenadas de um vector v, na base B, entao, se
Y3
T
as coordenadas desse mesmo vector, na base %, sao x2 |, vem que:
T3
" i 100
To =P | v |, onde p=[0 7z 2
1 1
€T3 Y3 0 2 2
isto é:
sl o= !
1 1
2 2 3
= —=y+—=
2’ TR
1 1
23 = 4 3

e nas novas coordenadas (y*), ¢ escreve-se na forma:
a(y' v %) = (¥1)? = (¥7)* +3(y°)?

como alids pode ser verificado directamente.

» 9.17 Definicdo ... Uma forma quadrética em R?, Q(x) = Sx - x, diz-se:

e definida positiva, se Q(x) > 0, Vx # 0.
e definida negativa, se Q(x) <0, Vx # 0.

e indefinida, se @ toma valores positivos e negativos.

A proposigao seguinte é consequéncia imediata da possibilidade de reduzir uma
forma quadratica a forma diagonal.

» 9.18 Teorema ... Uma forma quadrdtica em R?, Q(x) = Sx - x, é:

e definida positiva, se todos os valores préprios de S sao estritamente posi-
tivos.

e definida negativa, se todos os valores préprios de S sao estritamente neg-
ativos.

e indefinida, se os valores proprios de S sao alguns positivos e alguns nega-
tivos (eventualmente nulos).

9.4 Propriedades extremais dos valores proprios

Vamos ver que os valores préprios de um operador simétrico em IR", podem ser
obtidos considerando um certo problema de minimo acerca da forma quadratica
associada.

Para ja um lema preparatorio:
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» 9.19 Lema ... Seja S : R™ — R™ um operador simétrico em R™, para o qual a
forma quadrdtica associada Q(x) = Sx - x € nao negativa:

Q(x)=Sx-x>0, Vx
Se para um certo vector u:
Qu)=Su-u=0
entao Su = 0.
Dem.: Sejax =u-+th,ondet € R eh €IR" sdo arbitrdrios. Entéo:
Q(u+th) = S(u+th):(u+th)

= Su-u+t¢Su-h+Sh-u)+*Sh-h

= t(Su-h+h-Su)+t*Sh-h (porqué?)

= t(Su-h+h-Su)+t*Sh-h (porqué?)

= 2tSu-h+t*Sh-h (porqué?)
Portanto:

2tSu-h+t?Sh-h >0, Wt

o que implica que Su - h, Vh e portanto Su = 0. |

No teorema que se segue, representamos por S a esfera unitaria em R"™:

s ©f eRr x| =1}

» 9.20 Teorema ... Seja S : R" — R"™ um operador simétrico em R™, e Q :
R™ — R a forma quadrdtica associada a S, definida por Q(x) = Sx - x.

Entao a restricao de QQ a esfera unitdria S, assume o seu valor minimo A1 num
certo ponto uy dessa esfera. Além disso:

A1 € valor préprio de S e uy € um vector proprio associado.

Dem.: Como a esfera unitaria S é limitada e fechada, existe um ponto u; € S
onde a restrigao de @) a S assume o seu valor minimo, digamos Ay:

Qu)) =X, e Qx)>A,VxeS
Como x - x = 1 podemos escrever a desigualdade na forma:
Sx-x>Ax-x, onde x-x=1
Mas esta desigualdade é valida qualquer que seja x (porqué?). Portanto:
(Sx —A1x)- x>0, vVxeR" (94.1)
e, em particular, para x = uy:
(Su; — A\uy)-u; =0 (9.4.2)

Isto significa que o operador S — A1 Id satisfaz as condi¢oes do lema anterior e, por
isso:
Sll1 — )\1 u; = 0
isto é:
SU1 = )\1111
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Para calcular o proximo vector préprio Ay consideramos a restricao de S ao
hiperplano ortogonal a u;. Esta restricao é um operador simétrico ao qual podemos
aplicar o mesmo argumento - o valor préprio Ay é o valor minimo de S| . restrito

1

A esfera unitdria de ui. Um vector préprio associado é um ponto desta esfera

onde S toma o valor minimo As. E claro que Ay < A e que uy L u;. Procedendo
sucessivamente desta forma obtemos o seguinte teorema.

> 9.21 Teorema ... A base ortonormada {uyus...u,}, de R, constituida por
vectores prdprios de S (S(ug) = Apug, k = 1,...,n), e relativamente a qual a
matriz de S € a matriz diagonal:

D= diag()\l, )\2, ceny )\n)

pode ser escolhida de tal forma que, para cada k = 1,....,n, A\ = Q(ug) é o valor
minimo de Q, restrita a esfera unitdria no subespaco de R™, perpendicular aos
vectores Uy, 0o, ..., Ug_1.

9.5 Operadores comutativos

» 9.22 Lema ... Suponhamos que S e T sao dois operadores num ev V de di-
mensao finita, que comutam, isto é:

ST =T8S

Seja A um valor préprio de S e E(N\) o correspondente espago proprio. Entdo o
operador T deiza invariante E(N), isto é:

T(EN) C E(N) (9.5.1)

Dem.:

Seja v € £(N), de tal forma que Sv = Av. Pretende-se mostrar que Tv € E(A).
De facto:
STv=TSv=T(M\v)=ATv = Tve&\)

» 9.23 Coroldrio ... Se S e T sdo dois operadores comutativos (ST = TS) num
ev complexo de dimensao finita, entdo S e T tém um vector proprio comum.

» 9.24 Teorema ... Suponhamos que S e T sdo dois operadores auto-adjuntos
num ev Hermitiano V de dimensdo finita.

Entao existe uma base ortogonal que diagonaliza simultaneamente os dois oper-
adores S e T se e so se eles sao comutativos, isto é, ST = TS.

Dem.: Se ST = TS entao, pelo corolario anterior, S e T tém um vector
préprio u; comum:
Su; = \ug e Tu; = nuy

Considere agora o ortogonal uj-, as restricoes de S e T a esse ortogonal e repita
0 argumento.

O reciproco é ébvio.
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9.6 Exercicios

» Exercicio 9.1 ... Em cada uma das alineas que se seguem, determine:
I) Uma matriz simétrica A que represente a forma quadratica que se segue;
IT) Os valores préprios de A;

IIT) Uma base ortonormal de vectores préprios;

IV) Uma matriz ortogonal diagonalizante C;

V) Diagonalize a forma quadrética.

a) q(z1,72) = 422 + 4179 + 73;

b) q(z1,72) = T172;

c) q(xy,w2) = 2% + 22119 — 13;

d) q(xy1,10) = 3422 — 24x129 + 4123;

_ 2 .

(1,2, 23) = ] + 2122 + ToT3 + T123;
_ 2 2 2 .

(21,2, 3) = 207 + x5 — =5 + 4r123;

g) q(x1, 22, 73) = 373 + 4179 + 47973 + 87173 + 373



