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8.1 Conjugacao

» 8.1 Mudanga de base ... Suponhamos que V é um espago vectorial e que:

%:(el ey .- en)

é uma base qualquer, escrita como um vector-linha com entradas vectoriais e;. Se
v € V é um vector qualquer em V, designemos por v* as suas componentes na base

%, isto é:

v = E v'e;
i

v
02
= (e e en )| .
,U.n
= C|v]e
Suponhamos agora que mudamos de base:

119

(8.1.1)

(8.1.2)
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que escrevemos na forma matricial seguinte:

Pl Py P,
Pf P3 Py
( /él 62 /én ) = ( e eo €, ) . . (813)
PTL P27L P”’;L
ou muito simplesmente: R
€ =%P
Se 7' sao as componentes do mesmo vector v na base ‘g, isto €, se:
v = Z ’L)A’L/éz
= v, (8.1.4)
entao vem que: N
Clvle =v = (f[v]%ﬁ =G P[v]ep
donde se conclui que:
€ —CP = [Vlgp =P '[v]g (8.1.5)

» 8.2 Suponhamos agora que L : V — V é um operador linear, cuja matriz
relativamente & base € = {e1,eq, - ,e,}, para V, é:

Ll = L] (8.1.6)

Recorde que isto significa que:

L(e;) =Y Lie;
J

Portanto, se v = €[v]y € V, isto é, se o vector das coordenadas de v, relati-
vamente a base C é:

[Vl =

entao: _ _ o o
L(v) = L(v’e;) = v'L(e;) = ¢/ (L;ei) = (L;-vj)ei

isto é, o vector das coordenadas de L(v), relativamente a base %, é obtido multi-
plicando a matriz [L]¢ pelo vector-coluna [v]e:

[Lv]e = [L%[v]e (8.1.7)
» 8.3 Conjugagao ... Suponhamos agora que escolhemos uma nova base para
V:
€ =%€P

Como muda a representagao matricial de L? Isto é, se a
matriz de L nesta nova base é L}, como é que esta matriz se

relaciona com a matriz L}?
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Para responder a esta questao, consideremos um vector arbitrario v € V. Pode-
mos entao escrever:

v=%]g =(CP)Vler = [Viep=P '[Vlg
Portanto:

e por um lado:

L(v) = €[L(vV)}¢ = €[Ll¢ v} (8.1.8)
e ¢, por outro lado:
L(v) = (¢P)[L(v)lepr
= (¢P)[Llgprlvlep
(¢ P)[LlgpP [v]s (8.1.9)

Comparando (8.1.8) com (8.1.9), vem que:
%[Ll¢[Vle = (¢P)[LlgpP ' [Vle = [Ll¢[vle = P[LlxpP~'[vls
e como esta igualdade é vélida Vv, temos que:

[Ll¢p = P~ [L]¢P (8.1.10)

Concluindo:

Se L : V — V é um operador linear num espaco vectori-
al de dimensao finita, entao a representagcao matricial de L
varia, com a escolha da base, numa classe de conjugagao de
matrizes:

¢ — ¢P = Ligp = P '[P (8.1.11)

» 8.4 Esta possibilidade de variar a representagao matricial de L, variando a
base, conduz-nos naturalmente ao seguinte problema:

Como escolher a base de V de tal forma que a representagao
matricial de L seja o mais “simples” possivel? Mais formal-
mente - se L = [L]¢ é a representacdo matricial de L numa
certa base C, como seleccionar na classe de conjugacao de L:

{P'LP: PcGin)}
o representante mais “simples” possivel?

» 8.5 Uma solugao intuitiva para este problema consiste, grosso modo, em de-
compoOr o espago vectorial V em “blocos simples” onde a accao de L seja facil de
descrever. Os conceitos que intervém nesta discussao sao os seguintes:

e subespacos invariantes, em particular, subespacos préprios (e valores proprios
associados)
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e decomposi¢ao de V como soma directa de subespagos invariantes

e estrutura da restricao de L a cada subespaco invariante
Vamos de seguida discutir estes conceitos e posteriormente, no capitulo 8, va-
mos dar uma solu¢ao do problema anterior para uma classe muito importante de

operadores - a classe de operadores hermiticos em espagos unitérios (em particular,
os operadores simétricos em espagos Euclideanos).

8.2 Subespacos invariantes

» 8.6 Definigao ... Seja V um espago vectorial e L : V — V um operador linear.
Um subespago S C V diz-se um subespacgo invariante do operador L se:

L(S)cs (8.2.1)
Um subespaco invariante de dimensao um diz-se um subespago préprio do op-

erador L.

» 8.7 Teorema ... Seja V um espaco vectorial e L 1V — V um operador linear.
Entio V, {0}, ker L e im L sdo subespagos invariantes do operador L.

Dem.: Basta aplicar directamente as definigoes.

» 8.8 Teorema ... Seja V um espago vectorial de dimensao finitan, eL :V — V
um operador linear.

1. Suponhamos que S € um subespago invariante de dimensao k < n. FEntdo
existe uma representacdao matricial de L da forma:

L— ( o ) (8.2.2)

onde A é uma matriz k X k, B uma matriz k X (n — k) e D uma matriz

(n—k)x (n—k).

2. Suponhamos que S e T sao subespagos invariantes de dimensdo k e n — k,
respectivamente, tais que:

V=SoT

Entao existe uma representacdo matricial de L da forma:

L= ( o ) (8.2.3)

onde A é uma matriz k X k e D uma matriz (n — k) x (n — k).

Dem.: 1. Seja {ej,...,e;} uma base para S, e completemos essa base a
uma base {ej,..., e, €t11,...,e,} de V (isto é possivel, pelo teorema da base
incompleta). E claro que o subespago 7 = span{ejy1,...,€e,} nao é, em geral,

um subespaco invariante de L, embora V = S @ 7. De qualquer forma, podemos
sempre por:
k j ,
Lie;) = Yi, Alej+Y 0 11 Cles i=1,...k
L(ea) - Zj:l Bg‘ej“i’ZZ:k_,’_l Dgeg, a:k+1,...,n
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Mas como, por hipdtese, L(S) C S, temos que C’f =0, Vi, 3, e portanto a repre-
sentacao matricial de L, na base indicada, é:

Al BJ
L‘(o D§>

2. Anélogo.

8.3 Valores e vectores préprios de um operador
linear. Operadores diagonalizaveis

» 8.9 Suponhamos que § C V é um subespaco préprio do operador L, isto é, S
é um subespaco invariante de dimensao um. Como dimS =1, § é gerado por um
qualquer dos seus vectores ndo nulos. Suponhamos que v € S —{0}. Entéo, como
dim S = 1, tem-se que:

L(v)=Av (8.3.1)

para algum escalar A € k.

» 8.10 Definigoes ... )\ € k diz-se um valor préprio de L se existir um vector
nao nulo v # 0, em V, tal que:
L(v)= v (8.3.2)

Neste caso, v diz-se um vector préprio pertencente ao valor préprio A. Ao
subespago gerado por todos os vectores préprios, associados ao valor proprio A,
chama-se o espago préprio de L, associado ao valor préprio A e nota-se
usualmente por &r,(\), ou simplesmente por £(\). Portanto:

tN=a0) ¥ vev: LE)=av) (8.3.3)

A dimensao dim & (M) chama-se a multiplicidade geométrica do valor préprio
A. O valor préprio A diz-se degenerado quando dim E(\) > 2.

> 8.11 Teorema ... Suponhamos que u,v € V — {0} sdo vectores prdprios per-
tencentes respectivamente aos valores proprios distintos \,n € k, de um operador
linear L :'V — V. Entdao u e v sao linearmente independentes.

Dem.: De facto, se por exemplo v = ru, para algum r € k — {0}, entdo viria
que:
nru=nv =L(v) =L(ru) = rL(u) = r Au

e portanto:
r(A—nu=0

o que implica, uma vez que A # n e r # 0, que u = 0, o que é absurdo.

»> 8.12 Definicao [Operador diagonalizavel] ... Um operador linear L : V —
V diz-se diagonalizavel se qualquer das seguintes condigoes equivalentes se veri-
fica:
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e Existe uma base de V, relativamente a qual a matriz de L é uma matriz
diagonal.

e V decompoe-se numa soma directa de subespacgos préprios (subespacos in-
variantes de dimensdo um) de L.

8.4 Calculo de valores e vectores proprios

» 8.13 Suponhamos que A € k é um valor préprio do operador L : V — V e que
E(N) é espago préprio associado. Como jé vimos, a restricao de L a £(\) é uma
homotetia de razao A\ (eventualmente X pode ser 0), isto é:

L(v)=Av Vv e E(N)

Em particular, se A = 0 é valor préprio de L, isto significa que o ntcleo de L:
ker L = £(0)

nao se reduz ao vector nulo 0, e portanto L é ndo inversivel (por outras palavras,
L é singular), ou de forma equivalente, det L = 0.

Quando A # 0, dizer que A é valor préprio de L, é equivalente a dizer que 0 é
valor proprio de L — A1d, o que, pelo pardgrafo anterior, é equivalente a dizer que
L — A\ 1d ¢ singular, ou ainda que:

det (L — AId) = 0 (8.4.1)

» 8.14 Definigao ... O polinémio:

| p(t) = det (L — ¢t1d) (8.4.2)

diz-se o polinémio caracteristico de L.

Portanto as raizes em Ik da chamada equagao caracteristica de L:

|p(t) = det (L — t1d) = 0 (8.4.3)

(se existirem), sdo exactamente os valores préprios de L em k.

» 8.15 Para calcular o polinémio caracteristico de L, usamos uma representagao
matricial qualquer L do operador L, e pémos p(t) = det (L — ¢tId). Note que o
polinémio caracteristico nao depende da representagao matricial de L. De facto,
qualquer outra representacdo matricial de L, é do tipo PLP~!, onde P é uma
matriz inversivel, e tem-se que:

det (PLP™' —tld) = det(PLP™' —tPP™ ') =det (P(L—tId)P")
det (L — tId) = p(t)

> 8.16 Exemplo [Célculo de valores préprios| ... Calcule os valores e vec-
tores préprios (reais) do operador linear A : R? — R2, cuja matriz na base canénica

de R? ¢
3 4
=5 5)
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A equagao caracteristica de A é:

p(t) = det(A—tId)
3—t 4
= det ( 4 34 )
= t?-25=0 (8.4.4)
cujas raizes reais (os valores préprios reais de A) sdo A1 =5 e Ay = —5.

s . I .
Para calcular os vectores péprios x = ( N ), pertencentes ao valor préprio
2

)

A =5, devemos resolver o sistema:
3—5 4 I o
4 -3-5 T2 o

22! + 422 =0
4zl — 822 =0

isto é:

cuja solugao geral é:
1
{ x2 = 2s sER

Portanto os vectores pdprios de A, pertencentes ao valor préprio A\; = 5, sao da

forma:
s( ? > seR - {0}

Por outras palavras, o espago préprio £(5) é:

-1}

Procedendo da mesma forma relativamente ao outro valor préprio Ao = —5,
podemos calcular que os vectores pdprios de A, pertencentes ao valor préprio

Ao = —5, sao da forma:
1
s ( 9 ) s e R—{0}

. 2 1
Note que neste exemplo os vectores préprios u; = ( 1 ) e uy = ( 9 >

formam uma base # = {u;,uy} de R? relativamente & qual a matriz de A é

diagonal:
5 0

portanto A é um operador diagonalizavel.

> 8.17 Exemplo [Célculo de valores préprios] ... Calcule os valores e vec-

tores préprios (reais) do operador linear A : R? — R3, cuja matriz na base canénica
de R3 é:

1 00
A= -5 2 0
2 37
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A equagao caracteristica de A é:

p(t) = det(A—tId)
1-1¢ 0 0
= det -5 2-t 0
2 3 7T—t
= (1-)2-t)(7—t)=0 (8.4.5)

cujas raizes reais (os valores préprios reais de A) sdo Ay =1, Ao =2 e A3 = 7. Para

Z1
calcular os vectores péprios x = r9 |, pertencentes ao valor proprio \s = 2,
Zs3
devemos resolver o sistema:
1-2 0 0 1 0
-5 2-2 0 o | =1 0
2 3 7T—2 T3 0
isto é:
—zt = 0
—5z! = 0
2¢' +322 4523 = 0
cuja solugao geral é:
2t = 0
22 = f%s seR
2 = s

Portanto os vectores péprios de A, pertencentes ao valor proprio Ao = 2, sao da
forma:
0
s| —

1

seR—{0}

wlot

Procedendo da mesma forma relativamente aos outros valores proprios a; = 1 e
az = 7, podemos calcular os correspondentes vectores poprios.

Notas ...

1. Note que o polinémio caracteristico p(t) = det (L — ¢tId), de um operador
linear L : R3 — R3, é sempre um polinémio do 3.° grau, do tipo:

p(t) =t +bt> +ct+d bc,d € R

e por isso admite sempre uma raiz real A € R (eventualmente nula). Se
A # 0, concluimos portanto que, neste caso, existe sempre um subespaco
préprio invariante £(\) € R?, de dimensdo superior ou igual a 1.

2. Todo o operador linear L : R®* — R? tem quando muito 3 valores préprios
distintos. Se L tem exactamente 3 valores préprios distintos, entéo os corre-
spondentes vectores préprios formam uma base de R3, e a matriz de L nessa
base, é uma matriz diagonal cujas entradas da diagonal principal, sao esses
valores préprios.
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8.5 Sistemas dinamicos lineares discretos

» 8.18 Um sistema dinamico linear discreto é um sistema recursivo do tipo:

| x(k+ 1) = Ax(k) | (8.5.1)
onde A é uma matriz n X n, e
x:IN, — R"
é uma funcdo que a cada ”instante de tempo” discreto k = 0,1, 2, ..., associa um

vector (ou um ponto) x(k) em R™.

A equagédo (8.5.1) indica pois a lei de evolugao do sistema: conhecido o valor
inicial do sistema:

x(0) =x, (8.5.2)

os valores nos instantes seguintes sao calculados sucessivamente através de:

x(1) = Ax,

x(2) = Ax(1)=A%x,
x(3) = Ax(2) = A’x,
x(k) : Ax(k—1) = A*x,

(8.5.3)

» 8.19 Quando a matriz A de evolugao é diagonalizavel, o calculo explicito da
evolugao através da equagao (8.5.3):

x(k) = A*x(0) (8.5.4)

torna-se particularmente simples.

De facto, suponhamos que # = [vy vy -+ v,] é uma base de R" constituida
por vectores préprios (ndo necessariamente distintos) da matriz A.:

AV]‘ = )\jVj, ] = 1, 2, N (855)
Se ¥ =e1 ex --- e,]éabase candnica de R, pémos, como habitualmente:
B=FP = xg=x¢p=P 'x¢ (8.5.6)

Portanto, pondo x¢ (k) = x(k) em (8.5.4), vem que:

xz(k) = P 'xeg(k)
= P7'A*x4(0)
= P 'A*Px4(0)
= (P'AP)*x4(0)
= (diag(A1, A2, -es An))"x2(0)
= diag(\}, A5, ., AF) x5(0) (8.5.7)
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Isto é, a i-componente de x(k) na base B, que diagonaliza A, é obtida muito
simplesmente multiplicando a poténcia de expoente k, do valor préprio \;, pela i
-componente do vector inicial x(0) na base B:

wig(k) = (M) 2l (0) (8.5.8)
Note que no membro direito da equacao anterior nao ha soma no indice 7!

Na prética procedemos como segue:

[1]. Escrevemos o vector inicial x(0) na base B, calculando assim as componentes

¢t = x',(0):
x(0) = Bx%(0 Zc v;
[2]. Pomos:
x(k) = €x¢ (k) = Bxz(k) = Z(ci)\f)vi
Concluindo :

x(k) = Z(ci)\f)vi, onde x(0) = Zcivi (8.5.9)

1
8.6 Numeros de Fibonacci. Numero de ouro

> 8.20 Numeros de Fibonacci ... sao definidos pela lei recursiva (de segunda
ordem) seguinte:

x(k+2)=z(k+1)+ z(k) (8.6.1)

isto €, cada numero de Fibonacci é obtido somando os dois anteriores. As condigoes
iniciais sao:

z(0)=a, z(1)=5b (8.6.2)
Por exemplo, para:
2(0)=a=0,2z(1)=b=1 (8.6.3)
obtem-se:
o 11 2 3 5 8 13 21 34 .- (8.6.4)

48 1
4 1
a@“‘@a

aaaa 33

686 845 Ty -

ko

|5}
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Foram criados pelo matematico italiano Fibonacci como um modelo simplificado
do crescimento de uma populacao de coelhos. Neste modelo:

x(n) = ndmero total de pares de coelhos no ano n (8.6.5)

O processo inicia-se no ano n = 0 com um unico par de coelhos jovens. Ao fim de
cada ano, cada par da origem a um novo par de descendentes. No entanto, cada
par necessita de um ano para procriar o seu par de descendentes.

» 8.21 Niumeros de Fibonacci. Escrita matricial ... Definamos, para cada
k € IN, um vector x(k) € R? através de:

x(k) = ( x(i(i)l) ) € R? (8.6.6)

Entao (8.6.1) pode ser escrita na forma matricial:
zk+1)\ (0 1 z(k)
(x(k+2)>_(1 1><x(k+1) (86.7)

x(k+1) = Ax(k), onde A = < (1) 1 ) (8.6.8)

isto é:

» 8.22 Calculo explicito dos nimeros de Fibonacci ... Para calcular a forma
explicita dos nimeros de Fibonacci, usamos o método descrito no niimero 8.19.

. . o . 0 1
Para isso, determinamos os valores e vectores préprios da matriz A = < 11 > .

Um célculo simples mostra que eles sao:

1 —1+v5
A= + V5 = 1.618034..., vy = ( 2 )
2 1
1-+v5 —1—5
Ay = 2\[ = —0.618034..., Vo = < % ) (8.6.9)
Escrevemos agora o vector inicial na base B:
X%’(O) = P_1X<g(0)
“1+v6 —1-v5 \ '/ 4
= 2 2
() G
2a+(1+v5)b
_ 2v/5
= | _2asioven (8.6.10)
25 P
isto é:
2 1 5)b 2 1—-+v5)b
x(0) = 20+ VO et (VB (8.6.11)

25 ' 25

Usando a férmula (8.5.9) vem entéo que:

2a—|—(1+\/5)b)\kv 2+ (1-V5)b
25 Lt 25

2a+ (1+ VB (145 '“( 14 >_
2V5 2 1

2 + (1 - v5)b (1—\/5>k< 12¢5>

X(k) = /\l2cv2

2+/5 2 1
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donde se deduz que:

w(k) = (14 Voat2 (1 - \/5> k o L+ Vo -2 (1 _2\/5> k (8.6.12)

25 2 2v/5

» 8.23 Férmula de Binet ... Para os valores iniciais a = 0 e b = 1, obtemos a
chamada férmula de Binet:

1 1+v5 ’ 1—5 :
- ((50) - (50 cas

» 8.24 Numero de ouro ... Os valores préprios da matriz A, verificam as
desigualdades seguintes:

0<|)\2‘:

Ji_ ! _ 1445 (8.6.14)

<l< A\ = 9

Portanto os termos que envolvem )\’f divergem para oo, enquanto que os que
envolvem A5 convergem para 0.

O valor préprio dominante A\; = H“f = 1.618034... é o chamado ntimero
de ouro (ou razao de ouro). Desempenha um papel muito importante em
crescimento em espiral em vérios fenémenos naturais bem como em certas criagoes
artisticas em arquitectura e pintura.

» 8.25 Exercicio ... Considere a aplicacao linear:

T: R3 — R3
(z,y,2) +— T(x,y,2) = (42,2 + 2y + 2,2z + 4y — 2z)

a.) Calcular a matriz de T relativamente & base canénica de R3. Calcular o
nucleo e a imagem de T.

b.) Calcular os valores préprios de T e, se possivel, uma base de R? constituida
por vectores préprios de T. Calcule a matriz de T relativamente a esta nova base.

c.) Usando os resultados das alineas anteriores, calcule T3(0,0, —4), onde
T2 =ToToT.

Resolugao ...
0 0 4
a) Amatrizé T=| 1 2 1 |. kerT = {(z,y,2) € R® : T(x,y,2) =
2 4 =2
(4z,2 + 2y + 2,22 + 4y — 22) = (0,0,0)} o que implica que:
4z = 0 z = 0
r+2y+2z = 0 = r+2y = 0 =
2v4+4y—22z = 0 2z4+4y = 0
r = =2t
z = 0
B =>4y = t teR
{x—|—2y = 0 {z _ 0
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isto é ker T = {t(—2,1,0) : t € R3} = span{(—2,1,0)} que é a recta de R? gerada
por (—2,1,0) e de equagdes cartesianas x + 2y =0 e z = 0.

A imagem de T é gerada por T(e;) = (0,1,2),T(e2) = (0,2,4) e T(e3) =
(4,1,-2), isto é:

imT = Spa‘n{(oa 17 2)? (07 2; 4)7 (47 1; _2)}
= {(z,9,2) €eR®: (,9,2) = a(0,1,2) +b(0,2,4) + ¢(4,1,-2), a,b,ceR}
Portanto:
e = =z a+2b+c =y
a+2b+c = y = ... = dc = 2y—z
20 +4b—2¢c = =z 0 = z—-2y+=z

isto é, imT é o plano x — 2y + 2z = 0 em R3.

E(T;—4) = span{(1,0,-1)}
5(T70) = Span{(727170)}
E(T;—4) = span{(1,1,1)}

e os vectores {e; = (1,0,—1),e2 = (—2,1,0),e3 = (1,1,1)} constituem uma base
de vectores préprios de T que é, por isso, diagonalizavel. Nesta base a matriz de
T é diag(—4,0,4).

c.) Calculando as componentes do vector (0,0, —4) na base de vectores préprios
de T, calculada anteriormente, vem que:

(0,0,—4) =a(1,0,—1) +b(—2,1,0) +¢(1,1,1) = (a —2b+c¢,b+¢,—a+¢)

donde se deduz que a = —1,b = 1,¢ = —1. Portanto:

T3(0,0,—4) = —T3(1,0,—1)+T3(-2,1,0) — T3(1,1,1)
= —(=9°(1,0,-1) +0°(=2,1,0) - 4*(1,1,1)
— (0,64, —128)
> 8.26 Exercicio ... Considere a aplicacao linear A : R? — R? definida por:

A(z,y) = (6x — 2y, —2z + 9y)

a.) Mostrar que A é diagonalizavel e calcular uma base ortonormada para R?
(com a estrutura Euclideana usual) constituida por vectores préprios de A.

b.) Considere as sucessoes () e (yy), definidas pelas férmulas de recorréncia
seguintes:

Tn+1 = 62, — 2yn 9 = 1
, n>0 e
{ Ynt1 = —2&p +Yn - { Yo = 1

Calcule z,, e y, como fungoes de n.

Resolugao ...
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a.) A matriz de A relativamente & base canénica de R? é a matriz simétrica:

(2 )

Os valores préprios calculam-se por:

6—A -2

det (A — AId) = det < 9 9_

>:(6—)\)(9—)\)—4:0 =~

Como existem dois (= dimR?) valores préprios distintos, A é diagonalizavel.
Os espacos proprios calculam-se da forma habitual e sao:

5(5)=R<f> o g(m):ﬂa(_;)

Estes espacos sdo ortogonais (tinham que o ser, pelo teorema espectrall). Um base
ortonormada para R? constituida por vectores préprios de A é:

a.) Pondo x, = ( Tn ), as féormulas de recorréncia dadas escrevem-se na
n
forma vectorial:
Xpni1 = AXp, xo = (1,1)
6 —2 . . . .
onde A = _9 9 Os célculos devem ser feitos na base & que diagonaliza

o operador A. Escrevendo o vector x,, na base %, vem que:

X, = (Xn . ul)ul + (Xn . 112)112
1 1
= % 22y + yn)ug + % (Zn — 2ypn) Uz (8.6.15)
isto é, as componentes de x,, na base % sao I, = 2“%, Un = %

Na base A as férmulas de recorréncia escrevem-se na forma:

(5n)=(00) (5) =05 )
Yn+1 0 10 Un 10y,

Portanto:
T1 0\ 50 To \ 5T _ 52%
1 10y )’ Yo 1091 1027
Tn \ 5o
gn 10"?70
Mas Tg = 2%% = %,ﬂo = % = \_/—é Portanto:
~ _ 2zZn+yn _ n_3

e resolvendo em ordem a x, e y, obtemos:

T, = 2 X 57’7,71(3 _ 277,71)’ y'n. — 577,71(3 +4 % 2n71)
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8.7 Exercicios

» Exercicio 8.1 ... Seja f um endomorfismo de Ry (X) tal que X + X2 é
um vector proprio associado ao valor préprio 2, —1 + X é um vector proprio
associado ao valor prépprio 5 e X2 é um vector préprio associado ao valor préprio
-3. Determine f(ag + a1 X + ax X?).

» Exercicio 8.2 ... Seja f um endomorfismo de Cs (X) munido da estrutura
usual de espago vectorial complexo. Suponha que :

1 +¢X é um vector préprio de valor préprio 4,

1 — X é um vector préprio de valor préprio 1 e

X? é um vector préprio de valor préprio —1.
Calcule f(a+ bX + cX?).

» Exercicio 8.3 ... Seja f um automorfismo de um espaco vectorial E. Qual
a relac@o entre os valores préprios de f e os valores préprios de f~'?

» Exercicio 8.4 ... Sejam f e g endomorfismos de F.

a) Mostre que, se u é um vector préprio de f, com valor préprio associado
A entdo u é um vector préprio de f o f com valor préprio associado A2.

b) Mostre que, se u é um vector préprio de f e de g, entdo u é um vector
préprio de g o f e de qualquer combinagao linear de f e de g, af + bg.

c¢) Mostre que, se todos os elementos nao nulos de E sdo vectores préprios
de f, entdo f tem um unico valor préprio (e, portanto, existe « € R tal que, para
qualquer u € E, f(u) = au).

» Exercicio 8.5 ... Seja f: R? — R? um endomorfismo tal que:
{(y,2)eR¥:z=y=z2}e{(z,y,2) eR3:z—y+2=0}

sao subespacos proprios associados respectivamente aos valores préprios 1 e 2.
Determine f((x,y,2)).

» Exercicio 8.6 ... Em cada um dos seguintes casos, determine, se existirem,
os valores proprios de f, os subespagos proprios associados e as respectivas di-
mensoes e diga se f é diagonalizavel; no caso de f ser diagonalizavel, indique uma
base do dominio de f composta por vectores préprios de f e indique a matriz de
f relativamente a essa base.

a) f: R — R? f(z,y) = 2o —y,y); b) [: R — R flx,y) =
(=2, —y);
c) f:R?2 — R2, f(z,y) = 3z +y, 122 + 2y);
d) f: R —R3 f(z,y,2) = Bz +y+ 2,3y + 2,32);
) f R3S —R3, f(z,y,2) = 3z +y + 2,3y, 32);
£) f:R2 (X) — Ro (X)), f(P) =P(0) + XP(1) + X*P(-1);
g) [ Ry (X) — R3(X), f(P)=P+ (X +1)Pr;
h) f: Mzp(R) — M22(R),
( ) <3a+2b+c+d 2a+3b+c—d>
c

2c —cC

e
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i) f:C% — €2 flu,v) = (iu,u + v);

» Exercicio 8.7 ..

. Calcular férmulas explicitas para as solucoes das seguintes
férmulas recursivas:

a) { z(k+1) x(k) — 2y(k) { z(0) = 1
Clyk+1) = —2u(k) +y(k) 7 y(0) = 0
z(k+1) = %w(k) + y(k) z(0) 1
b). § y(k+1) = y(k)=2z(k) , y(0) = —1
2(k+1) = 32(k) z(0) = 1
¢). z(k+2)=—x(k+1)+ 2x(k), z(0)=1, z(1)=2
d). x(k+3) = 2z(k+2)+x(k+1) —2z(k), z(0)=0, z(1) =2, z(2)=3

» Exercicio 8.8 ... Classifique as seguintes isometrias em R? :

+ M8, V3

a) f(z,y) = (30 + By, Fr — 3y).

b) f(z,y) = (3o + Py, — Lo+ Ly).
c) f(z,y) = (—%37 + g?h—gfﬂ - gy)-

d) f(z,y) = (z,y).

e) f(z,y) = (—y,2)

» Exercicio 8.9 ... Em cada um dos casos que se seguem, determine S, (z,y)

b, My, (S,) e uma base b de R? tal que ,M(S,) :< (1) _01 ) .
a) r é a recta de equagdo y = 2x;
b) r é a recta de equagdo 3x —y = 0;

c) r é a recta de equacdo y = (tg%)z;

» Exercicio 8.10 ... Em cada um dos seguintes casos, mostre que o endomor-

fismo f de R? ou R® é uma isometria linear e descreva f geomeétricamente (isto
é, diga se f é uma simetria ou uma rotagdao; no caso de ser uma simetria, diga
relativamente a que recta, no caso de ser uma rotagao determine o dngulo).

a) f(z,y) = (y,2);

b) f(xvy) = (yv —:L');
o) fla,y) = (Lo by,
d) f(z,y) = ((—cos )z + (sin §)y, (sin §)z + (cos §)y);

» Exercicio 8.11 ... Dado:

a)a = (1,4,-3), calcule P,(x) sendo x = (x,y,2) € R?. Calcule ker P,. Defina

wn
S
>

)
) a=(0,1,2), calcule P,(x) sendo x = (z,vy,2) € R3. Calcule ker P,. Defina
).

c) a=(1,1,1), calcule P,(x) sendo x = (z,y, z) € R3. Calcule ker P,. Defina
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d) a = (1,1), calcule P,(x) sendo x = (z,y) € R?. Calcule ker P,. Defina

e) a = (1,0), calcule P,(x) sendo x = (z,y) € R2 Calcule ker P,. Defina

» Exercicio 8.12 ... Defina a simetria relativamente a recta 2x —y = 0 em
R2.

» Exercicio 8.13 ... Em cada uma das alineas que se seguem, calcule P (x)
e ker P, em R3 sendo 7 cada um dos planos que se seguem. Calcule também em
cada caso, os valores proprios e os vectores proprios de P,. Finalmente, defina
Defina S, (x).

a) 2z —y+ 3z =0;

b) z+y+2z=0;

c)3r+y+22=0.

» Exercicio 8.14 ... As matrizes que se seguem, representam rotacdes em R>

relativamente a base canénica. Mostre que sao matrizes ortogonais de determi-
nante igual a 1. Calcule o eixo e o angulo de rotagao:

0 1 0 0 2 2

a) A= L2 0 L2 |[; pp Aa=|10 0 |; 4=
Y2 2 0 Y2 _2
2 2 2 2

= o O
O O =
—



