Exercicios de Elementos de Matematica |

. Verifique se f é derivavel em 0 e, em caso afirmativo, calcule f'(0).

(a) f: R — R definida por f(z) =z + |z|
(b) f:R — R definida por f(z) = Va2

. Determine a equacao da recta tangente a cada uma das seguintes curvas nos pontos indicados:
(a) y =2z + 1 no ponto (1, 3)
(b) y =223 + 1 no ponto (1,3)

)

)

(c
(d

z? 4+ z no ponto (2, 6)

+ 2% = 1 no ponto (1/v/2,1//2)

Y=
y?

. Mostre que os graficos das funcgoes reais de varidvel real f(z) = 3z2 e g(z) = 2z® + 1 tém uma tangente
comum no ponto (1,3).

. Considere a funcio real de varidvel real f(z) = 22 + 3.

(a) Determine os pontos do grafico da funcdo f tais que a tangente ao grafico nesses pontos intersecta o
eixo dos zz no ponto (2,0).

(b) Determine a equagao das rectas que passam pelo ponto (5,9) e sdo tangentes ao gréfico de f.

(c) Determine as equagoes das tangentes ao grafico que sao paralelas & recta 12z — 3y + 14 = 0.

. Escreva a expressdo da derivada de cada uma das seguintes funcoes a seguir definidas.
(a) y =2+ 322 + 72° (b)y:%pawm#ﬂg (c) y=2%+1/z2 parax #0
(d) y = (5z)/° (e) y = (%)2/5 paraz #2/9  (f) y=2%? — 2752 para z > 0

(g)yz%paraxe]ﬂ 1] (h) y = zv1+ 2* (i)yz%parax#ﬂ

i z / zsen(z
(y= % para z # 1 (k) y = sen(cos(x)) (1) y = sen(z)cos(z) (m) y = 1”(2)
(n) y = sen(1357) (0) y= m (p)y= COS((m—il)l/?’) para z # 1

. A fungio f(z) = 22 — z + 1 é crescente para z > 1/2. Se g designa a funcdo inversa de f neste intervalo,
determine ¢'(3) e ¢'(7).
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Para cada uma das seguintes alineas, indique a derivada da ordem indicada.
(@) flo) =33 2 # -1, (b)gle)=(@+1)%g" () he) = =, I,z € - 1,1],
() j(z) =cos*(z),§ () k(z) = sen(z), k*)  (f) i(z) = z?sen(x)), I*

. Diga quais das seguintes funcoes sdo limitadas no intervalo indicado e quais atingem um valor mdximo e/ou

um valor minimo nesse intervalo, indicando, no caso afirmativo, esses valores.
(a) f(z) =2®+T7em]— 1,3 (b) g(z) =2+ Tem R (c) h(z) = sen(z) em | — m, 7|
(d) j(z) = sen(z) em R (e) k(z) = 1/z em [1, 5]

. Seja f : R — R definida por f(z) = V1 — z2.

(a) Calcule fofe fofof.
(b) Verifique (f o f)' = f'(f(2))f'(z)

(c) Determine (f o f o f)', indicando o seu dominio.

Determine = e y € R tais que = + y = 402 e que o produto de = por y seja o maior possivel.

Determine os pontos da curva y? = z + 1 que estdo mais préximos da origem.

Mostre que de todos os tridngulos isésceles com um dado perimetro, o tridngulo equildtero é o que tem maior
area.

A energia potencial efectiva V (r) de um electrao a distancia r do nicleo no 4tomo de hidrogénio consiste em
duas partes, uma originada pela atraccdo de Coulomb entre o electrdo e o nicleo, e a outra pelo movimento

rotacional do electrao. Assim
€2 I+ 1)h2
2

Vir)=—
dmegr  8m2mr
onde m e e representam, respectivamente, a massa e a carga do electrao. E sabido que o raio ag da primeira,

7 . V4 . rd . Ve 2
orbita de Bohr no 4tomo de hidrogénio é dado por ag = ;%22.

(a) Mostre que se V(r) for medido em unidades de 4;:0T e fizermos a mudanca de varidvel r = pag entao
I(1+1)
Vip) =-1 .
(o) = 1o+

(b) Assumindo que [ # 0 (isto é, excluindo o caso do electrdo ocupar uma 6rbita s), mostre que existe um
ponto de viragem, nomeadamente o ponto (pm,V (pm)), sendo p,, = I(l + 1). Identifique a natureza
desse ponto de viragem.

O movimento de uma particula sob a influéncia de um potencial constante numa caixa unidimensional
(linha) de comprimento [ é um problema cldssico de Mecéanica Quantica para o qual é possivel resolver a
correspondente equacao de Schrodinger. A fungao de onda para este sistema apresenta a seguinte forma

$(a) = /2/Lsen("T0).
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a) Mostre que 1 (z) admite pontos de viragem quando 7% é um miltiplo impar de 7 /2.
l

(b) Indique os valores de x correspondentes aos pontos de viragem para n = 3.

c) Encontre a segunda derivada de e diga qual é a natureza de cada um dos pontos de viragem da alinea
anterior.

Seja f(z) = az* + bz® + cz? + dx + e, com a,b,c,d,e € R. Determine a,b, c,d,e de modo que f(0) = 2,
f(=2) = —-14 e f(2) = —14 sejam minimos locais de f.

Mostre que um polinémio de grau 3 tem no maximo trés zeros.
Mostre que a equagdo cos(z) = 2z tem exactamente uma raiz no intervalo |0, 7[.

Verifique se o teorema de Rolle é aplicdvel a cada uma das seguintes fungoes nos intervalos indicados. Em
caso afirmativo, determine os pontos do grafico da fungao restrita ao intervalo nos quais a tangente ao grafico
é horizontal.

(a) f(z) =2’ em [-1,1].  (b) f(z) =2
(d) g(z) =vVz? +1em [-1,1]. (e) h(z)

Sabendo que 1 e —1 sdo raizes do polinémio z® — 1, mostre que sdo as tinicas raizes deste polinémio.

1/3 em [1,2]. (c) g(z) =vVz?2+1em]—1,1].

sen(z) em [0, 27]

Esboce os gréificos das seguintes funcgoes:
(a) f(z) = ;%5 para z # 1 (b) g(z) = 7 paraz € R (c) h(z) = (z +1)/3 para z # -1
(d) j(z) = x + sen(x) para z € R (e) k(z) = sen'/3(z) paraz e R (f) m(z) = (+1)** paraz € R

Verifique se o Teorema do Valor Médio é aplicivel a cada uma das seguintes fungoes nos intervalos indicados.
Em caso afirmativo, determine os pontos ¢ do intervalo que verificam a conclusdo do teorema.

(@f(@) = A +e—lem [25]  (b)gla)=|c—1[em [0,1] (c) g(z) = |z — 1| em [2,4]

Mostre que /z < wTH para z € [0, +o0].

(a) Encontre a recta que melhor aproxima o grafico da fungdo f(r) = z3 no ponto (1,1). Majore o erro
cometido ao utilizar a recta para calcular o valor aproximado da func¢ao para z = 1.5

(b) Encontre a pardbola que melhor aproxima f nesse mesmo ponto. Compare os erros cometidos ao
utilizar respectivamente a recta encontrada na alinea anterior e a pardbola para aproximar a funcao.

Determine o polinémio p de grau 3 tal que p(1) = =2, p/(1) = =2, p"(1) = 3 e p (1) = —6.

Escreva o polinémio de Taylor de grau n das seguintes funcées no ponto zy para os valores de n e g
indicados, assim como uma majoracao para o resto.

(a) f(x) =2 +2z* +z+4parazg=2,n=25 (b) g(z) =e* paraxzg=0en=14
(c) g(z) =e* parazg=1len=14 (d) h(z) = cos(2z) para g =7/6 en =3
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Calcule os seguintes limites, utilizando a regra de ’'Hopital.

) z?+1 . w3 —222 —z+2 . zcos(x) — sen(x)
(@) Jimin(5—) () lim=—s— ) lim o
11—z 1 )
: 200N /2 . : B
(d) lim(1/sen®(z) —1/27%) () limo— sen?(xz)2) (f) lim(—— — 5 ——)

. 1 1
®) I —va) 3=

Escreva a expressao da derivada de cada uma das seguintes funcoes a seguir definidas.
@y=e (Dy=e/ (Qy=1/2(c"—€e®) (dy=e"/z® (e) y=(e"+e—x)
() y=in(@")  (5) y=logo(e') (b)y=in(z®+1)—e"tin@z?) ([y=3" ()y=25F

Calcule os seguintes limites, utilizando a regra de ’'Hopital.
. Tz . 2 _ . z2+1 : T 2
@ lm(e ~ /e (b) Im(n@)/@-1) (@ Jme e (@) Jme/ @+ 1)
) e +e” . "+ a? .z . 2\ /.2
(e) lim ———— (f) lim (g) lim e”/in(z) (h) lim (In(z?))/z

zoogd + 223 + 7 go0et? 4 g Z—00 =0

Calcule, utilizando um polinénio de Taylor da funcao
(a) cos(m/10) com erro inferior a 10~4 (b) e com erro inferior a 10~°

(c) In(2) com erro inferior a 103 (d) arctg(0,5) com erro inferior a 102

Encontre a derivada das seguintes fungoes y(x) que estdo definidas implicitamente perto do ponto (1,1)

(a) y? + 2% =2 (b) sen(2my) + cos(2mz) =1 (c) In(y) +e* =e (d)zy+z=2
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Considere as fungdes f, g e h de [0,2] em R definidas respectivamente por f(z) = z2 +1,

() = 1 0<z<1
ITI =Y 2 1<z<2

e
13/9 0<z<2/3
h(z) =< 25/9 2/3<z<4/3
5 4/3 <z <2
Esboce os graficos destas funcdes e indique as somas inferior e superior que se podem obter para f utilizando,
respectivamente, as fungoes em escada g e h.

A velocidade de um autocarro em movimento (em metros por segundo) é observada ao longo de periodos de
10 segundos e verifica-se que

4<v<5H se 0<t<10
55 <v<6.5 se 10<t<20.
5<v<5b7 se 20<t<30

(a) Dé uma estimativa por defeito da distincia percorrida nesses 30 segundos.

(b) Dé uma estimativa por exccesso da distancia percorrida nesses 30 segundos.
Calcule as dreas limitadas pelas curvas indicadas
(a) y=0,z=1,z=2ey=x°

b)z=-1l,y=0,z=1ley=2z*

Calcule os seguintes integrais

(a) JP3z dx ®) [P +5z+1)dz (c) f 8 dr d [°,0+z%- ac3) dz
(€) f2 43 ds (f) [ mr® dr (9) f (T dt (h) [R(s+1/s%) d

@) JEE+4) Pt (1) JrpB+2%) de (k) f1 (1+t2) [ dt (1) [P(a®+5)?/at dﬂ?
(m) [E#+8t+1)/t*dt (n) [ +a)/zde (o) [f(1+vz)de (p) [y =1)/(u—1)du

Indique a area compreendida entre os graficos das seguintes fungoes.
(a) 2 e d4z* em [2,3]  (b) 222 e z*+1em [-1/2,1/2]  (c) z*+ 1 e 1/2? em [1,2].

Indique uma primitiva das seguintes fungoes.

(a) (223 + 5)7/2622 (b) (223 4 5)7/%z? (c) (z —5)° (d) 1/4/3z +4

s(e) (z—3)2/4 () 22+3)(a%2+2s—-1) (g) (z+1)(@2+2z—-5) (h) 2232+ 253
() 2721 —zv T (G) z(2z — 1) (k) z3(1 + x2)%/2 D) zv1+z

Verifique a igualdade m(ﬁ;)*gl dr = L5 + Q(wil)z + 3(3:1)3 + ($_11)4 e calcule [} m(f%;)ﬂ dz.

Sendo [y f(z) dz =3, [} f(z) dz =4 e [} f(z) dz = —8, calcule os seguintes integrais

(a) f3f (90) dz (b) fy 3f($) z () fy 8f(ﬂc) dz (d) [10f(z) dz
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Seja F(t) = f3 2+8 ds. Calcule F'(4).

Indique as derivadas das fun(;()es seguintes
4
(a)d/dt [§ rrosepp dz (b) d/dt [} (1+a)° de (o) d/dt [, oys du

Indique uma primitiva para cada uma das seguintes fungoes.
(@) 1+ 2z - 1))t (b) (z2+22+2)71 (¢ senﬂcosﬁ/(l + sent)

(d) 7 1v1622 — 1 (e) (zvz — 1)1 (f) senz cos 3z(1 + tgtz) !
(9) 22+ ¢€* (h) cosz + e** (i) e** —1/z

(7) (#* + 1)z~ (k) o(z — 1)~ 0 (y—=1)/(*-1)

(m) e™® (n) 3* (0) 2’ +z+1+1/x+1/2?

Calcule os seguintes integrais.
(a) f (2+ 3:v)sen5x dz (b)
() [1 a(a® =1 dz  (f)
©) J 2;5;5 e ()
(m) | 52 do (n)

z*(1 — 2)?° dx

(¢) [ V14 2% dz d) f1 “2sen(1/z) dz
sen(vx —1) dz
(
(

(
[ zsenaz?cosz® dz (h) [¢ V1 + 3cos?wsen2z dx
T dr
G 2ET) dx (
dz (

$3
D) f zc—l—?)(;;:—l) dz

p)fjﬁdlﬂ

)
) | e
)

2 —4x+4

Utilizando integracdo por partes, mostre que

[(a® — 2®)" dz = z(a® — 22)"/(2n + 1) + 2a?n/(2n + 1) [(a® —2?)" 1 dz + C.

Uma porta em forma de parabola com 1,50 m de base e 2 m de altura é cortada numa parede. Que drea
ocupa a porta nessa parede?

Uma tina é cheia de dgua, & velocidade de 3t? + 6t litros por minuto em cada instante ¢, durante 2 minutos.
Supondo que a tina estava vazia no instante inicial, que quantidade de dgua apresenta ao fim dos 2 minutos?

Pretende-se cobrir uma piscina que tem a forma da regido limitada pelas curvas y = 22 e y = 2. A cobertura
custa 5000$00 por metro quadrado e é vendida em unidades quadradas de 0.5 x 0.5 m2. Por quanto fica o
material necessirio para cobrir a piscina?

Um baldo deixa escapar ar & velocidade de 3t? + 2t cm?/seg durante 3 segundos. Quanto ar escapa durante
esse periodo?

Um esgoto polui um lago perto de uma estancia de ski durante algum tempo. A concentragao de bactérias na
dgua ao fim de ¢ dias, (C(t) = concentracio de bactérias por centimetro ctibico) é dada por C'(t) = 103(¢t—7)
para 0 < t < 6, ap6s descontaminagao do lago. Qual é a variagdo na concentragdo das bactérias entre o
quarto e o sexto dias?

Uma bola de neve esférica com didmetro inicial de 70 cm estd a derreter-se, diminuindo o seu diametro a
velocidade de 4 cm/seg. Suponha que a bola mantém a forma esférica durante todo o processo.
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(a) Indique o instante no qual a bola tem didmetro 20 cm.
(b) Qual é o didmetro da bola ao fim de 12 minutos?

(c) Quanto tempo demora a bola a derreter-se completamente?

a velocidade média vy, de uma molécula de massa m numa amostra gasosa & temperatura T é dada pelo
. . . P ~ 00  —am2
modelo fornecido pela Teoria Cinemaética dos Gases como tendo a expressao vy, = 4m/51r [y e~ v3 dv,

onde k ¢ a constante de Bolzano e a = 5=, Utilize a substituigao u = v? para simplificar o integral e o
método de integracdo por partes para encontrar o valor de vy,.

Aproxime os seguintes integrais definidos, considerando n = 4

(a) pela definigdo
(b) pela regra do trapézio
(c) pela regra de Simpson
i. f57 (z3 4+ +2) dx
i [0 2L da
iii. %z +3dx

7 £242c+2
5 z2+4+2z+1 dz

iv.

e compare os resultados obtidos.

O calor especifico C}, para o benzeno sélido a uma pressao constante, para valores 23K < T < 273K, é o
seguinte:

T/K 23 48 73 123 223 273

Cp/Jmol'K—1 13.01 29.66 40.46 55.44 97.61 122.30

Considerando que C), = AT3, para 0 < T < 23K, determine a entropia do benzeno sélido a 273K, calculando
uma aproximacao do integral definido f0273 Cp/T dT, usando a regra do trapézio para calcular o integral
273
93 Cp/T dT.

Indique quais dos seguintes integrais impréprios sao convergentes, calculando nesses casos o seu valor.

(a) [y In(z) dz ®) J¢ 1/z dx (c) J§ 1/z% dz

(d) Jg 1/a" da (e) Jy"? tg(a) dz () Jo 1/(1—2)!/2 dz
(9) Jo 1/(&®>—9) dz (h) [T cosec(x — ) dx (i) Jire° e:”:'?’ dz

() o e® do (k) [ e * dz (1) [T e’ da

(m) jf: " dx (n) fj/;% zcos(z? + 1) dz (o) 0+°° #;14-1 dz

Calcule o perimetro da circunferéncia de raio 3 utlizando um integral definido.
Calcule o perimetro da regido plana definida por /3 + y2/3 < 4.

Calcule o volume de uma esfera de raio r, considerando que a esfera foi gerada pela rotagao de meio circulo
em torno de um eixo.
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Encontre o volume do elipsoide de equagio z2/9 + 32/16 + 22/25 = 1.
Encontre o volume do sélido limitado pelas superficies 2/9 + y2/16 +22/25 =1, z=0e z = 5.

Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao em torno do eixo dos XX da regiao limitada pelas pardbolas

y=1r’ex =1y’

(a) pelo método do disco; (b) pelo método da concha.

Encontre o volume do sélido obtido rodando a regido z2/3 4+ 42/3 < 4 em torno do eixo dos XX.

Relativamente as funcées que se seguem, determine as derivadas parciais indicadas:

(a) fla,y) = o +205 2 (2,1) e Y (2,1) (b) fle,y) = we ™ +3y; YL e U

© flay) = wigter s He 4

(d) f(s,t) = V8 s2+1%; % (1,0) e % (1,0)

(e) f(z,y,2) = 2222 + 2y —tgz; g—i, g—i e %

() f(z,9,2) = 2z 5 5E(2,-1,-3), 5L(2,—1,-3) e §L(2,-1,-3)

(8) flz,y,2) = & ; (2,1,1), 3L(2,1,1) e L(2,1,0)

(h) f(z,y) = z%y> — 3zy" + 3z; %J;, %J;, aa;gy e 3‘2125;

(i) f(z,y) = sen(zy); T4(5,1) e £L(5,1)

() f(z,y) = arcsen(z? +y* —1); %(0,1), %(0,1), 6%28% (0,1) e 6%26%(0, 1)

(k) flmy) = 222245 54, 58, 2L e 2L (W) f(z,y) = 2%* — 20'y; Tk e ol

(m) f(z,y) = s 555 (0) fw,y,2) = 2° +aty*s +y2? s gl e o
(0) f(z,y.2) = e 5t (p) w(m,y,2) = z+ 292 +32% ; 5958 (2, -1, 1)
() flz,y) = J7 €55 at; 9L e 8L (@) fz,y) = J5 =80 dr; 5L(1/2,1/2)

Seja f(z,y) = 22 + y% e g(u,v) = f(ucosv,usenv). Determine gﬁ e g% usando a regra da cadeia.

Para cada uma das seguintes funcoes z(x,y) definidas implicitamente perto do ponto (1,1, 1), determine %

dz.
€ E)_y

(a) 22 + > + 2% =3, (b) e¥t? + (z — z)3 = €.

Determine os mdximos e minimos locais e ainda os pontos-sela das seguintes funces:
(a) flz,y) =4a® +y* — 2%y (b) f(z,y) = 2® +y* + 2%y +4
(¢) f(z,y) = 2? cosy + seny + 2 (d) fz,y) = e *(z® +y°)

Encontre os trés nimeros positivos tal que a sua soma é igual a 300 e a soma dos seus quadrados é
minima.



66. Que dimensdes deve ter uma caixa rectangular fechada com 1m? de volume para que a sua superficie
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lateral seja minima?

Determine a distdncia minima do ponto (1,0, —2) a um ponto do plano z + 2y + z = 4.

Calcule os seguintes integrais duplos:

(a) [ [p(a®+4y) dzdy sendo D ={(z,y) ER*:0<z<1e0<y<3}
() [ [p(z—y)? dzdysendo D = {(z,y) e R2:0<z <5, 0<y<4}
(c) ffDa:ezLy dzdy sendo D = [0,2] x [0, 3]

(d) [ Jpzcos(z+y) dedy sendo D = [0, 7] x [0, §]

(e) [[prydA, D={(z,y) € R?:0<z<1,2? <y<.z}

(f) [Jp Bz+y)dA, D={(z,y) € R*: 0<z <%, sinz <y <cosz}
g) [[pzdA D={(z,y) €R*:1<y<e ¢y’ <z<y'}

(
(h)

(i) [[pe** dA, D={(z,y) ER*: y<z,0<z<2e-1<y<1}
G) [ [p3zy dA; D é limitadopor z =0, z =y ey = 2% — 4z + 4
(k) [ fp4y dA, D={(z,y) eR*: 0<y<az’+ley-1<z<1}

h) [ [, zcosy dA, D é limitado por y =0, y =22, z =1

(1) | [p=zy dA, D é a regido do terceiro quadrante pertencente ao circulo de centro (0,0) e raio 3.

Determine quais das seguintes séries convergem usando o critério da comparagcao:
0o 1 [e's} 1 0o 1 [e'¢) 1
(a) 201 o7 (b) XonZ2 mimy (¢) 2nt1 g1 (d) Xnts mgo=t

Determine quais das seguintes séries convergem usando o critério do integral:

(a’) 2;1.021 ng—zl (b) Z?),OZI m (C) Z?LOZI n_12 Sen% (d) Z?LOZI eln

Determine quais das seguintes séries convergem usando o critério da razao:

(a) o2 g (b) Xop2, Fut2) (0) X821 oy (d) 021 &

Determine quais das seguintes séries convergem:

0o _1\n 00 _ n+1n ! 00 _1\n+1 00
() X021 ok (b) gz, C L (0) Sop2y S0 (d) 202,

Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

00 n oo " o (=1rg?nt!
(a) Yoo na (b) To2s &2 (c) To2o o

o0 —1)ntign o (n+1l)z™ oo "
(d) oz, ET (o) T &5 (£) oo gty

Determine a série de Taylor das seguintes fungoes nos pontos indicados:
(a) In z em g =1 (b)ﬁemwozl

(c) e 2 em zg = 1 (d) sen z em zg = /4

(_1)n+1n

2n—1



75. Mostre que, para todos m,n > 1:
a) [2™ cos(mz) cos(nz =0sem#ne 2T cos(mz) cos(nz =7 sem=n;
0 0

(b) f027r cos(mz) sen(nz) = 0.
76. Determine as séries de Fourier (com periodo 27) das fungoes
(a) f(z) =2z (0 <z < 2m), (b) f(z) = |z —=| (0 <z < 2m).

2
Concluaque%:l%+3%+5%+7i2+_”

77. Determine a série de Fourier (com periodo 1) da funcao f(z) =e* (0 <z < 1).



