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1 Informacao e entropia

A Mecanica Estatistica descreve sistemas complexos constituidos por um grande nimero de
“dtomos” em interaccao cujos estados exactos nao podem ser especificados justamente devido a
essa complexidade. Um sistema é por isso descrito por uma medida de probabilidade (macro-
estado) sobre o conjunto de todas as suas configuragoes possiveis (micro-estados). Em geral,
a informacao sobre o sistema é reduzida, e apenas dispomos de dados acerca da sua temper-
atura, pressao, energia interna, etc... Estes dados sao interpretados como médias de observaveis
relativamente a certos macro-estados (medidas de probabilidade) embora possa haver varios
macro-estados compativeis com esses dados.

A questao é pois saber como devemos seleccionar o (macro-)estado “6ptimo” e que sen-
tido deve ser dado a essa escolha. O principio adoptado é o chamado “Principio de Entropia
Mdzxima” - “escolher o macro-estado que maximiza entropia sujeito apenas as restricoes dos
dados observados e apenas a estas”.

Para definir entropia, comecdmos por definir uma medida de informacao de tal forma que
uma observacao inesperada tenha um conteiddo de informacao superior ao de uma observacao
esperada. Em particular, um acontecimento certo terda um conteido de informacao nulo. Se
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observamos um acontecimento que tem uma probabilidade de ocorrer igual a p, associamos a
esse acontecimento a quantidade de informacao:

1
I(p) = log —
(p) p

de tal forma que I(p) — 0, quando p — 1 (usualmente o log toma-se na base 2).

Suponhamos agora que temos um sistema cujo conjunto de configuragoes possiveis é:
Q={w;: i=1,---,N}

Suponhdmos que p é uma medida de probabilidade em €2, de tal forma que cada uma das
configuragoes w; ocorre com probabilidade p; = p(w;), i = 1,---, N. A quantidade de informacao
média associada, chama-se entropia de p e é dada por:

N N 1 N
Ent(p) = pil(p)) =Y _pilog— == p;logp;
i=1 i=1 pi i=1

Eis algumas propriedades:

e Ent(py,---,pn) é simétrica em (p1,---,pn)-

e Ent(1,0,---,0) = 0 (onde se define 0log0 = 0) - um estado do qual se conhece a con-
figuragao, com certeza absoluta, tem informacao nula.

e Ent(p1,---,pn) < Ent(1/N,---,1/N) =log N com desigualdade estrita se p; # 1/N para
algum 7 - a quantidade de informacao, i.e., a entropia € mdrima no estado de mdzxima
desordem, i.e., quando as vdrias configuracoes sao igualmente provdveis.

Para provar isto, notemos que zlogax > z — 1, Vo > 0, com igualdade sse x = 1. Para x # 0,
podemos por:
1
—loger < ——1
x

Portanto, fazendo z = p;/(1/N) = p; N, depois multiplicando ambos os membros por p; e finalmente
somando sobre i, lembrando que ), p; = 1, obtemos

Ent(p) — Ent(1/N,---,1/N) <0

como se pretendia.

Consideremos agora um certo observavel H : 0 — IR, do qual se conhecem os valores
H; = H(w;), de cada configuragdo w;. Se p é uma medida de probabilidade em €2, podemos
calcular o valor médio de H:

N
(H)p=> pil;
=1

Suponhdmos no entanto que se conhece o valor £ do observavel H. A hipétese essencial da
Mecanica Estatistica é que este valor deve ser interpretado como o valor médio de H, calculado
relativamente a uma medida de probabilidade em 2, que deve ser escolhida de acordo com o
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chamado Principio da Entropia Méxima - o valor de p = (p1,---,py) € RN deve ser o que
maximiza o valor da entropia:

Ent(p sz log p;
sujeito as restrigcoes:
pi = 0 (1.1)
N
dopi =1 (1.2)
i=1
N
H),=Y pH; = E (1.3)
i=1

e apenas a estas.

Este é um problema de extremos condicionados que pode ser resolvido pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange. Temos uma fungao, Ent(p1,---,p,), para extremar e duas restrigoes

(vamos supor ainda que todos os p; > 0):

N

F(pr,-.pn) = pi—1=0
=1

N
G(p1,---pn) =Y piHi—E=0
i=1

Devem pois existir multiplicadores de Lagrange «, 8 € IR tais que:

VEnt(p) = aVF(p) + AVG(p)

Como VEnt(p) = oEnt) _ (=1 —logpi), VF(p) = (1,1,---,1) e VG(p) = (Hy,---
Ipi

(supomos VF(p) e VG(p) nao colineares), vem que:
—1 —logp; = a+ BH;

isto é:
pi — e—l—ae—ﬁHi

Impondo a restrigao Zij\il p; = 1, vem que:

N N N
N N
=1 =1 =1

0 que implica que:

onde pusemos:

Z(B) =L, e Pt

Impondo a outra restrigao ZZ'JL p;H; = E, vem que:

E = Zle Z

€ﬂH

(1.4)

7HN)

(1.5)

(1.6)
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O membro direito desta equagao é uma funcao ¢(f3), que deve ser igual a E. A equagao (1.7) é
pois do tipo ¢(8) = E que deve ser resolvida em ordem a (3, para obter 5 = (E).

A entropia maxima correspondente a solucao pg, dada por (1.5) e (1.6), é dada por:

N
Ent(pg) = —) pilogpi
=1

N e—BH:
= _;piIOg (Z(ﬁ))

= [FE +log Z(p) (1.8)

Note que, derivando esta relagao, em ordem a E, com pg dado por (1.5), e com 3 = (FE),
obtido resolvendo (1.7), se obtem:

OEnt(pg) _ 9B 0Olog Z(B) 0B _
OE —ﬁ—&-EafE—i-iaﬂ 87E—ﬁ (1.9)
ja que, por (1.6): Slog Z(6)
og o
o~ F

Portanto, 0 representa a sensibilidade da entropia relativamente a uma variacdo da energia. A
temperatura T define-se como o inverso de [ (num sistema apropriado de unidades):

1
i=7

2 Generalizacao para espacos de probabilidade

Dado um espaco de medida (2,4, 1) com uma medida p, ndo necessariamente finita, um estado
termodinamico de (2, A, ;1) é uma medida de probabilidade da forma:

pi (2.1)

onde p : @ — R4 é uma funcao integravel positiva. Em particular [, p(w)dp(w) = 1. Portanto,
uma vez fixa a medida inicial u, os estados termodinamicos estao em correspondéncia bijectiva
com as densidades p, onde p : @ — R4 é uma funcao integravel positiva tal que [, p(w)dp(w) =
1.

A entropia (relativa a ) do estado termodinamico p, define-se por:

def
Ent(p) = — [ plogpdp (2.2)

Consideremos agora um observavel H : Q — IR (isto é, uma varidvel aleatéria em ), e, para
cada (8 € IR, o integral:

2(8) € [yt du(w) (2.3)

Suponhamos que este integral é finito, para um certo 8. Entao:

e—BH(w)

Pg(w) = "Z® (2.4)
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define um estado termodinamico do sistema, ja que p, > 0 e Jo psdp = 1. Notemos ainda que
a entropia de p, ¢ finita:

But(p,) = = [ py()logp, () du(w)

e~ BH(w)
= —/Qpﬁ(w) log (Z(ﬁ)) dp(w)
= _/Qp,ﬁ (w) <log e PHW) _ logZ(ﬁ)) du(w)

= 8 [ 0@ HE)du(w) +10g Z(3) [ p,() du(w)
= B}, +105 Z(9) (25

Problema da Entropia Maxima ... Dado um valor E € IR, calcular, de entre todos os
estados p para 0s quais:

(H), = / p(w)H(w)du(w) = E  (constante)
Q
aquele que mazximiza entropia Ent(p) (relativa a u).

Se, para o valor dado de E, for possivel encontrar § = S(E) € R tal que:

(), = [ oyl du=E

entao p, € a unica solugao do Problema da Entropia Mdxima. Mais concretamente:

> Proposicao 2.1 (Principio de Entropia Méaxima) ... Seja 8 € R um valor para o
qual Z(B) < 400 e:

(), = [ oyt du=E

onde:

e_@H

Z(0)

e suponhdmos que p € um outro qualquer estado para o qual:

Py = 2(8) = [ e duw)

<H>p:/QPHdH:E
Entao:
Ent(p) < Ent(p,) (2.6)

com desigualdade estrita se p e p, diferem num conjunto de medida p positiva.

Dem.: Usar mais uma vez xlogxz > r—1, Yz > 0, com igualdade sse x = 1. Para x # 0, por
—logz <1 -1, 2 = p(w)/ps(w). Depois multiplicar ambos os membros por p(w) e finalmente
integrar sobre w.
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> Definicao 2.1 (Estado de equilibrio) ... Seja H um observdvel em (2, A, u). Se B é
(2.7)

tal que Z(B) = o e PHdu < oo, entdo:

diz-se o estado de equilibrio do sistema (relativamente ao observavel H e a medida inicial p). A
medida pgp diz-se a medida de Gibbs, Z(3) a funcao de parti¢io e:
F(B) = —Llog 2(8) (2.8)

a energia livre do sistema (relativas ao observavel H e a medida inicial p).

calculemos a a medida

Exemplos...
x?
=FE.

e Em (2 = [0, 00[, B, dz) consideremos ao Hamiltoniano H(x) =
p = p(z)dx que maximiza entropia e satisfaz a restricao (H),

Pelo teorema anterior, a medida de Gibbs é:

1

onde: -
_ —Bx _
Z(0) —/0 dre 7% = 3

e (3 se calcula a partir de E, de acordo com:
[e%} a (o'¢) 1

E=(H :/ dz xfe P = — —/ dre™P? = =

(H)y, = [ doap s | y

Portanto: 1
pE(x) = Ee_x/E

Seja (2 = IN — {0}, B, u), onde p é a medida de contagem (tal que p({k}) =1, Vn € IN),

e H(k) =k.
Pelo teorema anterior, a medida de Gibbs é:
1
k)= e Pk
onde B > 0 deverd ser tal que:
[ee} sk e’ﬁ
Z(ﬁ):Ze =15 <®
k=1
Portanto:
ps(k) =p*'(1—p), onde p=e”
Por outro lado § deve ser calculado a partir de:
1 &k L—p o kel
E = (Hpy=—5=> k"' (1-p)=—=1-p) > kp
Z(ﬂ) k=1 k=1
1—p 1 1
U=Pa 0 Ty
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Portanto:
pp(k)=p*'(1-p),  p=1/E
¢é a distribuicao geométrica.

e Seja (Q = {—1,+1}N,B, ), onde uu é6 a medida de contagem e Sy(w) = SN | w;. A medida
de Gibbs pg, com a restrigao (Sn)g = C, é, de acordo com o teorema anterior:

(@) = =@ = 1 s w1 f& ~Bor (2.9)
pPplw) = Z7—c€ = ——=¢ =Y = i .
T Ep) Z(8) (8)
onde 8 > 0 devera ser tal que:
Ze ol 1“’2—21_[ e i < o
w =1
Por outro lado § deve ser calculado a partir de:
N N

C = (Sn)p, Z Sn(w)e PN = Z dwi [[ e

w =1 =1

N

Nao ¢ tarefa facill A solugao é pg = v, onde vN ¢ a medida produto com v(+1) =

p, v(=1) =1 —p, onde p = C/N, isto é:
po(w) =p"(1 —pNF (2.10)
onde w = (wj)i=1,...N, com k dos w; sdo iguais a +1 e os restantes iguais a —1.

Podemos generalizar a proposicao e a definigdo anteriores, considerando vérios observaveis
H = (Hy,---,Hy), efazendo B = (B1,- -+, 0k). Se B-H =3, B Hy,, podemos enunciar resultados
anélogos:

> Proposicdo 2.2 ... Seja B € RF um vector para o qual Z(B8) = [, e~PH dp < +o0 e:

<m%=A%Hw=E

onde:

e_B'H
Z(8)

Suponhamos que p € um outro qualquer estado para o qual:

Pg =

H),— [ pHdp—E
Q

Entao:
Ent(p) < Ent(p,) (2.11)

com desigualdade estrita se p e p, diferem num conjunto de medida p positiva.
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> Definicao 2.2 (Estado de equilibrio) ... Seja H um observdvel em (2, A, ). Se B é
tal que Z(B) = fe*ﬁ'Hdu < 00, entdo:

J— eiﬁ.H

T 2B)

diz-se o estado de equilibrio do sistema (relativamente ao observivel H).

(2.12)

3 Regresso aos modelos. Exemplos

Consideremos de novo a rede usual inteira A = Ay = Z% em RR?, um espaco T (target space) e o
conjunto:

R R (3.1)

de todas as configuragoes, isto é, de todas as aplicagoes ¢ : A —— 7, de um modelo estatistico

na rede, com Hamiltoniano:
H:Q—1R

Dada uma medida £ em 7 (nao necessariamente normalizada), e dado um volume finito
V C A, consideremos a medida produto em 2:

du(e) = ] dé(o(s)) (3.2)

seV

de tal forma que:
J,no) =11 [ ac(o(s) (3.3)

A funcao de particao Zy () define-se por:

2v(8) Y fydu(@)e D) = [ TT,ey de((s))e M) (3.4)

Exemplos...

e Modelo de Ising ... T = {—1,41} com a medida de contagem ¢. O Hamiltoniano, com
campo externo constante B, é:

H(p) =T Y é(s)d(s) = BY_ o(s) (3.5)
[ss’] S

Neste caso: .
[ =11 ¥
@ S (s)=—1

e a funcao de particao é:

Z(8) = Tl Shhy—_1 oD [K Tiae) 6(8)0(8") + h 3 6(5)] (3.6)

onde pusemos:

K =47, e h=pB
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e Modelo de p-Potts ... T ={1,2,---,p} com a medida de contagem £. O Hamiltoniano é:

H(p) = —-T Z O(s),(s')> onde ¢ é o simbolo de Kronecker (3.7)

[ss']

Neste caso:

e a fungdo de particao é:

Z(ﬂ) = Hs Zg(s)zl exp [KZ[SS’} 5¢(s)¢(s’)} (38)

onde pusemos mais uma vez K = 7.

e Modelo O(n) de Heisenberg ... Aqui T = S""! C IR"™ é a esfera unitdria em IR" e o
Hamiltoniano é definido por:

H@) Y T () - (") — Sy B(s) - (s) (3.9)

onde a soma se faz sobre todos os pares de pontos vizinhos r,s € A. E invariante por
translacgoes e admite simetria continua G = O(n). A medida £ em 7 é a medida usual na
esfera. Assim, por exemplo:

— paran =2, d§ = df
— para n = 3, d§ = sin 0dpdf

A funcao de particao é:

Z2(8) = I, Jgumr dE((S)) exp [K Ty B(5) - ¢(5) ~ T B(s) - 6(s)| | (3.10)

Assim, por exemplo, para n = 2 temos o chamado modelo XY . Pondo:
¢(s) = cosf(s)e; + sinb(s)es

temos que ¢(s) - ¢(s’) = cos[f(s) — O(s")] e supondo que B(s) = e, por exemplo, temos
que a funcao de particao é:

2(8) = 1, S dB((s)) exp [K 5o cos[B(s) — B(s)] + S, cos 6(s)] (3.11)

e Modelo Gaussiano ... Aqui 7 = IR com a medida de Gauss £, de média 0 e variancia 1:

1 1.9
dé = 3774 3.12
S= et (3.12)

O Hamiltoniano é definido por:

H) I es)es) - BY o(s), onde g: A —R  (3.13)
} S

[ss’
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e a fungao de partigao por:

zZB) =1]] \/12? /j: dp(s)e 29 exp [K IOLCOETDD gb(s)}

fss']

ou ainda:

Z(8) = IIs 7= [ dols) exp [K S X1 6(5)6(s + eu) + h X 6(s) — § 35 (s)?]

(3.14)
onde pusemos, como habitualmente K = 37 e h = B e decidimos escrever explicitamente
a soma sobre spins vizinhos.




