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1 Modelo de Ising

Consideremos a rede discreta A = Z¢ e o conjunto:

0 © A 1,1 (1.1)

de todas as configuragoes de spin. Ao valor ¢(s) € {£1}, s € A, chamamos o (valor de) spin no
sitio s da rede.
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Ciéncia e a Tecnologia (FCT) through the Centro de Matemdtica da Universidade do Porto (CMUP). Available
as a PDF file from http://www.fc.up.pt/cmup.
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Para um subconjunto V' C A, representamos por ¢y : V — S, a restricao de ¢ a V, e por
Qv o conjunto de todas as configuragoes definidas em V. Quando V' é um subconjunto finito
com N elementos existem 2V configuracoes possiveis em V. O Hamiltoniano é definido por:

def
H(9) = =3 rsen T(1,8)0(r)e(s) (12)
onde:
T(r,s) = { g se r e s sao sitios vizinhos, i.e., |r —s|| =1 (1.3)
nos outros casos

Note que a interaccao entre spins vizinhos r,s € A, é dada por:

-J se os spins estao alinhados

~TJp(r)p(s) = { +J se sao opostos

Portanto, se J > 0, obtemos uma energia mais baixa para configuragdes magnetizadas, i.e.,
com um grande nimero de spins alinhados. Em particular, a energia do vdcuo, isto é, a energia
minima, é a que corresponde as configuragdes em que todos os spins estao alinhados - ou ¢(s) =
—1 ou ¢(s) = +1, Vs € A. Temos pois duas configuragoes possiveis (vacuo degenerado).

Quando J > 0 o modelo diz-se ferromagnético e quando J < 0 antiferromagnético. E claro
que o modelo é invariante por translacgoes e admite uma simetria G = Zo, isto é, H ¢é invariante
pelo grupo com dois elementos: Id e a simetria 7 definida por (7¢)(s) = —¢(s).

O modelo definido pelo Hamiltoniano:

def

H(9) —5 Lrsea J(1,8)0(r)d(s) — Sgen B(s)(s) (1.4)

diz-se o modelo de Ising com campo externo B : A — IR. Neste caso, o modelo é invariante
apenas por translacgoes. Usualmente B = constante.

Por exemplo, para a rede unidimensional A = Z, e com condigoes de fronteira peridédicas
#(0) = ¢(N), V¢, o que equivale a considerar uma rede circular Ay, com N pontos (o chamado
anel de Ising), o Hamiltoniano é dado por:

N-1 N-1
H(p)=—T Y ¢(s)¢(s+1) = > B(s)¢(s) (1.5)
s=0 s=0
Para a rede bidimensional A = Z2, também com condicGes de fronteira periédicas:
¢(r’0) = ¢(Tam)v 7":0,2,"',77,—1
¢(073) = qﬁ(n,s), s=12--,m-1, Ve

o que equivale a considerar uma rede toroidal com N = mn pontos (o chamado Toro de Ising),
o Hamiltoniano é dado por:

n—1m-—1 m—1n—1 n—1m-—1
LCIEIEA0 o) SPTERETRRRIES 9 SPTERTIERI) B wh oI
r=0 s=0 s=0 r=0 r=0 s=0
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Consideremos agora, para cada valor de § = % > 0, onde T é a temperatura, o estado de
equilibrio definido pela medida de probabilidade de Gibbs:

ps(9) = i (1.7)

onde Z(3) é a fungao de particdo do modelo, definida por:

Zn(8) = Zn(3,T,B) & ¥ ,cq e (1.8)

O sinal — em (1.7), implica que os estados com energia mais baixa sao mais provaveis. Um
valor pequeno de [ (i.e., temperatura elevada) tende a uniformizar a distribuicao, tornando
todas as configuragoes sensivelmente equiprovaveis, enquanto que um valor elevado de f (i.e.,
temperatura baixa) tende a acentuar as probabilidades dos estados com energia mais baixa.

O modelo de Ising diz-se exactamente solivel se pudermos calcular exactamente a sua funcao
de particdo Z. Apesar da sua aparente simplicidade, de momento apenas se sabe que o modelo
unidimensional e o modelo bidimensional, na auséncia do campo externo B, sao exactamente
soltveis! E claro que a dificuldade reside no facto de o nimero total de configuracoes, 2V, ser
muito grande quando N é grande.

A titulo de exemplo, analisemos o modelo de Ising unidimensional linear, também chamado
cadeia linear de Ising, na auséncia do campo B (isto é, fazendo B = 0), e com apenas dois spins
(N = 2) (com condigoes de fronteira livres). Neste caso, hd quatro configuracoes possiveis, que
representamos por:

o1 ={1, 1t ={+1,+1} ¢ ={T,
g3 ={l, 1} ={-1+1}  da={l,

—

p={+1-1}
p={-1,-1}
cujas energias sao:

H(p1) = H(ps) = =T, H(d2) = H(ps) = +T

A correspondente funcao de particao é dada por:

2y = T e PT pePT BT
= 2ef 427K, ondeK = (37
= 4cosh(K) (1.9)

Analogamente, para um modelo linear com trés spins (N = 3), h4d 23 = 8 configuracoes
possiveis e um célculo directo mostra que:

Zy = 22K 492K 1y
= 2(ef +e75)2 = §(cosh BJ)?
(ef + e %) 2y = (2cosh K) 2, (1.10)

Esta tultima relagao entre Z3 e 25, sugere a seguinte férmula de recorréncia (para o modelo
de Ising linear com condigoes de fronteira livres):

Zy = (2cosh K) Zy_ (1.11)

que pode ser verificada com um calculo simples. Portanto:

Zn(B) = 2N (cosh K)N -1, K

BT (1.12)
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2 Observaveis

A funcao de partigao Z(8) = Z(beﬂ e BH®P) tem uma importancia crucial em Mecéanica Es-
tatistica, ja que quantidades observaveis macroscépicas estao genericamente relacionadas com
derivadas de Z.

Mas antes de vermos isto, convem interpretarmos os modelos que temos vindo a analisar, em
particular o modelo de Ising, de um outro ponto de vista. Para cada s € Z%, podemos definir a
variavel aleatoria spin em s, ¢4 : 1 — 7T, através de:

¢s(¢) - ¢(S)7 [ONSHY) (21)

Desta forma o modelo é visto como um campo estocdstico {pg}scza, definido no espaco de
probabilidade €2, munido da medidade de Gibbs.

Consideremos, em particular, o modelo de Ising, com a distribuicao de Gibbs, definida num
volume finito V' C A, usualmente um hipercubo [0, L]¢. Podemos entdo definir:

e Energia livre (de Boltzman) F(f):

F(B) = —5 log 2(B) (2.2)

e FEnergia livre por spin, no limite termodinamico, foo:

Por exemplo, para o modelo de Ising linear, tem-se:
1

foo(ﬁ) = —B A}Enoo % log |:2N (COSh ﬁj)N-1:|

= ; log (2 cosh .7 ) (2.4)

que é uma fungao analitica de § = 1/T', para T > 0, o que traduz o facto de que o modelo
de Ising linear ndo exibe transicdo de fase.

e Energia interna U = U(B,V,B,J) ... é o valor médio de H:

U= (H)s = (37 Lgea H(¢)e ) (2.5)

e Spin total ... é a varidvel aleatéria S = S(3, B,V,J) : Q — IR, definida por:
isto 6 S(¢) =D ds(d) = Y &(s) (2:6)

o Magnetizagao em s € V ... é o valor esperado da varidvel aleatéria ¢g:

M(s) = (ds)s = z(g) Loea $(s)e 747 (2.7)

Num modelo de Ising com campo externo varidvel B(s), e Hamiltoniano:

H(p) = —T > _d(s)p(s) — > B(s)d(s) (2.8)

[ss’] seA

um calculo directo mostra que:
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e Magnetizagao (total) M ... é o valor esperado do spin total S:

M = (S)5 = Ysev M(s) = Ysev (9s)5 = z(gy Loea Lsev d(s)e 7717 (2.10)

o Magnetizagao média por spin:

m= M= (5 dul (211)

Num modelo de Ising com campo externo constante B, e Hamiltoniano:

¢) =T Y d(s)6(s') = B ) ¢(s) (2.12)

seA

um célculo directo mostra que:

m= 155 (2.13)

Consideremos a magnetizagado média por spin como uma fungdo de 7' = 1/8 e B (con-
stante): m = m(T, B). Se, para uma temperatura constante 7', o limite de m, quando
B — 0, é nao nulo:

éiI_I}lO m(T, B) # 0, T constante (2.14)

diz-se que existe magnetizacdo espontanea a temperatura T. Para modelos de Ising, isto
acontece apenas para temperaturas 7', inferiores a uma certa temperatura critica T, (no
modelo de Ising unidimensional T, = 0, como veremos). Para T > T,, limp_,om(T,B) =0
e nao ha magnetizacao espontanea.

O fenémeno de magnetizagdo espontanea, para um certo T’ < T, indica que o estado de
equilibrio do sistema nao herdou a simetria Zo do Hamiltoniano (recordemos que, para
B = 0, H tem simetria Zy - permuta de spins up<down). Diz-se portanto que, para
T < T, a simetria foi quebrada espontaneamente. m serve de parametro de ordem (local),
permitindo distinguir as duas fases do sistema.

Quando T' — T, m anula-se. Em muito sistemas fisicos, em particular nos modelos de

Ising, anula-se como uma poténcia’:

m(T) ~ (T, —T)?,  quando T — T, (2.15)

onde ( é o chamado expoente critico de magnetizacao. Para o modelo de Ising bidimen-
sional 3 = 1/8.

o Magnetizagdo média, no limite termodindamico:

Moo = limyy| oo 17 (2.16)

2 S{mbolos de Landau:

— f(t) =0(g(t)), quando t — a, significa que f(t)/g(t) é limitada quando t — a.

— f(t) = o(g9(¢)), quando t — a, significa que f(t)/g(t) — 0, quando t — a.
— f(t) ~ g(t), quando ¢t — a, significa que f(t)/g(t) — 1, quando t — a.
— f(t) o< g(t) (proporcionalidade assintética), significa que f(t) ~ kg(t), para alguma constante ndo nula.
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o Susceptibilidade magnética por spin ... indica como a magnetizacdo média (por spin)
responde a um campo externo “infinitesimal”:

def om
YT 9Bl
8
= {05 - (903}
= P var
= V) (2.17)

Esta férmula mostra que a susceptibilidade magnética é proporcional a varidncia do spin
total e mede as suas flutuagoes.

3 Funcao de correlagao

Dados dois pontos quaisquer r,s € A, define-se a fun¢ao de correlagio Cg(r,s) através de:

Cp(r,s) = ($rds)p = 23 Lpea d(r)(s)e ) (3.1)

quer nao é mais do que a correlacao entre os spins em r e s, respectivamente, e portanto mede
a influéncia reciproca entre esses dois spins.

Os spins em r e s nao estao correlacionados quando (¢rds)s = (ér)s(ds)s. E por isso
preferivel medir a correlagdo entre os spins em r e s, através da funcao de correlagdo conezxa,
covaridancia ou fun¢io de Green Gg(r,s), definida por:

Gﬁ(rvs) = <¢r¢s>ﬁ - <¢r>5<¢s>ﬁ (3-2)

de tal forma que os spins em r e s nao estao correlacionados quando Gg(r,s) = 0.

Quando a distancia |s — r| cresce é de esperar que a correlacao decresca, para 3 = 1/T
constante. Por outro lado, a funcao de correlacao G(r,s), como fungao da temperatura 7' =
1/5, e para uma distancia |s — r| fixa, aumenta quando 7" — 0 (ou 8 — o0).

Num modelo de Ising com campo externo varidvel B, e Hamiltoniano:

H(p) = =T Y ¢(s)d(s') — D B(s)o(s) (3-3)

[ss’] sEA

um célculo directo mostra que:

2
Gﬁ(l‘,S) = —% (34)

E claro que, para o modelo de Ising, M(s) = (¢s)g = m, constante Vs € A, e Gg(r,s) =
(¢prps) g — m?2. Por invariancia sob translacgdes, é claro que:

Gp(r,s) = Gg(r —s)
e portanto basta considerar a funcgao:

rr) Y Gu(0,1) = (Godr)s — (Bo)s(de)s (3.5)
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A temperaturas muito elevadas, o que se espera é que as flutuacoes térmicas dominem a
eventual tendéncia que spins distantes tenham para cooperar. De facto, o que se observa é que,
para T > T, I'(r) decai exponencialmente com a distancia entre spins:

[(r) ~e &), para T > T¢ e |r| grande (3.6)

onde £(7T) representa o comprimento de correlagio do sistema. &(7T') é pois uma medida do
tamanho dos agregados de spins que cooperam entre si, i.e., que se correlacionam uns com os
outros. Para altas temperaturas, £(7"), medido em unidades da malha da rede, é aproximada-
mente 1. Para temperaturas 7' < T,:

L(r) ~ ($0)5, v >>1

Agora ja nao existem correlagoes de longo alcance e o sistema aparece magnetizado. Por exemplo,
no modelo de Ising I'(r) = G(0,r) é exponencialmente pequena.

Na temperatura critica T¢, I'(r) decai como uma poténcia da distancia |r| entre spins:

[(r) ~ |r|~(d=24n), para T' =T, e |r| grande (3.7)

onde 1 é um outro expoente critico (no modelo de Ising 2d, n = 1/4). Portanto, “apenas na
temperatura critica € que o sistema tem correlagoes de longo alcance”, facto que desempenhara
um papel essencial em QFT.

Para que as equacoes (3.6) e (3.7) sejam compativeis, é necessirio que o comprimento de
correlagao £(T) divirja, quando T — T}, isto é:

) ~ (T -Te)™ (3.8)

onde v é um outro expoente critico (¥ = 1 no modelo de Ising 2d).

Algumas conclusoes a tirar:

e Na temperatura critica T,, varias fungoes termodinamicas exibem um comportamento
singular (nao analitico).

e Este comportamento singular estd relacionado com correlagoes de longo alcance e com
grandes flutuacoes.

e O comportamento singular pode ser caracterizado por certos expoentes (ou indices) criticos.

e Embora no Hamiltoniano inicial apenas intervém interacgoes de curto alcance, podem
ocorrer fenémenos cooperativos que provocam correlagoes de longo alcance.

4 Matriz de transferéncia

Vamos agora expor o método da matriz de transferéncia que é o andlogo do formalismo opera-
cional em QFT.

Consideremos um intervalo “temporal” limitado I = [a,b] C IR, e uma subdivisao de I em

N subintervalos iguais, cada um com comprimento € = b_Ta. Designemos a rede assim obtida
por:

Ac={tp=a<ti=a+e<to=a+2e<---<t;=a+ie<---<ty=>b}
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Suponhamos que a rede original A, é do tipo A = A X S, i.e., é composta por N + 1 secgoes,
S; ={ti} x8,i=0,---,N, onde S pode ser um ponto, uma rede linear, plana, etc...

Para cada configuragao ¢ € €2, designemos por:
o = d)’tz‘XS

a restricao de ¢ a secgao S;, de tal forma que o;(s) = ¢(t;,s), s € S, e suponhdmos ainda
que as interaccoes ocorrem apenas dentro de cada seccao e entre secgoes vizinhas S; e ;1. O
Hamiltoniano de uma configuracao ¢ = {o¢, 01, --,0n} €  pode entao ser escrito na forma:

H(p) =X N5 (i, oir1) + Xy V(o) (4.1)

Suponhamos, em primeiro lugar, que fizrdmos as configuragoes de fronteira og e on. A
funcao de particao correspondente é entao dada por:

Z(onlog) = Z e_ﬁ{zio V(O’i)-&-ZiV:;lE(O'i,O'Hl)}
{01, ONn_1}
_ ST e VIO 2BV 2G0T V(O 2] BV 2 T V(@2

(O1, - ONn_1}
e e BVON-1)/2+E(O N-1,0N)+V(O N)/2} ,—BV(O N)/2

= e AV(O0)/2 Z T(oo,01)T(01,03)---T(on_1,0n)| e PVON)/2 (4.2)
{01, O0N_1}
Por outro lado, se supomos condicoes de fronteira periédicas o9 = oy, € se SOMArmos
também sobre as configuragoes og = o, obtemos para a correspondente funcao de particao:
sl Y A )
{00, ,OnN-1}
— Z e PV(00)/2+E(00,01)+V(01)/2} ,—B{V(01)/2+E(01,02)+V(02)/2} |

{00,,ONn-1}
e e BIVON-1)/2+E(O N-1,00)+V(00)/2}

Y T(co,01)T(01,03) - T(oNn-1,00) (4.3)

{00,,O0N-1}

onde:

V(o) + V(Uz‘+1)} (4.4)

T(oi,0i11) = exp—f3 {8(0i70i+1)+ 5

E conveniente interpretar as férmulas (4.8) e (4.3) com o formalismo seguinte - consideremos
um espago vectorial V, gerado por todas as configuragoes possiveis o : & — 7, para as quais
usamos a notacao de Dirac, notando-as por |o). Neste espago definimos um operador T, chamado
operador de transicdo, cuja matriz de transferéncia, na base {|o)}, é definida por:

(o|T|o") = T(0,0") = exp —3 { (o, o) + LTI (4.5)

Com este formalismo a funcao de particao (4.3) pode ser escrita na forma:

ZN(B) = > {ooTlo1)(o1|T|os) - - (on-1|T|o0)

{0'07..‘70'1\,_1}
= Y {o0|TV|o0)
{00}
= trTV (4.6)
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obtendo-se assim o importante resultado:

Zn(B) = tr TN (4.7)

Analogamente, (4.8) pode ser escrita na forma:

Z(on|og) = e~ BV(00)/2 |: Z T(oo,01)T(01,02) - T(eN_1,0N) e~ BV(ON)/2
{o1,ON_1}
— e BV(00)/2 Z (00| T|o1 (01| T|og) - - - (o n_1|T|on)e PV ON)/2
{01, 0N-1}

— e {_ﬁV(cro) + V(UN)} S (oo|Tlon)(o1|Tlos) - (on 1| Tlow)

2 {o1,,0Nn_1}

V(og) + Vioyn _
— oo{-0 (o) * VL )} (oo TV o) (4.8)
A matriz T é simétrica e portanto diagonalizdvel com espectro real A\g > Ay > --- > Ap,

onde D = dim V. Portanto a fungao de particao (4.7) é dada por:

Zv(8) = TP, (W)Y (4.9)

Além disso, como todas as entradas da matriz T sao positivas, segue-se, do Teorema de Perron
Frobenius®, que o valor préprio maximo g é niao degenerado (o seu espaco préprio tem dimensao
1) e é uma fungao analitica dos seus argumentos. Em particular, no caso presente, A\g é pois
uma funcao analitica de § =1/T > 0.

Se agora tomamos o limite termodinamico parcial, fazendo o nimero de secgoes N tender
para oo, obtemos para a energia livre parcial (por secgao):

—pFp(p) = Jim 2D
— lim g | A S A /o)
= Jm 7 log iAg 1+;( 1/Xo)

1
= 1 lim —1
ogA0+N£r3)ON og

D
L+ Z(/\l//\O)N]

i=1
= log Ao (4.10)

Para sistemas cuja dimensionalidade ¢ é superior ou igual a 2, devemos calcular um segundo
limite, quando D — oo, para calcular o limite termodinamico real.

> Exemplo 4.1 (Modelo de Ising 2d) ... Como exemplo concreto, consideremos de novo
a rede bidimensional quadrada Ay = {(i,5) € Z2:0<i < N—1,0 < s < M —1}, com condicoes
de fronteira periddicas:

$(0,5) = B(N,s), §=0,2,---,M—1
¢(170) = ¢(17M)7 1207277N_17 V¢
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o que equivale a considerar uma rede toroidal com M N pontos (o chamado “Toro de Ising”),
com Hamiltoniano:

M—1N-1 N—1M—-1 N—1M—1
H¢)——j<zz¢(i,s) (i+18)+ > o(i,s)¢ (i,s+1)>—B (i, s)

s=0 =0 i=0 s=0 =0 s=0
(4.11)
Para cada configuragdo ¢ : Ay — {£1}, e cada i = 0,---, N — 1, representemos por o; a
restricao de ¢ a secgao (a coluna) i da rede, de tal forma que:
oi(s) = &(i, s), s=0,---,M—1 (4.12)

Para cada i fixo, existem 2™ configuracoes o;, e portanto o espaco vectorial V = span{|o)}
tem dimensdao D = 2M. Cada uma tem a sua prépria energia dada por:

M-1 M—1
V(Ul) = -J Z ¢(i,8)¢(i,$+1)—B Z ¢(i75)
s=0
M-1
= -J Z oi(s)oi(s+1) - B Z oi(s) (4.13)

bem como uma energia de interaccao com a seccao vizinha ¢ + 1, dada por:

M—
5(0i70i+1) - _jz ¢(i78)¢(i+178)

-J Z oi(s)ois1(s (4.14)

O Hamiltoniano (4.11) pode entao ser escrito na forma (4.1):

N-1

V() + E(0i,0141)] (4.15)
1=0

e portanto a funcao de particao na forma:

Zy(B) = tr TV (4.16)
Aqui V é o espaco vectorial gerado pelas possiveis D = 2M configuracoes o; (para i fixo), e a
matriz de transferéncia é a matriz 2" x 2™ definida por (4.5), isto é:

(0|T|o") = e PV(@)/24E@a)+V(0)/2) (4.17)

onde V e € sao dadas por (4.13) e (4.14), respectivamente. Para prosseguir a andlise temos que
calcular o valor préprio méximo de uma matriz simétrica 2M x 2M1.

O calculo anterior pode ser generalizado para dimensdes superiores. Assim por exemplo,
para redes ctibicas tridimensionais, definimos as configuracoes o ;, em cada plano bidimensional,
reconstruindo a rede pelas suas seccoes planas. Agora V(o ;) serd a energia do plano j enquanto
que £(oj,0;41) representa a energia de interacao entre dois planos vizinhos.
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> Exemplo 4.2 (O anel de Ising) ... Para M = 1, temos um anel de Ising, e a matriz T
é a matriz 2 x 2, dada por:

(o|Tlo’) = eBIo0'+BB(0+0")/2
6K00/+h(0+0')/2 onde o, o =41 (418)
isto é:

(-1T|-1) (-1T|+1)
(+1]T) = 1) (+1|T|+1)

€K_h 6_K

- [QK emh] (4.19)

(onde pusemos K = J e h = B). Os valores préprios sao:

Ao, A1 = eX cosh(h) £ \/62K sinh?(h) + e2K

Em particular, para h = 0:
Ao = 2cosh K, A\y = 2sinh K
e a fungao de partigao é portanto, por (4.9), igual a:

ZN(Kh=0) = ()Y + ()"
= (2 cosh K)N + (2 sinh K)N (4'20>

Se N ¢é muito grande, o primeiro termo é muito maior que o segundo e portanto, no limite
termodinamico, como se viu em (4.10), tem-se que:

1
~Bloo = lim —log Zy(K,0)

N—oo

log A\g
= log(2cosh K) (4.21)

No caso geral, a energia livre por spin fs, no limite termodinamico, é dada por:

. 1
(K ) = Jim ~-log Zx(5)
= log )Xo
log[eX cosh(h) + (2K sinh?(h) 4 e=2K)1/2] (4.22)

Calculemos agora a média de um observével X, que depende de um sitio fixo r € S; (por
exemplo X, = ¢, ), usando o operador de transicao T : V — V:

(%) = 375 3 X (e (4.23)
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onde H(¢), para ¢ = {0g,01,---,0n-1} € Q, é do tipo (4.1):

N-1
H(@) =Y V(o) +E(0i0i1)]
=0

e estdmos a supor que o9 = oy e que 7 C IR.

Procedendo de forma andloga & que foi usada para deduzir (4.8), podemos escrever:

<Xr>[3 = Z () BZ [ ‘71)+5(sz’z+1]

{o0,soNn—-1}
1
— g Z e~ B{V(00)/2+E(00,01)+V(01)/2} | | X(r)e—ﬁ{v(di)/2+5(0ix0i+1)+V(0i)/2} ..

{o0,+on-1}
.o~ BV(on)/2+E(oN,01)+V(01)/2}

= Zi Y (oolTlon) - (051 |T|os) X (r) (03| T|oiga) - - (o 1| T|oo)

{o0,,on—1}
(4.24)
Se Xy : V — V é o operador diagonal que representa o observéavel local X,.,de tal forma que:
Xylo) = X (r)|o) (4.25)

podemos escrever (4.24) na forma:

(Xe)s = 25" D {00lTlor) - (0i-1|TXc|o3) (03| T]oiy1) - - {on—1|T]oo)
{00, on—1}

= Zy e T'X TV

e como o traco é ciclico e atendendo a que Z = tr TV, obtemos finalmente:

tr (TN X,
(Xe)p = L) (4.26)

Calculemos agora as fungoes de correlagao usando o operador de transicao T. Consideremos
dois sitios r € S;, na secgao i, e s € Sj1y, Na seccdo i+ n, e calculemos a correlagao (¢ rPitn.s) 3
usando o operador T : V — V:

<¢z r¢z+n s - Z ¢ Z I‘ Z + n, S)e_’gH(¢) (4.27)
d)EQ

onde H(¢), para ¢ = {0g,01,---,0n-1} € , é do tipo (4.1):

N—

>_A

{ o) + &( O'Z,O'Hl}
i=0

e estdmos a supOr mais uma vez que og = oy e que 7 C IR.

Procedendo de forma andloga a que foi usada para deduzir (4.8), podemos escrever:

(PirPitns)s = Z oi(r)oitn(s)e BZN 1 [V(Ui)Jrg(Ui’UHl]

{00, ,on-1}
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= L Z e—BV(00)/2+E(00,01)+V(01)/2} |, 'O'i(I‘)e_ﬂ{v(”i)/2+g(‘77?7‘777+1)+v(0i)/2} o
ZN
{00, on-1}
R O-H_n(S)e*Q{V(m+n)/2+£(di+n-,07:+n+1)+V(cri+n)/2} . e*ﬁ{v(gN_l)/2+g(gN_l7UO)+V(UO)/2}

= ZL Y (ool Tlon) - (oi-1|Tlos)os(x) o3| Tloiga) - -

{o0,,on—1}
=+ (Oitn—1|T[0i4n)0i4n (8)(Oitn| T|0itn+1) - - - (on-1|T|o0)
(4.28)

Definindo um operador diagonal S, : V. — V, através de S;|o) = o(r)|o), podemos escrever
(4.28) na forma:

1
(Pipditns)s = Zo Z (00| T|o1) - (¢i—1|TSe|os)(#i| T|ois1) - -

{o0,;,on-1}
A Ditn—1|TSs|0i4n) (Titn|T|Ciznt1) - - - (on-1|T|00)

1 . )
= ——trT'S, TS, TN (+n)
ZN

e como o traco é ciclico e atendendo a que Z = tr TV, obtemos finalmente:

tr (S: TS TN -
<¢i,r¢i+n,s>ﬁ = % (429)
> Exemplo 4.3 ... Como aplicacao, analisemos agora o caso do anel de Ising com N spins,

com campo externo nulo (h = 0), por simplicidade. Por invariancia sob translacc¢oes, basta
calcular (¢pp¢y,). Com o Hamiltoniano dado por (1.5), vem que:

tr (SoT™S, TN ")
tr TN

(P0bn)|(kp=0) =

tanh” K + tanhV " K
1+ tanh K
— tanh" K, quando N — oo (4.30)

De facto, para h = 0 a matriz de transferéncia é:

l el ek

T=T(K)=| _x & ]:eKl—ke_KO'l

& e

onde usamos as chamadas matrizes de Pauli o1, 09, 03, definidas por:

0 1 0 —i (1 0
01—[10‘|, 0'2—[@. O], g3 = 0_1] (4.31)

T é simétrica e pode ser diagonalizada pela matriz ortogonal:

1 1]

V2 V2|11

U:1(1+i02):1[

obtendo-se:

UTU ! :eK1—|—e_K0'3:2 l cosh K¢ 0 ]

0 sinh K
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Por outro lado, o operador de spin é representado pela matriz os:
So = Sn = 03

€ Como:

_ 0 1
U7'3U1:[1 o]

obtemos finalmente que:
tr (SoT™S, TN")
(G0bn)l(kh=0) = TN
tr [(UrgU~1)(UTU-})"(UrgU~})(UTU- )N 7]
tr (UTU 1)V
tanh” K + tanh™ " K

14 tanh™ K
— tanh" K, quando N — oo (4.32)

Portanto;
I'(n) = G3(0,n) = (popp) = tanh" K (4.33)

e o comprimento de correlagao é:

¢l = lim (—1logF(n)>

n—00 n

n—oo

1
= lim (— log tanh™ K)
n
= —logtanh K
isto é:
()= — 1+
~ —logtanh K’
Note que £ — oo, quando T" — 0, o que significa que a transicao de fase dd-se a temperatura
nula, enquanto que £ — 0, quando 1" — oo.

K=J/T

5 Modelo de Ising 1d. Formalismo operacional

Como vimos, a funcao de particao pode ser escrita na forma:
Zy =tr TV

Se T tiver todos os valores préprios positivos, podemos definir um Hamiltoniano “quantico”

H:V — V, através de:
T=¢H (5.1)

onde, por conveniéncia posterior, se fez intervir o valor € da malha da rede “temporal”.

> Exemplo 5.1 ... Por exemplo, no anel de Ising, supondo que h = 0, por simplicidade, a
matriz de transferéncia é dada por:

T =
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onde usamos as chamadas matrizes de Pauli o1, 09, 03, definidas por:

0 1 0 —i 1 0
Como os valores proprios sao positivos, podemos escrever:
T=cH=1_cH+o(

onde:

H=kl+ Ko | (5.3)

Calculando —eH = log T, concluimos que:

i log tanh K
ke = — log o2 Kr= 28R (5.4)
2e
Para e = 1, a relacao entre K e K* é particularmente importante. Pode ser escrita na forma
simétrica:
(sinh2K™)sinh K =1

0 que mostra que, se definirmos:

K* =D(k) ¢ _lostannK (5.5)

entdo D(D(K)) = K, isto é, D é uma dualidade.
_}

Continuando - uma vez escrita a matriz de transferéncia na forma T = e~ H

particao é dada por:

, a funcao de

tr TV = tr (e_EH)N = tre Vel (= e BFN)
= Yo Nhe (Bo<Ey<Ex<--)

ZN

(5.6)

onde F, representam os valores préprios de H, a que chamamos niveis de energia, cuja relagao
com os valores préprios A, de T é:

E, = —%logx\a (5.7)

Em particular:
1
EO = —— log )\0
€

¢é o nivel mais baixo da energia ou energia do vdcuo.

Definindo o “tamanho” L, do “eixo temporal”, por:
L = Ne (5.8)

de tal forma que N = L/¢, podemos ainda escrever:

Z = Za e LEa (59)
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Note que L é o inverso da temperatura L = 1/T. Quando N é muito grande (e € constante), a
soma é dominada pela energia do vacuo Ey, de tal forma que a energia livre é:

—ﬂf]\[ = IOgZN = —N6E0

Em particular a energia livre por spin fs, no limite termodindmico, é dada por:

—Bfc (K, h) = log Ao = —€Ej (5.10)

A primeira correccao, devida ao tamanho do sistema, é dada pelo nivel seguinte de energia
FEj e é:
—BFy =log Zy = —NeEy + e NelFi=Fo) 4 ... (5.11)

Esta igualdade (5.11) diz-nos que, se o salto de energia*:

def Ey — Ey

for estritamente positivo, entdo o termo de correccao e Ve(E1=Eo) decai exponencialmente com

o tamanho do sistema. Esta é a primeira manifestagdo de uma relagao geral entre correlagoes
espaciais e o salto de energia m. No anel de Ising, as correlagoes sao provocadas pelas condigoes
de fronteira peridédicas, que relacionam pontos a uma distancia L = Ne, onde € > 0 é a malha
da “rede temporal”.

Definindo o comprimento de correlagdo ou coeréncia &, através de:

€= qmim = (5.12)

podemos escrever o termo de correc¢ao na forma:

e~ Ne(B1—Eo) — o=N/¢ (5.13)
Note que, quando m — 0 (com e fixo), o comprimento de correlagao £ diverge para oo, e
vice-versa.

No anel de Ising (com h = 0), o comprimento de correlagao é:

1 1 1

&= e(Ey — Ey) - —e(log A1 — log o) - ~elogtanh K

(5.14)

As regioes onde o comprimento de correlagao £ é muito grande adquirem especial significado,
porque sao estas onde podemos ignorar a existéncia de uma discretizagao. Por outras palavras,
se olharmos para regides onde as correlagoes envolvem distancias muito superiores a malha da
rede €, entdo a rede fica “escondida” pela escala enorme dos efeitos que estdmos a considerar.

Nao esquecamos que um comprimento de correlagao £ muito grande estd ligado a uma pe-
queno salto de energia m = FE; — Ey. Portanto, os sistemas de interesse do ponto de vista da
QFT, sao aqueles em que m = E; — Ey é muito pequeno.

Consideremos agora a média de um observavel X, que depende de um sitio fixo r € S; (por
exemplo X, = ¢,), que, como vimos na secgao anterior, é dado por 4.26):

ot (TVX,)

(Xe)s = — TN (5.15)

Yenergy gap
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Substituindo nesta expressao T = e~H, vem que:

(Xr)p Zuttr (TVX,) = 25 tr (e VHX,)

= 2y Y e NEe(alX ) (5.16)

onde {|a)} representa uma base de vectores préprios de H. Quando N é muito grande, a soma
é dominada pelo nivel mais baixo Ey, de tal forma que, no limite:

(Xr)s = (01X,]0) (5.17)

isto é: mo limite termodinamico, a média de um observdvel estatistico, € igual ao valor do
elemento diagonal do correspondente operador quantico, no estado de vdcuo.

Como exemplo, vejamos o valor da magnetizacao em 7, no anel de Ising. Aqui X, = ¢, e
X, = o3. Portanto, por (5.16):

tr (e~ Nelgy)

(Pr) = Tor (e NeH)
tr (efNG(kelJrK(*O'l)o-:i)
I (e Ne(k1TK:01))
B tr (e NeK"T1g3)
- tr (e—NeK*0'1)
=0 (5.18)
ja que (ver (5.4)):
1 inh 2K log tanh K
H:kel—l—K:Ul:—logsm 1 et o1

2 2¢

Calculemos agora (¢o¢n)|( p—g), mas substituindo T = e~H em (4.29):

(bopn) = Zy'tr(SeT"S,TV™")
= Zyltr(Spe s, e~ (V-n)eH) (5.19)

Suponhdmos que {|a)} é uma base de vectores préprios de H, de tal forma que:
e~ H = Z ) (o] e=Fe e 1= Z la) (e (5.20)
(0% 0%

e ainda que Ey e E; sdo nao degenerados. Entao (5.19) fica na forma:

(podn) = 25D e”N=meba (q|Sge " HS, o) (5.21)

Suponhdmos que ¢ = dist(0,n) = ne esté fixa, e consideremos o limite termodinamico quando
N — o0. Nesse limite, apenas a energia do vacuo, Ey, contribui, de tal forma que podemos fazer
a substituicao:

e NH __ |0)(0] e cF0 (5.22)
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Portanto, nesse limite, a funcdo de correlacao simplifica-se na forma:

(dodn) = (0]Spem<(H-Fo)g, |0) (5.23)

Usando novamente o facto de que 1 =3 |a){«a|, podemos ainda escrever:

[0}

(Godn) = (0[S0]0)(0]S,[0) + D (0[So|cr)e™"Fa=F0) (oS, |0) (5.24)
a>0

Recordemos agora que (0/Sp|0) = (¢o), (0|S,|0) = (¢,) e ainda a definicao de fungao de
correlagao conexa ou funcao de Green:

G(0,n) = (¢odn) — (d0)(¢Pn)

Fazendo as correspondentes substituicoes, obtemos:

G(0,1) = Y 450(0|Sola)em<(Ea—E0) (a8, |0) (5.25)

Como Ey é a energia do vdcuo, a soma (5.25) contem exponenciais que decaem quando
n — oo (com e fixo). No limite, quando n — oo, apenas a exponencial e~ ne(E1—Eo) contribui.
Portanto, se o vacuo e o primeiro estado excitado sao nao degenerados, obtemos, nesse limite:

G(0,n) — (0|Sq[1)e(F1=E0)(1]S,,|0) (5.26)

isto é:

G(0,1) — (0[So[1)(1|S,|0)e” € (5.27)

recordando a definicao do comprimento de correlacao £ = m

Em EQFT, o salto de energia m = F1 — Fy é a massa m do quanta do campo - é a energia
de uma particula em repouso. A relacdo entre a massa e o comprimento de correlagao é pois:

£=— (5.28)

Quando & — oo, a massa m — 0 (para e constante). Por outras palavras os valores préprios
FE,,a > 2, desaparecem no ponto critico.
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6 Tabela de analogias entre EQFT e Mecanica Estatistica

Classica

H QFT Euclideana ‘ — ‘ Mecanica Estatistica Classica H
Campos quanticos + | Varidveis de spin
Fonte — | Campo magnético (B-campo)
Accao Euclideana < | Energia de configuracao
exp(—AtH) — | Matriz de Transferéncia

no caso de interacgoes de alcance finito

Integral funcional (Feynman)

Soma sobre configuragoes

Valor esperado do vacuo do campo

Magnetizacao

Funcao 2-pontual a momento zero

Susceptibilidae magnética

Massa fisica (energy gap)

(comprimento de correlacao) "

Teoria de massa nula

Teoria critica

Funcao Z geradora
de fungoes de correlagao

L RO A A O

Funcao de particao num
campo B, dependente da posicao

Funcao W geradora
de funcoes conexas de correlagao

!

Energia livre num
campo B, dependente da posicao

Funcao geradora
de vértices préprios

!

Potencial termodinamico, funcao da
magnetizacao
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