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1 Modelos. Exemplos

Consideremos a rede usual inteira A = Ay = Z% em IR?. A forma da rede ndo tem especial
significado no que se segue. Pontos em A serdo representados por s = (s!,s2,---,5%) € RY,
onde s' € Z, Vi. Consideremos além disso um espaco 7 (target space) que, nos modelos que
analisaremos, serd de um dos tipos seguintes:

e um conjunto finito, por exemplo, 7 = {—1,+1} no modelo de Ising, 7 = {0,+1} no
modelo de gaz na rede, 7 = {1,---, p} no modelo de Potts.

e um espaco homogéneo de algum grupo de Lie compacto, por exemplo, 7 = S™ = O(n +

1)/0(n).

e 7 =IR" para algum n > 1, nos modelos vectoriais.

Consideremos agora o conjunto:

I G (1.1)
de todas as configuragdes, isto €, de todas as aplicagbes ¢ : A —— 7. Para um subconjunto
V' C A, representamos por ¢y : V — 7, a restricao de ¢ a V', e por Qy o conjunto de todas as
configuracoes definidas em V.

Um potencial de interacg¢do J associa, a cada subconjunto V' C A, uma aplicacao [Jy definida
por:

Jv Oy — R (1.2)
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Se existir um R > 0 tal que Jy = 0 sempre que diam(V') > R, a interacgao diz-se de alcance
finito, e o infimo desses R's diz-se o raio de interaccao.

O exemplo mais frequente é o da interacao aos pares, isto é, Jy = 0, se |V| > 2 (onde |V| =
cardinal de V'), definido por:

Tes (@) T () () (1.3)

onde Jys é um conjunto de nimeros reais indexados pelos pares de sitios de A. Quando:
Jrs#0 seesbése |r—s|=1 (1.4)

a interacgdo diz-se entre pares de sitios vizinhos. Estdmos aqui a supor que 7 C IR", e que -
representa o produto interno usual em IR". E também frequente considerar um campo externo
(magnético) B : A — T e definir:

Tisi(@) = B(s)-o(s) (1.5)

Outro exemplo frequente é o de um campo livre de massa m, definido pelo potencial de
interacao J seguinte:

Te(@) = gm* b(s)

Ten(#) = 5 16() — $(o) (16)
Para cada sitio s € A, a soma:
U(é) = ¥ 575v(9) (17)
seV

feita sobre todos o subconjuntos finitos V' C A que contém s, diz a energia de interac¢do da
varidvel ¢(s) com as varidveis ¢(r), r € A — {s}.

Finalmente, a soma formal:

H(@) L S Us(o) (1.8)

chamémos o Hamiltoniano do sistema. H(¢) representa a energia total do sistema quando este
esta na configuracao ¢.

Seja {rr : r € Z%} o grupo das translaccoes espaciais da rede A, actuando no espaco de
configuracoes 2, através de:
(Te@)(s) = p(s — 1) (1.9)
O Hamiltoniano diz-se invariante por translacgoes, ou (espacialmente) homogéneo, se H(¢p)
H(re), Vr € Z% ¢ V¢ € Q. Mais geralmente, seja A, C A um subgrupo, e {7y : r € A,} o
correspondente grupo de translacdes espaciais. Se o indice de A, é finito, isto é, se Z?/A, é
finito, o Hamiltoniano diz-se A,-periédico se H(¢p) = H(mr¢), Vr € A,.

Suponhamos agora que um grupo GG actua no espago 7 e prolonguemos esta acgao ao espago
de configuragoes (2, através de:

(99)(s) = go(s), g€G, s €A (1.10)
O Hamiltoniano diz-se G-invariante se H(¢) = H(gp), Vg € G, V¢ € Q.
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> Exemplo 1.1 (Modelo de Ising d-dimensional) ... Aqui 7 = {—1,+1}, o espago de
configuracoes é:
Q=1{¢:A—{-1,+1}} (1.11)

e o Hamiltoniano é definido por:

def

H(o) —5 Lrsea J(r,8)6(r)o(s) (1.12)

onde:
J  ser e s sdo sitios vizinhos, i.e., [[r —s|| =1

J(r,s) = { 0 nos outros casos (1.13)

Quando J > 0 o modelo diz-se ferromagnético e quando J < 0 antiferromagnético. E claro
que o modelo é invariante por translaccoes e admite uma simetria G = Zs, isto é, H é invariante
pelo grupo com dois elementos: Id e a simetria 7 definida por (7¢)(s) = —¢(s).

O modelo definido pelo Hamiltoniano:

def

H(9) —5 Lrsen J (1,8)0(r)d(s) — Lgen B(s)(s) (1.14)

diz-se o modelo de Ising com campo externo B : A — IR. Neste caso, o modelo é invariante
apenas por translaccoes. Usualmente B = constante.

> Exemplo 1.2 (Modelo XY) ... Suponhamos que d = 2 e que 7 = S! (o circulo unitario

em IR? = C). E util imaginar uma configuracao como uma familia de vectores unitarios apoiados
em cada ponto s da rede e ver ¢(s) como o angulo orientado que o vector em s faz com a parte
positiva do eixo dos zx:

O Hamiltoniano do modelo XY é definido por:

Hg) © 1y coslg(r) — o(s)] (1.15)

onde a soma se faz sobre todos os pares de sitios vizinhos r,s € A. E invariante por translacgoes
e admite simetria continua G = U(1) = S.

> Exemplo 1.3 (Modelo O(n) de Heisenberg) ... Aqui 7 = S"! C R" é a esfera
unitaria em IR™ e o Hamiltoniano é definido por:

def

H(o) —5J Lpps O(r) - (5) (1.16)

onde a soma se faz sobre todos os pares de pontos vizinhos r,s € A. E invariante por translacgoes
e admite simetria continua G = O(n).

> Exemplo 1.4 (Campo escalar livre de massa m) ... Aqui 7 = IR e o Hamiltoniano
é definido por:

H(g) X

I sea i [b(s +en) — ¢(s)]” + 5 Taen m? é(s)? (1.17)
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> Exemplo 1.5 (Modelos de Biggs de interaccao em grafos [2]) ... Seja G um grafo
(simples) finito, V = V(G) e £ = £(G) o conjunto dos seus vértices e arestas, respectivamente, e
A um anel (cujos elementos representam algum tipo de atributos, cores, etc...).

O espaco das configuracoes é o conjunto de todas as funcgoes w : V — A:

0=0GA) ¥ 1wy a (1.18)
Portanto cada configuragdo associa uma cor w(v) € A a cada vértice v € V(G). Q é um anel
para as operagoes usuais de soma e produto de funcoes.

O objectivo é agora atribuir a cada configuracao w um peso estatistico que reflita a estrutura
local do grafo. Isto é feito da seguinte forma, de acordo com [2].

Consideremos o anel de todas as fungoes ¢ : £ — A:

def

o = B(G; A) (6:6 = A) (1.19)

Cada fungao ¢ : £ — A dir-se-4 um fluro em G, no sentido em que associa a cada aresta e € £(G)
um “fluxo” ¢(e) (um elemento do anel A também!). Defindmos de seguida um operador de
cobordo § : ) — P, através de:

(dw)(e) = w(v) — w(v) se e = (v,0) (1.20)

e consideremos ainda uma fungao I : A — IR, tal que I(a) = I(—a), Ya. Quando a configuragao
do grafo é w, (dw)(e) representa a diferenca dos valores de w nas extremidades da aresta e
e I[(0w)(e)] representara a intensidade da interacgao entre os dois vértices (v,v’) unidos pela
aresta e, quando a diferenca dos seus atributos é (dw)(e) = w(v) — w(v') € A%

Definimos agora a energia H(w), de cada configuragao w, através:

H(w) = Peee 1[(0w)(e)] (1.21)

e, finalmente, a funcao de particao do grafo, como habitualmente, através de:

Z5(8) = Y e

weN
— Y e M)

weN

= Y [Pt (1.22)

weN ec

Para relagoes interessantes entre Fisica Estatistica e Teoria de Grafos ver [3].

> Exemplo 1.6 (Modelo de Ising num grafo [3]) ... Consideremos de novo um grafo

G (simples) finito, e sejam V = V(G) e £ = £(G) o conjunto dos seus vértices e arestas, respec-
tivamente. Seja 7 = {—1,+1} e:

def
Q=QG) = {o:V—-{-1,+1}} (1.23)
o conjunto das configuragbes. A cada aresta e = (v, w) associdmos a interacgao Z,,, entre os
spins ¢, e ¢, definida por:
Tow = —Tow [¢(v)¢(w) - 1] (124)

2como I(a) = I(—a) é indiferente a orientacio do grafo.
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de tal forma que:

o 0 se o(v) = o(w)
v 2Tow > 0 se ¢p(v) = —p(w)

A energia de uma configuragao de spins ¢, sera:

Ho(¢)=— Y Tuwld(®)d(w) 1] (1.25)

e=(v,w)€E(G)

No conjunto Q das configuracoes, que tem 2! elementos, e para cada § = 1 /T >0 (T
chama-se a temperatura), consideremos a medida de probabilidade de Gibbs, pg, definida por:

o—AH(®) Lo
onde Zg(0) é a fungao de partigdo:
Zg(B) = e M@ (1.27)
PE

Quando a temperatuta é zero, T =0 (ou § = +00), apenas podem ocorrer as configuragoes
de vdcuo qﬁ(jf, nas quais todos os spins estao igualmente alinhados, isto é, ou ¢(v) = +1, Vv € V,
ou ¢p(v) = —1,Vv € V. O sistema diz-se totalmente magnetizado. De facto, H(qbac) = 0,
pp(95) = 1/2(B), e para f — oo a contribuicao de Z() estd toda concentrada no minimo de
‘H, isto em anE...

Para descrever o que acontece quando a temperatura sobe, convem definir:

e a energia livre:

7o) X Ligzp) (1.28)

e a energia média:

PEN
o~ BH(S)
- 2oy
~ S5 (1.29)

e a magnetiza¢do no vértice v € V(G):

(Do)g(B) = D ¢(v)ps(d)

(1.30)
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e a magnetizagdao (total):

Mg(B) = > (dv)g(B)

veV(G)
= Y (X o) ps(e)
o€ veV(G)
o—BH(9)
= v 1.31
g}(g@a ) Zz5 (1.31)
e 0 calor especifico:
Co(r) & 2 (1.32)

or

Quando a temperatura sobe, os estados de energia positiva comegam a ocorrer com proba-
bilidade cada vez mais elevada, a energia média cresce e a magnetizacao decresce.

De facto, é possivel mostrar que a energia média é uma fungao crescente com a temperatura,
mas a sua derivada em ordem a 7', o calor especifico, atinge um maximo ja que, a temperaturas
suficientemente altas, todos as configuracoes tornam-se igualmente provaveis nao sendo possivel
absorver mais energia aumentando a temperatura. Portanto o calor especifico é zero a altas e
baixas temperaturas e deve pois ter um méximo algures.

Quanto maior é o sistema mais acentuado é esse maximo. Para materiais ferromagnéticos,
com cerca de 10?3 dtomos, existe uma temperatura critica T,, na qual o calor especifico parece
divergir. Para calcular o calor especifico de um ferromagneto cibico, por exemplo, toma-se G
como uma rede cibica da lado N, portanto com N3 vértices, e calcula-se o limite termodinamico:

i OO
oT) = Jim (1.33)

Sob certas condigoes é possivel mostrar que isto é equivalente a tomar duas derivadas da
energia livre reduzida:

F(T)
f(T)= lim —— 1.34
> Exemplo 1.7 (Percolagao num grafo) ... Este exemplo nao é um modelo de interacgao

como os anteriores. Mais uma vez, consideremos um grafo conexo G (simples) finito, e sejam
YV =V(G) e £ =E(G) o conjunto dos seus vértices e arestas, respectivamente. Seja 7 = {0,1} e:

0=0G) © (w.e-{0,1n (1.35)

o conjunto das configuragoes. Numa configuragdo w, a aresta e € £(G) dir-se-4 fechada se
w(e) =0 e aberta se w(e) = 1. Consideremos a medida de probabilidade em {0, 1}, definida por
Pr{1} =pe Pr{0} =1 —p, e, em Q(G) = {0,1}¥9) a medida produto m,.

Dada uma configuragao w, seja:

A(w) CE = conjunto das arestas abertas, na configuracao w

F(w) CE = conjunto das arestas fechadas, na configuragao w (1.36)

Portanto:
mp(w) = pHAI(1 — p) 7 (1.37)
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Consideremos ainda o grafo G(w) = {V(G); A(w)}, em que o conjunto de vértices é o mesmo
de G mas o conjunto das arestas é apenas constituido pelas arestas abertas na configuracao
w. As componentes conexas deste grafo dizem-se os aglomerados (clusters) da configuracao w.
Dado um vértice v € V, C,(w) representa o aglomerado da configuracao w que contem v.

O que acontece é que, para grafos infinitos, existe um valor critico de p, digdmos p. €]0, 1],
que distingue duas fases distintas - para p < p., os aglomerados sao finitos, enquanto que, para
P > pe, 0 tamanho dos aglomerados torna-se ilimitado.

Designemos por Ng = Ng(p) a varidvel aleatéria N :  — IN:

Ng(w) = nimero de aglomerados, na configuracao w (1.38)
e por:
(N)(p) = D N(w)pI(1 —p)7 (1.39)
weN

o respectivo valor médio. Uma funcao que se torna singular em p., é o niumero médio por vértice:

k) = Jim S (1.40)

Para p = 0, os aglomerados sao os vértices de G, enquanto que, para p = 1, existe um s6
aglomerado que é o préprio grafo G, e o que se espera é que k(p) seja uma funcao continua de p
que decresce monotonamente de 1 para 0, quando p varia de 0 a 1.

> Exemplo 1.8 (Yang-Mills na rede) ... Consideremos de novo a rede A = Z¢, e seja £
o conjunto das suas arestas orientadas positivamente (pela orientacao usual de R?). Se e = (s, s')
¢é uma aresta orientada positivamente, isto é, s’ = s+e,, para algum p = 1, - - -, d, representdmos
por —e a aresta (s',s).

O espago 7 é um grupo de Lie G (por exemplo, SO(n)) e o conjunto de configuragoes é
agora constituido por todas as fungdes ¢ : € — G, que associam um elemento ¢(e) € G a cada
aresta e € £(G), e que satisfazem ¢(—e) = ¢p(e) L

Q={¢p:E—G: ¢(—e)=¢(e), Vec &} (1.41)

O Hamiltoniano de Yang-Mills é construido da seguinte forma - definamos plaqueta da rede
A = Z% como um circuito ordenado de vértices do tipo:

P=(s,s+e,s+e,+e,s+e,s) (1.42)
onde p,v=1,---,d e u # v. A cada uma dessas plaquetas associdmos o elemento de G:
Fu(s)=¢(s,st+eu)p(stey,ste,te)p(ste,+e,st+e)p(s+e,,s) (1.43)

e finalmente tomamos o traco (ou outro caractere de GG) e somamos sobre todas as plaquetas:

H(p) = =D trEul(s)
P
= =Y tr (Fu(s)F™(s)) (1.44)

seEA
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Este Hamiltoniano possui um grande grupo de simetrias. De facto, seja ¢ : A — G uma
fungao arbitraria (transformacao de gauge). Para e = (s,s’) € £, defindmos:

(9)(e) = g(s) " p(e)g(s)), e=(s,8), p€Q (1.45)

Entao cada somando na definicdo de H, e portanto H, é invariante sob a acgao de g. Portanto
‘H ¢é invariante relativamente ao grupo de simetrias de gauge:

G =[] G(s) (1.46)

sEA

Geometricamente uma configuracao de Yang-Mills pode ser interpretada da seguinte forma
(supondo que G = SO(n), por exemplo) - a cada sitio s da rede, associdmos uma cépia IRY, de
IR". Entao cada ¢(e), para e = (s,s’), é interpretada como uma isometria:

d(e) : R" ——~ IR, (1.47)

e a configuracao completa ¢ = {¢(e)} como uma conerdo entre todos esses espagos Ry. O
Hamiltoniano fica invariante se qualquer dos IR} é transformado por uma isometria g(s) €

SO(n).
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