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benvindas.

1 Analise em redes finitas

O espacgo de funcgoes complexas numa rede. Consideremos uma rede
cibica (finita) A em d dimensoes, com malha ¢ e lados L:

A=¢eZ/LZ" .
Para isto fazer sentido, é obviamente necessirio que % seja um inteiro: de

facto o nimero de pontos em cada direccao de coordenadas é % e portanto

. , d . ,
o numero de pontos de A é |[A| = (%) . Vamos ainda supor que % é par,

para podermos considerar a rede simétrica em torno de 0 € A, escolhendo
coordenadas z = (z1,...,x4) tais que
L L
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e cada zj, é um multiplo de € para k = 1,...,d. O espago de configuracoes
(campos) serd o conjunto de func¢oes complexas definidas em A:

Q={f:A—C},

por outras palavras, tomamos o espaco de chegada 7 = C.

A primeira observagao trivial (mas fundamental) é que €2 é um espago
vectorial de dimensdo finita. Para exibir uma base de () definimos primeiro
funcoes d5 por

1 sex=vy,

0 sex#uy. (1.1)

5A(x>y) = €_d5x7y == E_d {

onde 4, , é o delta de Kronecker e o factor de e7 serd explicado em breve.
Para cada z € A definimos agora uma funcao da ,: A — C da seguinte forma:

dax(y) = dalz,y) - (1.2)

Entao temos para qualquer f: A — C que
Fly) =Y f(@)oa(z, y)et (1.3)
TzEA
para cada y € A. Equivalentemente,

F=Y f@)rae (1.4)

TEA

Por outras palavras, as fungoes d, ,£? formam uma base do espago vectorial
)= CA e f(z) é a x-ésima coordenada do vector f € 2 nesta base. Assim

2 tem dimensao |A| = (f)d.

Para uma fungao f: A — C definimos a derivada discreta por

d-f(z) = (den f(2), ... der f(2)) (1.5)

onde a k-ésima derivada parcial (discreta) é

flz+eex) — f(x) .

£

de e f () = (1.6)

Aqui {eq,...,eq} é a base candénica de R? e assim ee;, € A.
9 ?



Calculo Integral. Podemos definir uma medida de contagem em A por

p({z}) =<, (1.7)

para cada x € A. O factor ¢ corresponde a interpretacio de A como uma
aproximagao de malha € a um continuo. Entao o integral sobre A de f: A —

C ¢ a soma finita
/f Jdz =" f()e (1.8)

FASIAN

e a férmula (1.3) pode ser escrita

= / f(2)opy(x)de (1.9)
A

Vamos agora introduzir um produto interno (hermiteano) em  por

= S T@)e(e)e _/f (1.10)

zEA

onde m significa a fun¢ao complexa conjugada de f(x). Note-se que este
produto interno ¢ antilinear na primeira variavel e linear na segunda como
¢ habitual na fisica, e que este produto interno é simplesmente o produto
interno L? associado & medida p definida em (1.7).

Fazendo o produto interno de duas fungoes d definidas em (1.2) obtemos
(Oa2s Ony) = Ouye ™. (1.11)

Portanto as fungoes {dp, | = € A} formam uma base ortogonal de 2 e as
fungoes {265, | = € A} formam uma base ortonormal.

Temos uma espécie de “Teorema Fundamental do Célculo” discreto: se a
dimensao de A é d = 1, entad

[ogar = IOy gy

TEA

porque a soma sobre A é telescopica. Como estamos a considerar uma rede

periédica, temos f (%) =f (—%) e logo

/dafdx:(). (1.13)
A



Operadores lineares. Considere-se agora um operador linear A: 2 — €.
Os elementos da matriz de A sao definidas pela férmula

(Af)(x) = / A ) fady =S Ay fet . (114)

Chamamos a A(z,y) o nicleo integral do operador A. Note-se que os A(z,y)
sao as entradas da matriz de A relativamente a base {J, .} na primeira cépia
de Q e & base {€5,} na segunda cépia de Q (cf. (1.4)). Para f = da,
tem-se

(Adpry)(z) = /AA(x,z)éA,y(z)dz = A(z,y) (1.15)

e fazendo o produto interno de Ad,, com d, , obtemos a expressao do ele-
mento da matriz A(x,y):

(OAz, Adpy) = / Irnz(2)A(z,y)dz = Az, y) . (1.16)

A

Como um primeiro exemplo calculemos o nicleo integral de A = d.: Q0 —
Q2 no caso d = 1:

A(z,y) = (0rz, de0On y)
/ S (2)d-0n  (2)d

/5Ax Hoay(z +e) = day(2))dz
(5/\ y(T+€) = dny(x))
e (Oale +e,y) = da(z,y)) (1.17)

onde usamos que 0 . (y) = 0a(z,y).

Podemos também calcular (f, Ag) para duas fungdes f,g € €2, usando
(1.14):

(. d9) = [ T(Ag)(a) da

//f g(y) dy) dz .

O Laplaciano. Para definir o Laplaciano numa rede, introduzimos primeiro
um operador d?, : 2 — ) fazendo

(1.18)

flz —eex) — f(x)

€

dZ pf(x) = (1.19)



para k=1,...,d.

Podemos considerar campos f: A — C™ da forma f = (f..., f) onde
cada f; € Q. A derivada d.f = (d.1f,...,d.4) é um exemplo de um tal
campo com valores em C?. Podemos alargar a definicao do produto interno

a tais campos fazendo
— /A (Z mgz(@) dx . (1.20)
i=1

Defina agora d*: {f: A — C™} — Q2 por
f=U o fm) =it dL f (1.21)
Proposicao 1.1. Os operadores d. e d} sao adjuntos:
(f,deg) =(dZf, g) - (1.22)

Demonstracao. E suficiente considerar o caso d = 1. Temos que

(f.d-g) = fl@)e (9(z +e) — g(2)) ,

zEA

(dif,g) = e ' (flo—e) = fx))g(x) .

zEA

Logo ¢ suficiente ver que

Y f@gx+e)=> fle—egx),

zEA TEA

o que ¢é claro pela periodicidade das fungoes f e g. O
O Laplaciano, A: 2 — € é definido como o operador
A=dd:Q—Q. (1.23)

Mais explicitamente:

= %Z flx+eey) — flz—eep)) . (1.24)

£
k=1



Note-se que
(f,Af) =(d-f,d-f) >0, (1.25)

ou seja, A é um operador positivo. Analogamente vemos que A é auto-
adjunto:

(f,Ag) = (Af,9) (1.26)
para f,g € .

Podemos encontar o nicleo integral do Laplaciano da seguinte forma:
A( ) 5/\ \T) A(51\ y>

/6Aw 2)Abp ,(2)dz

= Aday(2)

1

= 5D (20a(5.y) = da(w +cer,y) — ale —cery)) . (1.27)
k=1

2 Analise de Fourier numa rede

A anélise de Fourier pode ser vista como uma mudanca de base em (). Para
isso vamos considerar a rede dual de A, definida por

2
A* — _Wzd/ Zd

A rede A* tem lados 2?” e malha 2% e logo o nimero de pontos de A* é

A°| = (%) _ (5) Al (21)

o mesmo que o numero de pontos de A. Usaremos coordenadas p = (p1,...,pn)

em A* que satisfazem
T T
—— S < <.
€ €

Para cada p € A* defina-se uma funcao ¢,: A — C por
¢p(1) = P (2.2)
onde p-x =p1x1 + -+ parqg parap € A" e x € A.

Proposigao 2.1. As funcgoes {¢p,: A — C | p € A*} sdo ortogonais e a
norma de ¢, € ||¢,| = VL.



Demonstracgao. E suﬁciente considerar o caso d = 1. Note que para p,q € A*
se tem g —p = m T para um inteiro m com |m| < L. Para m # 0 temos
entao

<¢p> ¢q> = Z e Pree

zeA

(L/e)—1

— Z ila—p)ne
n=0
L (ei(qu)E)L/E — 1
géf ei(q—p)a —1
e27rim -1

[série geométrical

e2mime/L _

S

Para m = 0 obtém-se

L
¢p>¢p Zelpx ipe :—8—L.

TEA

]

Coroléario 2.2. As fungoes {¢,: A — C | p € A*} formam uma base
ortogonal de ).

Demonstracao. Pela Proposigao as fungoes ¢, sao linearmente independentes.
Como o numero destas fungoes é |A*| = |A|, que é igual & dimensao de €2,
concluimos que formam uma base. O

Vamos agora escrever uma fungdo f: A — C na base {¢, | p € A*}:

F=> fweé, L™, (23)

pEA*

onde definimos a transformada de Fourier discreta de f por

F0) = (6, ) =D fla)eP7et . (2.4)

z€EA

Na notagao integral (2.4) fica



O espacgo de Fourier e inversao. O espaco de Fourier é o espaco de
fungoes complexas definidas em A*:

QO ={¢: A* - C}. (2.6)

Recorde-se que a malha de A* é 2{ e logo seria natural definir o integral em

Q' por [,. é(p)dp =D A é(p) (Qf)d. No entanto vai ser mais conveniente
definir

N d(p)dp =D o(p) L™, (2.7)

peEA*

para ¢: A* — C. Com esta definicio (2.3) é equivalente a formula de in-
versao,

f@)= [ iy (2.9

(Note-se a auséncia do facto (27)~¢ no segundo membro.) Podemos entao
afirmar que a transformacao de Fourier é um isomorfismo linear

CI>:{f:A—>C}—>{Af:A*—>C}, (2.9)
f=17

cujo inverso é definido por (2.8).

A titulo de exemplo, vamos calcular a transformada de Fourier de dp ,:

bra(p) = / 5, L (y)dy
A

—ip-x

(2.10)

=e
Também podemos facilmente calcular a transformada de Fourier de ¢,:

o = Onep - (2.11)

O produto interno em ' = {¢: A* — C} ¢

@0 = [ S = Y SpimL (2.12)

Definam-se fungoes dp-,: A — C por

O+ p(q) = Oa-(p, q) = LUy q . (2.13)



Estas fungoes tém a propriedade

o(p) = | &(q)drp(q)dg - (2.14)

Uu(p) = e P, (2.15)

tem-se o
(Vs ) = 7900y = Oa(2,9) (2.16)

para z,y € A. Este resultado é andlogo ao da Proposigao 2.1, que podemos
escrever como

(Dp, Dq) = 0+ (P, q) - (2.17)

Recordando (1.11) vemos entdo que a transformada de Fourier envia a
base ortonormal {%/24, .} de © na base ortonomal {e%?3,} de ©'. Resu-
mindo estes resultados temos a seguinte Proposicao.

Proposicao 2.3. A transformagao de Fourier é um isomorfismo unitdrio
entre Q0 e Q'. Em particular, para f,g: A — C tem-se (f, g)a = (f, )+, ou,
equivalentemente,

[ T@trts = [ Fwatids (2.18)

O nicleo integral de um operador no espago de Fourier. Seja A: Q) —
Q2 um operador linear. Entao o operador correspondente A: ' — ' no
espago de Fourier é definido pelo diagrama comutativo

0O -2, 0

q{ q{ (2.19)

o i) Q/7

onde ®: Q — ' é a transformacao de Fourier. Por outras palavras

~

Af = A(f) , (2.20)

para f: A — C. O nicleo integral (cf. (1.14)) de A: Q' — Q' é definida pela

formula

/ A(p,)dla) dg (2.21)
A*



e, analogamente a (1.16), temos
A(p, q) = (On+p, Adp-g) - (2.22)

O célculo de A(p, q) a partir do nticleo integral A(z,y) de A faz-se aprovei-
tando o facto (2.11) que dp+, = ¢y

A(p,q) = (One p, Adpe )
= <Q§p7 Ang>
= (¢p , Addq

//cbp Az, y)éq(y) dy) dz

= /A(/A TP A(z,y)erY dy) da (2.23)

Por exemplo, no caso d = 1 podemos tomar A = d,: 0 — . Neste caso
obtemos, usando (1.17), que

fl(p, q) = /A(/A e el ((5/\(1’ +e,y) — da(z, y))eiq'y dy) dx

_ 6_1 / e—ip-a:(eiq-(a:+€) . eiq-x) dr
A

618(] _ 1

= - <¢pv ¢q>

616(] _ 1

= ———n(pa) . (2.24)

Também podemos encontrar o niucleo integral do Laplaciano A: €2 — 2 no
espago de Fourier, usando (1.27):

2
pq) == Z (1 — cos(epg))oa=(p, q) - (2.25)

d
£
k=1

Os limites do continuo e termodinamico. O limite do continuo é o
limte ¢ — 0 e o limite termodinamico é o limite L — oo. Nestes limites
a teoria descrita atras torna-se a analise de Fourier classica. Os resultados
enunciados mantém-se validos, se correctamente interpretados e impondo
restrigoes na(s) classe(s) de fungoes(s) Q2 e/ou €.

Por exemplo, no limite do continuo ¢ — 0 a rede A = £Z?/LZ¢ torna-se
um toro 7' = R4/LZ?, e a rede dual fica uma rede infinita (numeravel!) A* =

10



2177, de malha 2%. Para ¢ > 0, escreva A, = A = ¢Z%/LZ". Podemos entao
considerar as funcoes f: A — C como restri¢oes de funcoes f: R?/LZ¢ — C.
Para uma fungao f € L*(T,C) tem-se entao que

/Tf(x)dx = lli% Z fz)et = lli% N f(z)dx (2.26)

TEA:

porque o integral sobre T' é o limite de somas Riemannianas. Os limites para
¢ — 0 dos nossos resultados discretos sao os teoremas classicos sobre séries
de Fourier. Por exemplo, para f € L*(T, C) tem-se que

fla) =173 f(p)e?™, (2:27)

peEA*

onde a igualdade significa convergéncia em L? e os coeficientes de Fourier de
f sao definidos por

~

Fo) = [ e stayia (2.28)

Da mesma forma, o resultado (Proposicao 2.3) que a transformagao de Fourier
é unitaria, corresponde no limite ao Teorema de Parseval:

/T F@)de =LY |f @) (2.29)

pEA*

O limite termodinamico L. — oo é analogo ao limite do continuo, trocando
os papéis de A e A*. Assim este limite também corresponde a teoria das séries
de Fourier.

Finalmente podemos considerar os limites ¢ — 0 e L — oo simultanea-
mente. Neste caso tanto A como A* tornam-se continuos R? e a teoria limite
é a transformacao de Fourier cldssica: para funcoes f: R? — C suficiente-
mente bem comportadas tem-se

f(x) = (2m) / e f(p) dp (2.30)

RA

com a transformada de Fourier definida por
fo) = [ e rp)da. (2.31)
Rd

Os outros resultados deste texto também tém versoes analiticas no limite.
Convém sublinhar que estes resultados analiticos sao de demonstra¢ao muito

11



mais delicada do que os resultados elementares aqui apresentados no caso
discreto, uma vez que envolvem questoes de convergencia.
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