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Capitulo 1

Variedades Simplécticas

1.1 Preliminares de algebra linear

Seja w : V x V — IR uma 2-forma exterior (i.e., uma forma bilinear alternada) num espago
vectorial real de dimensao finita. O nicleo kerw é constituido por todos os vectores u € V' que
sao w-ortogonais a todos os vectores de V:

kerw={ueV: wlu,v)=0, VeV}
E claro que ker w coincide com o ntcleo da aplicacao linear:

d,: V. NH — VvV

U s iy = w(u, ) (1.1.1)

onde i,w é a forma linear definida por (i,w)(v) = w(u,v). Portanto ker w é um subespago de V.
Quando kerw = {0}, a aplicagao ®,, é um isomorfismo e a forma w diz-se nao degenerada ou
uma forma simpléctica em V.

» Definicao 1.1 ... Um espago vectorial simpléctico é um par (V,w), onde V é um
espaco vectorial' e w uma 2-forma exterior ndo degenerada. B

Em breve veremos que a dimensao de V tem que ser par. Seja {e;} uma base para V

e {e'} a correspondente base dual para V*, de tal forma que €‘(ej) = 5; Entao a matriz

de @, relativamente a essas bases é a matriz de Gram [w;;], onde w;; = w(e;,e;). De facto

D, (e) = wijej. O rank da forma w, rankw, é, por defini¢do, o rank da matriz |[w;;], isto é, a
dimensao de im @, = &,,(V):

rank w = dim ®,,(V) (1.1.2)

Portanto w é nao degenerada sse rankw é méaximo, isto é, igual & dim V* = dim V.
» Proposicao 1.1 ... Seja V um espaco vectorial real de dimensdo N, e w uma 2-forma

exterior em V. Entao rankw = 2n para algum inteiro n e existe uma base ordenada {e;}i=1,.. N
para V', com base dual {€'}i—1 N para V*, tal que:

n
w= Z el A et (1.1.3)
i=1

!Neste curso, apenas consideramos espacos vectoriais de dimenséo finita.
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ou, de forma equivalente, relativamente a qual a matriz de Gram de w é:

0 1, O
1, 0 0 (1.1.4)
0 0 O

e Dem.: Escolhamos vectores nao nulos e, e 41 € V, tais que w(ej,ept1) # 0, o que é
possivel se w # 0. Multiplicando e; por um escalar podemos supor que w(ey, ep41) = 1.
Como w(ey,e1) =0 = w(ent1,ent1), @ matriz de w, restrita ao plano S = span{ey, e,11}

é:
0 1
-1 0
Consideremos agora o w-ortogonal St de S:
St={veV: wls) =0, VsecS}
E claro que S+t NS = {0}. Por outro lado, S+ + S = V. De facto, se v € V, entéo:
v—w(v,ept1)er +w(v,er)enr1 € S+

Portanto S+ @S = V. Podemos entdo repetir o processo para S+. Se w| g 7 0 escolhemos
€9 € ento tais que w(eg, ept2) = 1, e continudmos assim indutivamente. [}

Se v € V se escreve como combinacao linear na base {e;}, referida no teorema:
1 1 2n+1 N
v=a'er+ - +a"en, +yent1+ -+ y e+ 27" egpp1 + -+ 2 en

e analogamente para v’ € V, entao:
wlv, ) =Y (@' —y'a") (1.1.5)

Quando w é nao degenerada, rank w é maximo e igual a dimensao de V, e portanto neste
caso dim V' tem que ser par. Em particular, a dimensao de um espaco vectorial simpléctico é
par, como ja tinhamos afirmado.

» Corolario 1.1 ... Um espaco vectorial simpléctico (V,w) admite sempre uma base simpléctica,
isto €, uma base {e1,--- ,en, f1, -+, fn} que satisfaz as condicdes sequintes:

w(elaej):():w(flaf]) € w(elafj) :67,]

Portanto a matriz de w nessa base é:
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» Exemplos 1.1 (i). V=W x W* onde W é um espaco vectorial real de dimensao finita,
e w ¢é a forma simpléctica em V', definida por:

def
w((wr, ), (we, @) = az(wr) — an(wy)
onde wy,wy € W, ai,as € W*. Se {e1,---,e,} é uma base para W e se {e!,--- e} é a
respectiva base dual, entdo a matriz de w na base {(e1,0),--- , (es,0), (0,e!), -+, (0,e™)} de V,

é a matriz:
_ o 1,
=15 5]

(ii). V.= W x W, onde W é um espago vectorial real de dimensao finita munido de um
produto interno -, e w é a forma simpléctica em V', definida por:

def
w((wl,wg),(zl,ZQ)) = w2z —we

onde wi,ws, 21,22 € W. | R

Quando dim V' é impar entao kerw # {0}. Um vector ndo nulo u € kerw diz-se um vector
caracteristico da forma w. Neste caso w diz-se nao singular, se dim ker w é a menor possivel,
isto é, igual a 1. Portanto, se w é uma 2-forma exterior nao singular num espago vectorial de
dimensao impar, todos os seus vectores caracteristicos pertencem a uma recta, univocamente
determinada pela forma w, a que chamamos a recta caracteristica de w.

» Definicao 1.2 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico, e S um subespago de V.
Define-se o ortogonal simpléctico, S*, de S, através de:

S+ def {veV: ws) =0, VseS} (1.1.6)

e o anulador, 5°, de S, através de:

s Y (aevr: as)=0, Vses) (L1.7)
» Proposicao 1.2 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico de dimensao 2n. Entdo:
1. SCT = StoTt
2. P, (St) = S°
3. dimV = dimS + dim S+ (1.1.8)
4. S = (shHt
5. StnTt = (S+T)*

e Dem.: 1. Se v € T+, entdo w(v,t) = 0,Vt € T, o que implica que w(v,s) = 0,Vs € T,
uma vez que S C T, e portanto v € S*.
2. Se a € ®,(S1), entdo existe v € S*, tal que w(v, -) = a. Portanto Vs € S, 0 =
w(v,s) = a(s), isto é, a € S°. Reciprocamente, se o € S° C V*, entdo existe v € V tal
que P, (v) = w(v, ) = a, ja que P, é bijectiva. Como a € S° tem-se que Vs € S, 0 =
a(s) = w(v, s), o que significa que v € S+,
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3. Como ¢ sabido:
dimV = dim S + dim S°

Como ®,,(S+) = S° e @, é isomorfismo, dim S° = dim S+, donde se deduz 3.

4. Seja s € S. Entdao Vv € St tem-se que w(s,v) = 0 e portanto s € (S+)+. Como
dim (S+)* 4 dim S+ = dimV = dim S+ +dim S, vem que S = (S+)*.

5. Como S e T sao subespacos de S + T, por 1. vem que (S + T)+ C S+ NT+. Mas:

dimV = dimS* +dim7T+ — dim (St n7T+)
dimV — dim S 4+ dim V — dim T — dim (S* N T+) (1.1.9)

isto é dim V = dim S 4 dim 7" 4 dim (S+ N 7T+). Mas:
dimV = dim (S + T) + dim (S + T)* < dim S + dim T + dim (S+ N T%)

donde dim (S+ N T+) < dim (S + T)*, e, como (S + T)+ C (St NT+), concluimos que
(S+T)t=(StnTh).

[ B
» Definicao 1.3 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico, e S um subespago de V.
S diz-se:
isotrépico se S C St isto é, wlgyg=0
coisotropico se S D Si (1.1.10)
Lagrangeano se S =S5
simpléctico se SN S+ ={0}
» Proposicao 1.3 ... Seja (V,w) um espago vectorial simpléctico de dimensdo 2n. Entao:
1. S € simpléctico sse w|g, g € nao degenerada (em particular, dim S é par).
2. Se S ¢ simpléctico também o é S*. (1.1.11)
3. Todo o subespaco isotropico estd contido num subespaco Lagrangeano.
e Dem.:

1. Suponhamos que para algum s’ € S nao nulo, ®,(s") = w(s’,-) = 0 € V*. Entdo
Vs € 5,0 = w(s',s), isto 6, s/ € St. Logo 0 # s’ € SN St Reciprocamente, se
s’ € SN S+, entdo Vs € S, 0 = w(s', ), i.e., P,(s') = w(s’,-) =0 € V*. Como w|sxs é
nio degenerada, concluimos que s’ = 0 e portanto S N S+ = {0}.

2. Como S é simpléctico SN S+ = {0} = (S+)+ NS+ = e portanto S+ é simpléctico.

3. Seja S um subespaco isotrépico de V. Se S = St S é Lagrangeano e a prova termina.
Se S ; S+, existe um vector ndo nulo v em S+ — S. Se U = IRu entdo U é isotrépico,
UCU'L e, como U C S, deduzimos que U C UL+ N St. Mas, por outro lado, U C S+
implica que S C U~ e, como U é isotrépico, U C U+, logo S C U+ N S+. Portanto:

U+ScUtnst=W+9)*+

isto é, U + S é isotrépico. A prova continua indutivamente até construir um subespaco
Lagrangeano que contenha S.
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1.2 Subvariedades integrais. Teorema de Darboux

» Definicdo 1.4 ... Seja M uma variedade de dimensdo m e w € Q?>(M) wma 2-forma
fechada de rank constante. Define-se o fibrado caracteristico %,, de w através de:

¢ 9 xex(): ixw=0} (1.2.1)

O fibrado caracteristico 6,,, € portanto igual ao kerw,, em cada ponto x € M. Um campo

de vectores caracteristico é um campo X € X(M) tal que ixw = 0, isto €, tal que X (z) €
C.(z) =kerw,, Vo € M.

Se o rank de w é constante, entdo %, é um subfibrado de T'M, ou, por outras palavras, é
uma distribuigdo em M, chamada a distribuigao caracteristica de w.

» Proposicdo 1.4 ... A distribuicdo caracteristica €, de uma 2-forma fechada w € Q*(M)
de rank constante, é involutiva:
(€, %] C G

e Dem.: Como w tem rank constante, a dimensao de %, (z) é também constante, Vo € M,
e portanto %, é uma distribuigao. Sejam X, Y campos de vectores caracteristicos. Entao:

ixyw = [Lx,iy]w
= Lx(iyw) —iy(Lxw)
= —iy(Lxw)
= iy(ixdw—i-d(ixw)) =0 (1.2.2)
e portanto [X,Y] é também um campo de vectores caracteristico. B
» Definicdo 1.5 ... Seja M uma variedade de dimensdo m e w € Q?(M) uma 2-forma

fechada. Uma subvariedade ¢ : N — M diz-se uma subvariedade integral de w se ¢*w = 0.

» Teorema 1.1 ... Seja M wuma variedade de dimensdo m, w € Q?*(M) uma 2-forma
fechada e ¢ : N — M wuma subvariedade integral de w.

Seja X € X(M) um campo de vectores caracteristicos, i.e., X(x) € kerwy = 6, (x), Vo € M,
transversal a o(N) C M, isto é, X (x) & Tpp(N), Vz. Defina-se, parat suficientemente pequeno,
t € I, um tubo de caracteristicas de base p(N), i.e., uma aplicagio:

ot,n) Y eXom)),  (tn)elxN

Entao ® : I x N — M € ainda uma subvariedade integral de w.

e Dem.: Notemos em primeiro lugar que a derivada de Lie Lxw = 0. De facto:
Lyw=ixdw+d(ixw)=0 (1.2.3)

uma vez que X ¢é caracteristico (ixw = 0) e w é fechada (dw = 0).
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Como o teorema é local, vamos supor que escolhemos coordenadas locais (z°) para M tais
que X = 8%1 e w = w;jdz’ Adx’. Por (1.2.3) vem entao que:

O By O
0= Lxw= (Xwj;)da' Nda) = YU dgi Aded = 2

Ozt orl 0

e os w;j nao dependem de 2!, Por outro lado:
O:in:wljde = wij =0

Portanto:
w= Z wij(z?, ... x™)da" A da?
4,j>2
Mas, por construcao, e atendendo a que X =
longo das cur Vas integrais de X, isto é:

%, os x', para ¢ > 2 sao constantes ao

od=2z'og, 12>2

Portanto:
P*'w=¢p'w=0

» Teorema 1.2 (Darboux) ... Seja M uma variedade de dimensdio 2n +k e w € Q2(M)
uma 2-forma fechada de rank constante igual a 2n. FEntdo, em torno de cada ponto p € M,
podemos escolher coordenadas locais:

(zi,yijzg) = (:El,...,x”,yl,...,y”,zl,...,zk)
tais que:
n
w= Z dx' N dy' (1.2.4)
i=1

e Dem.: Como o teorema é puramente local, podemos supor que M = IR>"** e que p =0
é a origem. A distribuigao caracteristica %, sendo integravel, pelo teorema de Frobenius,
podemos escolher coordenadas (2,3, ze), em torno de 0, tais que as folhas de %,, que tém
dimenséo k, sejam dadas por 2’ = ¢, y' = d’, onde ¢!, d’ sdo constantes. Em particular a
folha que passa em 0 é o subespaco 0z, x IRF ¢ IR?"**. Como w(0) tem rank 2n, podemos
supor que w|IRan0k tem rank constante e igual a 2n, isto é, essa restricao é nao degenerada

em IR?" x 0}, =2 IR?" e portanto af define uma forma simpléctica.

Resta entao mostrar o teorema quando k = 0, isto é, quando w é uma forma simpléctica
em M, cuja dimensao é 2n. B

» Proposicdo 1.5 ... Seja M uma variedade de dimensdio 2n +k e w € Q*(M) uma 2-
forma fechada de rank 2n. Entdo a dimensdo mdzrima de uma subvariedade integral de w, €
igual an + k.
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e Dem.: A distribuicdo caracteristica %, sendo integravel, pelo teorema de Frobenius,
podemos escolher coordenadas locais (2°)i=1.... 2n.2n+1,... 2n+k, tais que os campos 9/ 6305, {=
2n+1,...,2n + k formam uma base para %,,.

Se X é um campo caracteristico entdo ixw = 0 e também Lxw = d(ixw) + ixdw = 0.
Portanto, se localmente:
w = wijdz’ A da’

entao:
wem = 0 m=2n+1,....2n+k
O s
8“;’; -0 (=2 +1,... 204k Yi,j (1.2.5)
o que significa que w é uma 2-forma apenas nas varidveis (a;")izl,_.,gn:
w= Z wij(zt, - 2®) dat A da? (1.2.6)
1<i<j<2n

Esta forma ja nao tem vectores caracteristicos. Mas, como sabemos, qualquer subvariedade
integral maximal de w é obtida a partir de uma subvariedade integral maximal da forma
(1.2.6), varrendo-a com os fluxos dos campos caracteristicos 8/6#, {=2n+1,...,2n+k,
isto é, ampliando-a nas direcgoes caracteristicas (xe)g:2n+1’.‘.,2n+k.

Basta entao provar a proposicao quando w é simpléctica, mostrando que a dimensao de uma
subvariedade integral maximal de uma forma simpléctica w, numa variedade de dimensao
2n, é igual a n. Estas subvariedades integrais maximais chamam-se subvariedades de
Lagrange de w. Este facto resulta por sua vez do seguinte lema de algebra linear:

» Lema 1.1 ... Seja (V,w) um espaco vectorial simpléctico de dimensdo 2n e S um sub-
espago totalmente isotrdpico, isto €, w(u,v) =0, Yu,v € S. Entao dimS < n.

e Demonstracao do Lema ... Seja (u,v) — (u|v) um produto interno definido positivo
em V, e representemos w através de um operador [ : V — V', definido por:

w(u,v) = (ull(v)), w,veV

Como w ¢é nao degenerada I é um isomorfismo linear. Suponhamos que dim S > n + 1.
Entao, como dim (S+1(S)) = dim S+dim I(S)—dim (SNI(S)), viria que dim (SNI(S)) > 2
e portanto SNI(S) # {0}. Suponhamos entao que v € SNI(S), com v # 0. Entao v = I(u),
para algum u € S e:

0 # (vfv) = (v|I(u)) = w(v,u) =0

o que é absurdo. B

Em particular:

e numa variedade simpléctica (M,w) de dimensdao m = 2n, a dimensdo méxima de uma
subvariedade integral de w, é igual a 2n — n = n. Uma tal subvariedade diz-se uma
subvariedade de Lagrange de M.

e numa variedade de contacto (M,w) de dimensao m = 2n + 1, a dimensao maxima de uma
subvariedade integral de w, é igual a 2n+1—n = n+ 1. Uma tal subvariedade diz-se uma
subvariedade de Legendre de M.
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1.3 Estrutura simpléctica canénica em M = T7(Q)

Como ja vimos, uma variedade simpléctica (M,w) é uma variedade diferencidavel C'*°, munida
de uma forma simpléctica, isto é, de uma 2-forma diferencial w fechada e nao degenerada.

A dimensao de M tem que ser par, digamos 2n. Além disso, Vo € M, o par (T, M,w,) é um
espago vectorial simpléctico, e como w é nao degenerada a 2n-forma:

Heo def A Aw (1.3.1)

n factores

é uma forma volume em M. Se dim M = 2, uma variedade simpléctica é o mesmo que uma
superficie com uma forma de area.

Seja @ uma uma variedade diferencidvel C* (espago de configuragao), e consideremos o
respectivo fibrado cotangente M = T*(Q) (espago de fases). Em T*(Q define-se uma 1-forma
diferencial candnica 6, dita a forma de Liouville, através de:

def

Oqp) (&) (p, ™) (1.3.2)

onde (¢,p) € T*Q, § € T(4,)(T*Q), e m: T*Q — @Q é a projecgao candnica.

Se (¢',---,¢") é um sistema de coordenadas locais em Q, e (¢, -+ ,¢", p1,--- ,pn) é 0 cor-
respondente sistema de coordenadas (candnicas) locais em T*Q), a expressao local de 6 é:

0 =p;dg' = pdq

Além disso 0 satisfaz a propriedade seguinte:

» Proposicao 1.6 [Propriedade tautolégica] ... Se a € QY(Q) € uma 1-forma em Q,
interpretada como uma sec¢do o : Q — T*Q, do fibrado w: T*Q — Q, entdo:

a*h =« (1.3.3)

(no membro esquerdo desta férmula, « é interpretada como uma secgao, enquanto que no mem-
bro direito é interpretada como uma 1-forma).

Dem.: De facto, (a*0),(v) = 0(4,a(g)(dagv) = a(q)(drdayw) = ag(v), Vq € Q, v € TyQ,
uma vez que mo « = Id. | J

Defindmos agora uma 2-forma w em T%Q pondo:

w g (1.3.4)

w é uma forma simpléctica em T*(@Q. A estrutura simpléctica assim obtida , diz-se a estrutura
simpléctica candnica em T7(Q).

1

A expressao local de w nas coordenadas locais (q¢*, -+ ,q",p1, - ,Pn), é:

w=dq¢" Ndp; = dg Ndp



1.4. Estrutura simpléctica em M = TQ, onde (Q,g) é uma variedade Riemanniaif

Note que todas as cartas de um atlas trivializador candnico de T sao cartas simplécticas, isto
é, a representacao local de w numa qualquer dessas cartas, tem a forma diagonal dg* A dp;.

Pelo Teorema de Darboux, toda a variedade simpléctica (M, w), admite um atlas simpléctico,
isto é, em torno de cada ponto x € M existe uma carta (U;x!,--- 2™ y',- - y") tal que:

wly = Z dx' A dy’

)

Portanto as formas simplécticas sao sempre localmente planas, em contraste com as métricas
Riemannianas, por exemplo. Por outras palavras, ndo existem invariantes locais que distingam
as variedades simplécticas - localmente todas sao isomorfas. Em contraste, as variedades Rie-
mannianas tém invariantes locais - os tensores de curvatura R. Se R(g1) # R(g2) entao as
métricas nao sao localmente isométricas.

1.4 Estrutura simpléctica em M = TQ, onde (@, g) é uma varie-
dade Riemanniana

Seja (@, g) uma variedade (pseudo-) Riemanniana de dimensao n. A métrica g induz um iso-
morfismo bemol de fibrados vectoriais:

g TQ — T*Q
dado por:

¢ v gb(v):vb(:ngq(v,w)) v,w € T,Q

Em coordenadas locais (canénicas) (q¢%,¢%) e (¢%, p;) para TQ e T*Q, respectivamente, gb é
dada por:

9 (d',d") — (d',pi = gij(q) ) (1.4.1)

Consideremos agora a forma de Liouville § em T*@Q), e o pull-back:

Nas coordenadas atras referidas, temos que:
0, =(¢") (pidq') = (piog’)d(¢' o ¢’) = gij(q) ¢’ dg’

Se considerarmos agora w, = —df, = —d(¢°)*(0) = (¢°)*(—d#h), entdo w, é uma 2-forma fechada
nao degenerada, e portanto (7'Q),wy) é uma variedade simpléctica.

Em coordenadas locais:

. o 82 o .
wy = gij (@) dg’ N dg’ + G (q) ¢ dg’ A dg”
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1.5 Sistemas Hamiltonianos
Vamos agora introduzir o conceito de sistema Hamiltoniano:

» Definicao 1.6 ... Um Sistema Hamiltoniano (M,w, H) é constituido por uma varie-
dade simpléctica (M,w) e por uma fungdo H € C°°(M), que se diz o Hamiltoniano (ou a
energia (total)) do sistema.

O campo de vectores Xg € X(M) definido pela condi¢ao:

a5

isto €, w(Xy,Y) =dH(Y), VY € X(M), diz-se o campo (de vectores) Hamiltoniano do
sistema. O seu fluro ® = <I>§(H diz-se o fluxo Hamiltoniano do sistema.

Quando (M, g) é uma variedade Riemanniana e F': M — IR é uma fungao C*°, recorde que
se define o campo gradiente de F', VF € X(M), através de:

g(VE,Y)=dF(Y) VY € X(M)

A definigao anterior é portanto formalmente andloga. No entanto, a anti-simetria da forma
simpléctica conduz a propriedades conservativas, enquanto a simetria da métrica conduz a pro-
priedades dissipativas do campo gradiente.

» Exercicio 1.1 ... (i). Seja (M,g) uwma variedade Riemanniana e F: M — R uma fun¢ao C*.
Mostrar que a longo das orbitas nao singulares de X = VF, F' € estritamente crescente e que portanto
X ndo possui orbitas fechadas.

(ii). Suponha que M ¢é uma variedade Riemanniana completa. Mostre que existe uma constante
C >0, tal que | X (p)|| < ¢, Vp € M. Mostrar que X € um campo completo. u

Vejamos agora a representacao local de um campo Hamiltoniano numa carta simpléctica, com

coordenadas canénicas (q,p) = (¢*, -+ ,¢",p1, -+ ,pn). Nesta carta w = dq* A dp;. Suponhdmos
que:
.0 0
Xy = (117. + bi
" ¢t ' Opi

Entao z'Xqui = d¢'(Xy) = d, ix,dpi = dpi(Xp) = b; e a identidade que define Xp, ix,w =
dH conduz aos calculos seguintes:

ixyw = ix,(dg' A dp;)
= Z(iXqui) A dp; — Z dg* A (ix,dp;)

3 3

= ) (a‘dp; — bidg')

i
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Como, por outro lado, dH = gg dq’ + g—gdpi, deduzimos que:

p_oH o
~ Op; ‘o 9g

a

isto é, a expressao local de um campo Hamiltoniano Xz numa carta simpléctica, com coorde-
nadas canénicas (¢, - ,q" p1, -+ ,pn) é:

_9H 0 _ 0H 0
Xn = Op; Oq° dqt Op; (1'5'2)

O0H 7
i 0 1
Xp=J| bk | = [ 0
9 oo -
Assim se (q(t), p(t)) é uma curva integral de X g, entao ela devera verificar as chamadas equagoes
de Hamilton:

ou em forma vectorial:

OH
St ] (1.5.3)
Op

i = g
(1.5.4)
P
que é um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem.
» Teorema 1.3 ... Seja &, = CIJf(H o fluxo hamiltoniano do campo Xp. Entdo:
1. [Lei da conservagao de energia] H(®;(z)) = constante em t¢. Isto é, H é constante

ao longo das curvas integrais de Xp.

2. (®)*w =w, isto é, para cada t, a aplicagdo de avango no tempo t, <I>fl é simpléctica.

e Dem.: ... (i). Seja ay(t) = ®¢(x) a curva integral que em ¢ = 0 passa em = € M. Vem
entao que:

%H(%(t)) =dH,, (1)0a(t) = dHo, (1) (XH(02(t))) = w(Xa(0w(t)), X (az(t)) =0
(i)

d * * %/ . *
£(<I>t) w=(P)"Lx,w=(P)"(ix,dw + dix,w) = (P+)*(0 + ddw) = 0

isto é, (P;)*w é constante em t, e como (Py) = Id, vem que (P¢)*w = w, B

1.6 Paréntisis de Poisson

» Definicao 1.7 ... Seja (M,w) uma variedade simpléctica, e f,g € C*°(M), com campos
Hamiltonianos associados, Xy e Xy respectivamente. Define-se o paréntisis de Poisson de f
e g, através de:

et Y w(Xy, Xg) (1.6.1)
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Numa carta simpléctica, com coordenadas canénicas (q¢*,p;), relativamente as quais a ex-
pressao local de w é w = dq* A dp;, é facil ver que:

{f,g} =3L02 — 2L0s — (V)T JVg (1.6.2)
Como:
Lxpg =ix dg = ix;ix,w = w(Xy, Xg) = —w(Xy, Xyp) = —Lx, f
Vemos que:

{fag} = LXFg = _Lng = _{gvf}

e portanto, f é constante ao longo das drbitas de X, se e sé se {f, g} = 0, se e s6 se g é constante
ao longo das orbitas de Xy.

» Proposicao 1.7 ... O paréntisis de Poisson verifica as propriedades sequintes:
D). {f,Ag+nh}=Mf.g} +n{f,h}, AnelR
2). {f.9} =9/}

- AfAg, by + {9 AR f1} +{h S, 9}
- Af.ght = g{f.h} + h{f, g}
- Xirgy = X5 X (1.6.3)

A~ I~ I/~~~
— — — Y —

ot

Vf,g,h € C°(M).

e Dem.:
1.,2., resultam da defini¢do. 4. resulta da regra de Leibniz d(fg) = fdg + gdf. Para
deduzir 5. aplicdmos a férmula:
0 = dw(Xyf, Xg,Y)
= Xfw(Xga Y) - ng(Xfa Y) + Yw(Xf7 Xg)
—w([X7, X, Y) + w([Xf, Y], Xg) + w([X,, Y], Xy)

= —X;(Yg)+ Xo(Y ) +Y({ [, 9}) —w([ Xy, Xg, V) + [Xf,Y]g — [ X, Y]f

= —Y{f g}) +w(Y,[Xs, X)) (1.6.4)
A identidade de Jacobi resulta de 5.

|
A Lei da conservacao de energia pode ser generalizada do seguinte modo:
» Teorema 1.4 ... Seja Xy um campo Hamiltoniano numa variedade simpléctica (M,w),
com fluro ®,. Entao Vf € C*(M) tem-se que:
E(fod) ={fod;, H} (1.6.5)
e Dem.: ...
d d N .
a(f ody) = &(((I)t) )= (@) Lxyf=Lx,(fo®)={fo®,H}
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1.7 Sistemas Hamiltonianos de tipo mecanico

Como ja vimos T*(Q tem uma estrutura simpléctica canénica. Portanto se () representa o espago
de configuracao de um sistema mecanico, é possivel estudar campos Hamiltonianos no espaco
de fases T*(@, e os respectivos fluxos.

Vamos agora estudar um tipo especial de Hamiltoniano, particularmente importantes em
mecanica classica - os chamados Hamiltonianos de tipo mecanico. Para isso consideremos uma
variedade Riemanniana (@, g) - o espago de configuragdo de um sistema mecanico.

Como ja vimos g induz um isomorfismo de fibrados vectoriais:
g TQ — T*Q
Este isomorfismo permite munir cada T;'Q, de um produto interno, notado por g, e definido

por:

g C g () e (e")1B)

Vg € Q, Vo, € T;Q. Se 9ij(q) s@o os coeficientes da métrica g num sistema de coordenadas
locais ¢*, em @, de tal forma que:

9(a:4) = 9i(q) ¢'¢’
entdo as componentes de ¢* sdo ¢¥, onde g% = (gij)_l. Isto é:
9*(a,p) = 9" (a) piv;

(recorde que p; = gij(q)i?).

Com estas notagoes passemos a definigdo de sistema hamiltoniano de tipo mecénico.

» Definicao 1.8 ... Uma func¢do H : T*Q) — IR diz-se um hamiltoniano de tipo mecdanico,
se H ¢ da forma:

|H=K+Vor] (1.7.1)

onde K : T*Q — IR, dada por:

1
K(qva) = ig;(aaa)a OZET;Q
€ a chamada energia cinética do sistema, V : Q — IR € a energia potencial, e m : T*Q — Q €
a projec¢ao canonica.

O sistema (T*Q,w,H = K +V o) diz-se um sistema hamiltoniano de tipo mecéanico,
com espago de configuragao (), espago de fases T*(), energia total H, energia cinética
K e energia potencial V. [}

No capitulo seguinte veremos a relagao entre este tratamento da mecanica cléssica e o trata-
mento usual, baseado em principios variacionais (ponto de vista de Lagrange).
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1.8 Sistemas Hamiltonianos com constrangimentos

Seja (P, ) uma variedade simpléctica, de dimensao 2n, e:
F=(F, - ,F):P—TRF (1.8.1)

fungoes C*°, tais que:
M=FY0)cP (1.8.2)

é uma subvariedade mergulhada em P, de codimensao k (i.e., 0 € IR” é valor regular de F ). Se
t: M — P é a inclusao, representemos por:

w=1."Q (1.8.3)

» Proposicao 1.8 ... Se a matriz {F;, F}}(x) for inversivel Vo € M, entdo (M,w) € uma
variedade simpléctica.

e Dem.: Como w é fechada, resta provar que é nao degenerada. Como cada F; é constante
em M, temos que:

0 =dFi(z)v = Q(XF, (), v), Vee M, YveT,M

o que significa:

Xp (z) € T,M* (1.8.4)
(Recorde que T, M~ é o ortogonal simpléctico de T, M em (T, P,Q,)). Como isto é vélido
Vi, se Vy=span{Xp, (z), -+, X5, (z)}, entdo V, C T, M=, o que implica que:

.M C V- (1.8.5)

Por outro lado, os X, s@o linearmente independentes (uma vez que as diferenciais dF; o
sao e ) é ndao degenerada) e formam por isso uma base de V. A matriz de Gram de OO,
nessa base é:

{F;, Fj}(x) = Qu (XF,(2), XF,(2)) (1.8.6)

Como é, por hipétese, inversivel, V,, é um subespago simpléctico de (T, P,2,), e portanto
dim V,, = k tem que ser par. Mas:

dimT,M = dim?P —k
= dim7T,P —dimV,
= dim V' (1.8.7)

j4 que, dim TP = dim V, + dim V;*. Concluindo, por (1.8.5), vem finalmente que:
T.M = V;" = (span {Xp, (), -+, Xp, (2)})"

Como V, é simpléctico também o é V-, e portanto T, M é simpléctico.
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Note que, como T, M ¢é simpléctico, tem-se que:
T,P=T,M& T,M* (1.8.8)
~——
span{Xg, ()}

e portanto nenhum dos campos Hamiltonianos X, associados aos constrangimentos F;, é tan-
gente a M - os constrangimentos nao geram dinamica (de gauge) em M!...

Como (M, 00) é simpléctica, quando temos um Hamiltoniano h : M — IR, podemos definir
o correspondente campo Hamiltoniano X; € X(M), e o respectivo fluxo, usando a forma
simpléctica w em M. No entanto, em vérias situagoes, é mais conveniente obter este fluxo
através da restricdo a M de um fluxo Hamiltoniano na variedade ambiente P, definido por um
Hamiltoniano H, tal que H|,, = h. O problema ¢ que, se H prolonga h, em geral nao ¢é verdade
que X, definido usando a estrutura simpléctica 2 em P, seja tangente a M. O problema
resolve-se pelo processo seguinte - qualquer outra extensao H* de h, é da forma:

H*=H-) M\F, (1.8.9)
i
para certas fungoes A\; € C°°(P). Calculdmos entao H* de tal forma que Xy« seja tangente a
M. Para que isso aconteca, devemos ter:
0 = Xpg--Fy

= {H-)_ NF;, F}
J

~ {H F}—> MN{F F} (1.8.10)

onde = significa igualdade Vo € M. Isto permite calcular os A;, em M, uma vez que, por
hipétese, det ({F}, Fi.}) # 0, em M.

1.8.1 Exemplo. Fluxo geodésico numa esfera

Consideremos a esfera unitéria S = S"~! C IR™, definida por:
Fi(q)=¢"~1=0

onde ¢ = (¢") s@o as coordenadas cartesianas usuais em IR".

O movimento de uma particula que se desloca segundo uma geodésica de S, é descrito pela
equacao diferencial:
4= Xq (1.8.11)

isto é, a acelerag@o é sempre ortogonal a esfera. O “multiplicador de Lagrange” A calcula-se
impondo a restricio ¢ = 1 (o ponto move-se em S), o que implica:

7-4=0 = ¢ §+¢=0 = ¢-(A)+¢@=0 = A=—¢
e portanto a equacao do movimento é:

i=—("q (1.8.12)
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sujeita as restricoes ¢> =1 e ¢-q = 0. Escrevendo esta equacdo como um sistema de ODE’s de
primeira ordem no fibrado cotangente T*5S"

7S = {(¢g,p) e R"xR": ¢*=1, ¢q-p=0} (1.8.13)
obtemos o seguinte sistema:
q = p
. 1.8.14
{ p = —p’q (1.8.14)

Podemos também deduzir estas equagoes usando o formalismo explicado no inicio desta
secgao. De facto, o movimento de uma particula livre em IR"™, ndo sujeita a accao de qualquer
campo de forcas, é descrito pelas equacoes de Newton:

i=0

ou, de forma equivalente, pelas equacoes de Hamilton:

qg = p
p =0
associadas ao Hamiltoniano H(q,p) = %pQ.

Como

M=T*S={(¢g,p) e R*™: Fi(¢,p)=¢*-1=0, Fy(q,p)=¢q-p=0}

{F, i}y {7 B .
det<{F27F1} {F27F2}>7é0, Yee M=T"S

sabemos que a estrutura simpléctica canénica de IR?" induz uma estrutura simpléctica em M =
T*S.
Consideramos entao Hamiltoniano:

H* = H-—MF| — \F,

= %pQ —Ai(g? —1) = Xa(q-p) (1.8.15)

onde determindmos A1, Ag, impondo as condigoes:
~ {H,F1} — X{F, F1}
0 = {H — )\1F1 — )\QFQ,FQ}

~ {H >} - {F, P} (1.8.16)
onde, como antes, = significa igualdade em M = T™*S. Portanto:
{H, Fo} {H, 1}
M s
{F1, Fa} {F1, Fa}
Fazendo os célculos, obtemos:
N 1
H(q,p) = 5 (a'p" = (¢-p)°) (1.8.17)
e as equagoes de Hamilton sao:
{ ¢ = p
p = —p’q

como antes.
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1.8.2 Exemplo. Péndulo esférico

Seja H : T*IR? — IR, o Hamiltoniano que descreve o movimento de uma particula de massa 1,

em IR3, sujeita & accio do campo gravitacional I' = —ves:
L,
H(q,p) = 57" +7(q-¢3) (1.8.18)

Vamos supor que v = 1, escolhendo convenientemente as unidades.

Suponhémos agora que a particula se move apenas na superficie da esfera unitaria S C IR3.
Para descrever o correspondente fluxo em T*S, usdmos mais uma vez o formalismo anterior.

Como
T°S ={(¢,p) e R*": Fi(g,p) =¢*~1=0, Fa(g,p)=q p=0}
consideramos o Hamiltoniano:
H* = H-—-\NF — XoF

= %p2+(q'63) — M —1) = X2 (g p) (1.8.19)

onde determindmos Aj, A2, impondo as condigoes:

0 = {H—-MF —\F), F}
{H, F1} — Xo{F, Fi}
0 = {H-MNF - P, F)
(H,F) — M{F, F) (1.8.20)

Q

Q

onde, como antes, = significa igualdade em M = T™S. Portanto:

{H, Fa} {H, F1}
)\1 ~ —, )\2 ~ -
{F1, Fy} {F1, F»}
Fazendo os céalculos, obtemos:
* 1, L, 5 2 1 2
H*(q,p) = 50"+ (a-e3) + 5 (0" = (a-e3)) (¢ = 1) 5(q-p) (1.8.21)
e as equagoes de Hamilton, restritas a TS, sao (pondo I' = —e3):

{q = p
p = I'—(¢-T+p?)q

1.8.3 Exemplo. Extensao do fluxo geodésico numa superficie

Seja f : IR" — IR uma funcio C*®, e S = f~1(0) C IR". Supémos ainda que 0 é valor regular
de f, de tal forma que Vf(q) = f,(¢) # 0, Vg € S e S é portanto uma hipersuperficie regular
em IR".

O conjunto %, das rectas orientadas em IR", pode ser considerado como o fibrado (co)tangente
A esfera S"~1 C R™. A cada ponto (q,p) € T*S" !, com p € S"71, isto é, |p| = 1, associdmos
a unica recta orientada ¢ = ¢(q,p), em IR", que é paralela a p e que intersecta o plano (afim)
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tangente a esfera em p, no ponto g, isto é (¢ — p) - p = 0, ou, de forma equivalente, ¢ - p = 1.
Portanto £,, tem uma estrutura simpléctica natural.

Outra maneira de descrever %, é a seguinte - consideremos o Hamiltoniano H(q,p) = %p2

da particula livre em IR"™. O sistema candnico correspondente é:

q = p
p =0
cujas solugoes sao:

, q,p constantes emIR"

{q(t) = pt+gq
p(t) = p

que se projectam nas rectas orientadas de IR™. Se nos restrigirmos a hipersuperficie de energia
constante:

* TN 1
¥ =% ={(g:p) ET'R": H(g,p) = 5p° = 1/2}

a forma simpléctica degenera e tem um nicleo de dimensao 1, gerado pelo campo Hamiltoniano
Xnu(q,p) = pa%. A variedade de caracteristicas de w|y, é exactamente %, e tem por isso uma
estrutura simpléctica dada pela forma w/ kerw.

Figure 1.1:

Consideremos agora o subconjunto Zs C %,, constituido pelas rectas orientadas tangentes
a hipersuperficie S = f~1(0). Se £ = £(¢q,p) = {g+ p: X € R} € Zs é uma dessas rectas, o
ponto £ € SN Y, de tangéncia de ¢ com S, pode ser calculado da seguinte forma - se A = \(q, p)
é o valor do parametro A que corresponde ao ponto &, entao:

f(&) fl@a+Xa,p)p) = 0 isto é, £ € S (1.8.22)
p-fq(§) = 0 isto é, £ é tangente a S em &. -

Por outro lado, se, para cada (q,p) fixos, considerarmos a funcao:

d(A) = f(g+ \p)

entdao o valor A = A(q,p), de A, para o qual esta fungao atinge um minimo, satisfaz a condigao

<Z5/(>‘)|>\:,\(q,p) =0, i.e.:
0= fo(qg+Nqp)p)-p=fu(€)-p
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Figure 1.2:

Isto leva-nos a considerar um Hamiltoniano H, em T*IR" = IR™ x IR", pondo, para cada
def .

H(g,p) = min f(g+Ap) (1.8.23)

(supomos que esse minimo é atingido num tnico ponto, exigindo, por exemplo, que f seja

estritamente convexa fy; < 0). Como vimos, quando nos restringimos a H = 0, entao f(§) =

fl@+ Ag,p)p) =0 e £ é o ponto de tangéncia de ¢(q,p) com S. Portanto #Zg fica definido pela

condicdo H = 0 e é por isso uma subvariedade de codimensao 1 em %, (difeomorfa ao fibrado
(co)tangente unitario de 5).

Consideremos o respectivo sistema de Hamilton:

g = H,
. 1.8.24
{p - —H, (1.8:24)

Este sistema admite dois integrais primeiros - o integral de energia H, e o integral F'(q,p) =
p?, onde p? = ||p||?. Podemos pois restringir-mo-nos apenas as solugoes tais que |p| = 1 e H = 0.

» Proposicao 1.9 ... Se (q(t),p(t)) € uma solu¢ao do sistema (1.8.24), com H = 0 e
F(q,p) = |p| = 1, entdo a recta £(t) = £(q(t), p(t)) permanece sempre tangente a hipersuperficie
S = f710). Além disso, o ponto de tangéncia £(t) de £(t) com S, move-se ao longo de uma
geodésica de S.

e Dem.: Calculemos a lei de evolucao do ponto de tangéncia &(t) = q(t) + A(q(t),p(t)) p(t).
Como o Hamiltoniano é dado por:

H(q,p) = min f(q + Ap) = f(&) = f(a + Aa,p)p)

deduzimos que:

H, = fq(g) : (1+>‘qp) = fq(f)
H, = [fo(§) (App+A) =g, p)fq(§) (1.8.25)

e portanto as equagoes de Hamilton (1.8.24) ficam na forma:

i = MNapfy©)
{p A0S (1.5.26)
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A evolucao do ponto de tangéncia &(t) é pois dada por:

£ = G+Ap+Ap
= Ap (1.8.27)

Usando A = A(q(t),p(t)) como varidvel independente, vem que:

de dedt %€ Jp
A

d\  dtd\ a A
enquanto que, por outro lado:

dp _dpdt _F 5 _ —fy(9)

d\  dt d)\ % A A

Dai que:

e _dp

B R
que é a equagao diferencial para uma geodésica de S, uma vez que a aceleragao de £ é
sempre normal a §.

Finalmente, como j& vimos, quando nos restringimos a H = 0, entao f(§) = f(¢ +
Ag,p)p) =0 e & é o ponto de tangéncia de ¢(t) com S.

O fluxo do sistema de Hamilton (1.8.26), em Xy = {H = 0}, fica assim interpretado como
um fluxo de linhas (orientadas e pontuadas) em IR" - as linhas movem-se de tal forma que se
mantém tangentes a uma mesma geodésica de S. O ponto distinguido ¢ da recta ¢(q, p) move-se
mantendo-se sempre perpendicular a recta £. Este fluxo diz-se o fluxo de rectas tangentes a
hipersuperficie S = f~1(0).

Podemos descrever de forma mais invariante esta situacdo. A variedade Zg de rectas orien-
tadas tangentes a S, tem codimensao 3 em T*IR" e é dada por:

Zs={(¢,p): P° =1, flq) =0,p fy(q) =0} (1.8.28)

Hg é uma hipersuperficie em %, e a restricio de w|ker,, degenera - as caracteristicas desta
forma sa@o constituidas pelas rectas tangentes a uma mesma geodésica de S e sdo, como vimos,
dadas pelas linhas de fluxo do Hamiltoniano H (g, p) = miny f(q+ Ap), restritas & hipersuperficie
de energia constante { H = 0}.

Nota ... O resultado anterior pode ser obtido usando o formalismo da seccdo 1.8. De facto,
consideremos a subvariedade de T*IR™ = IR*":

M ={(g,p) eR*: p* =1, fy(q)-p=0} (1.8.29)
M é variedade simpléctica uma vez que:

{p fq p}—— qu )<0

j& que suposemos f estritamente convexa.
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Consideremos agora a restricdio h = HJ,, e o correspondente campo Hamiltoniano X}, (calculado
segundo a estrutura simpléctica de M). Como sabemos, este fluxo pode também ser obtido, através do
Hamiltoniano:

H* H—M\F — X\ F,

= minflg+ )+ %Al(ﬁ — 1)+ 20 (fu(0) - ) (1.8.30)

onde determindmos A1, A2, impondo as condigoes:

0 = {H-MNF —\F,F)
~ {H,F1} —\{Fy F1}
0 = {H—-MNF— k), R}
~ {H, Fo} — M{F1, Fp} (1.8.31)

onde, como antes, = significa igualdade em M. Portanto:

{H, F>} {H, I}
P WIPIN S hai-? S VPO Skt B Y
{Fth} {F17F2}
porque {H, F1} = 0.

O fluxo dado pelo Hamiltoniano H*, quando restrito a H = 0, pode ser simplificado introduzindo um
novo parametro 7 definido por:

dr
i
dt
As equagoes candnicas ficam entdo na forma:

dqg __ 7)\—1H*

dr top (1.8.32)

dp _ gy 8.

{ % - )\1 Hq

Na hipersuperficie de energia H* = 0, podemos substituir o Hamiltoniano por:

K=X'H"=)\'H+F

Notemos ainda que, em M, se tem miny f(g + Ap) = f(g), uma vez que f,; - p =0, e portanto:

Hp(q,p) =0,  Hgylq,p) = fq(q)

em M. Dai que:
0
Kp(q,p) = z-F1=p, em M

dp
e as equagoes canénicas reduzem-se a:
dg
ar p
a 1 1 (1.8.33)
{ (Tf = -\ Hq =M fq
ou: )
dgq -1
a2 = M

que sao novamente as equagoes das geodésicas.

Consideremos agora duas hipersuperficies S = {f(q) =0} e T = {g(q) = 0}, e sejam H e G
os respectivos fluxos de rectas tangentes.
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» Proposicao 1.10 ... Se os hiperplanos tangentes as duas hipersuperficies S e T, nos
pontos onde uma certa recta ¢ € simultaneamente tangente, sdo ortogonais, entdo os fluros de
rectas comutam nessa recta (considerada como um ponto do espa¢o s N Xt ).

Mais detalhadamente, se £ € S en €T, sao os pontos de tangéncia da recta £ com S e a T,
respectivamente, e se se verifica a condi¢do:

fa(&) - g4(n) =0 (1.8.34)

entao:

{H,G}(0)=0 (1.8.35)

e Dem.: Se {(q,p) = {q + Ap} é a recta referida, sabemos que:

H(,p) = f(§), Hq(&p) qu(§)7 Hp(fap) :_)\fq(f)

no ponto de contacto £ = ¢+ Ap € S, e analogamente:

G(n,p) =g(m),  Ge(n,p) =gq(n),  Gp(n,p) = —Ngq(n)

no ponto de contacto n = g + N'p € T. Portanto:

{H.G} = HyGp — HyGq = ()‘/ - )\)(fq(f) -gq(n)) =0

|}
1.8.4 Exemplo. Geodésicas num elipséide
Consideremos a familia de quadricas confocais em IR™:
n 2 2 2 2
x; x x x
: P(N) = L= 2 =1 1.8.36
A () ;ai—)\ al—)\—i_ag—/\+ +an—)\ ( )
onde supomos a1 < ag < -+ < ap.
Por exemplo, para n = 2, temos a familia de cénicas confocais em IR?:
2 2
T Y
d(N) = =1 1.8.37
W =—+,—% ( )

onde supomos a < b. Assim para A < a, ®(\) = 1 representa uma elipse, enquanto que, para
a < A <b, ®(\) =1 representa uma hipérbole. O foco de cada uma destas cénicas estd no eixo
dos zzx, a uma distancia da origem igual a:

Vie=X)—=0b-N=va—b

e portanto os focos de todas as cénicas da familia coincidem.

Para n = 3, temos a familia de quadricas confocais em IR?:

Q, : D(N) = + + =1 (1.8.38)
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Figure 1.3: Conicas confocais

Figure 1.4: Quédricas confocais

onde supdémos a < b < ¢. Assim:

Se A < a, 9, ¢ um elipsdide
Sea<A<b, Q) ¢éum hiperboléide de uma folha (1.8.39)
Seb< A<e¢ @9y ¢éum hiperboldide de duas folhas

Cada uma das secgoes das quéadricas da familia Q, pelos planos principais x =0, y =0 e
z = 0, formam um sistema de cénicas confocais.
Quando A — a — 0, o eixo menor do elipsdide Q,, converge para 0 e esse elipsdide colapsa
na parte do plano z = 0, interior a elipse:
22 y?
_|_
a—c b—c

-1 (1.8.40)

Quando a < A < b, Q) é um hiperboldide de uma folha que, quando A — a + 0 colapsa na parte
do plano z = 0, exterior & elipse (1.8.40). Quando A — b — 0, esse hiperboldide colapsa na parte
do plano y = 0 que contem a origem e é limitada pela hipérbole:

-1 (1.8.41)
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Finalmente, quando b < A < ¢, @) é um hiperboldide de duas folhas que, quando A — b+ 0
colapsa na parte do plano y = 0, que nao contem a origem e é limitada pela hipérbole (1.8.41).
Quando A — ¢ — 0, esse hiperboléide colapsa no plano x = 0.

A elipse (1.8.40), no plano z = 0, e a hipérbole (1.8.41), no plano y = 0, dizem-se as cénicas
focais da familia Q). Os vértices da elipse focal sao:

(£va —¢,0,0)

e os focos sdo:

(£va —b,0,0)

Por outro lado, os vértices da hipérbole focal sdo (£+v/a —b,0,0), enquanto que os focos sao
(£va —b,0,0). Portanto, nas cénicas focais, os vértices de uma sao os focos da outra.

Os resultados seguintes sao vélidos Vn. No entanto, por simplicidade, vamos restringir a
discussao ao caso n = 3, isto é, a quadricas confocais em IR3.

» Proposigdo 1.11 (Jacobi) ... Por cada ponto q = (x,y, z) € R?, com xyz # 0, passam
exactamente 3 quddricas da familia de quddricas confocais Qy, definida por (1.8.38). Além
disso, as quddricas que passam em q intersectam-se ai ortogonalmente (isto é, os hiperplanos
tangentes, em ¢, as quadricas que por ai passam, sao ortogonais dois a dois).

e Dem.: Fixemos o ponto ¢ = (z,7,2) € IR3, com zyz # 0, e consideremos a funcao ®(\)
definida em (1.8.38). O seu gréfico estd representado na figura 1.5. A recta z = 1 intersecta
esse grafico em exactamente 3 pontos cujas abcissas A1(q), A\2(q), A3(¢) sdo exactamente os
valores do parametro A das 3 quédricas que passam em g. Os escalares A1(q), A\2(q), A3(q)
dizem-se as coordenadas elipticas de gq.

Figure 1.5:

O hiperplano afim tangente a quidrica ®(A\) = 1, num dos seus pontos ¢ = (¢;) = (z,y, 2),
é perpendicular ao gradiente V®,(q) = (%%(q) = 2%\), onde pusemos (a;) = (a, b, c).

Se g € QyNQ,, entdao VP, (q) - V@,(q) = 0. De facto:

_ 1 1 o q?
O_Zl:qiz(ai—)\_az’—li)_()\ M)Z(ai_)\)(ai—ﬂ)

7
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» Proposicao 1.12 (Chasles) ... Seja Q) uma familia de quddricas confocais, definida
por (1.8.38). Uma recta em IR3, em posicio geral, é sempre tangente a 2 quddricas diferentes
dessa familia. Além disso, os planos tangentes a essas quddricas, nos pontos de tangéncia, sdo
ortogonais.

e Dem.: Consideremos uma recta em IR® definida paramétricamente por:
& =q+tp, istoé & =q +tp;, i=1,2,3 (1.8.42)

Os pontos de intersecgao desta recta com uma quédrica Q), definida por (1.8.38), sdo
determinados resolvendo a equagao em ¢:

Z (i + tpi)? 1
ai—/\

%

isto é:

2 2

b; 2 qiPi q;
t 2 — |t —1] = 1.84
(Zai_)‘> " (zi:ai_)‘> +<i @i = A ) " )

Esta equacao é do segundo grau em t:
AN + 2B\t 4+ C(\) =0

A condicao para que ela tenha uma tnica solugao (i.e., para que a recta seja tangente a
quéadrica), é que o seu descriminante seja nulo:

A=B\?—4AN)C\) =0

Esta é agora uma equacao do segundo grau em A que permite genericamente calcular as
duas raizes A, 4, que correspondem as duas quadricas as quais a recta dada é tangente.

Se ¢, ¢" sao os pontos de tangéncia da recta com as quddricas Q) e Q,,, respectivamente,
entao os planos tangentes a essas quadricas sao ortogonais se e s6 se V®,(¢')-V®,(¢") = 0,

isto é: e

q;9; _
2 N ="

%

o que é verdade uma vez que ¢',q” estao ambos sobre uma tangente comum a ambas as
quadricas.

» Proposigdo 1.13 (Jacobi/Chasles) ... Dada uma geodésica num elipsdide Qy C IR?,
existe uma quddrica Q, confocal a Qy, a qual todas as rectas tangentes a essa geodésica sGo
também tangentes.

O fluzo geodésico em Q, € integravel.

e Dem.: Dada uma recta tangente a Qp, ela é tangente a um certa qudadrica confocal O,
de acordo com o teorema de Chasles. Sejam & € O, e n € Q os pontos de tangéncia. Na
vizinhanca de cada um destes pontos construimos os Hamiltonianos H e GG, que definem
o fluxo de rectas tangentes respectivamente a Qg e a Q.
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Cada uma das curvas integrais de Xy, em {H = 0}, consiste das rectas tangentes a uma
mesma geodésica de Qg. Mas, pelo teorema de Chasles, os planos tangentes a duas
quédricas confocais nos pontos onde elas tocam uma mesma recta tangente, sao ortog-
onais. Logo, G, que define, em {G = 0}, o fluxo de rectas tangentes a Q, comuta com H,
atendendo a proposicao 1.10.

Portanto G ¢é integral primeiro de H e o fluxo geodésico em Q, é integravel.

[}
Figure 1.6: Geodésicas num elipsdide

1.9 Sistemas completamente integraveis
» Teorema 1.5 (Liouville-Arnold) ... Seja (M,w) uma variedade simpléctica de di-

mensao 2n e {H = Fy, Fy,--- | F,}, n fun¢dées em involugdo:
(FLF=0, Vi (1.9.1)

Seja M., onde ¢ = (¢;) € R", um nivel comum regular das fungées Fj, isto é:

M.={xeM: Fx)=¢, i=1,---,n} (1.9.2)
e as diferenciais dFj(x), i =1,--- ,n sdo linearmente independentes Yx € M., de tal forma que

M, é uma subvariedade de dimensao n em M.

Entao:

1. M. é uma variedade invariante sob o fluxo de cada um dos campos Hamiltonianos Xf;,
isto é, todos estes campos sao tangentes a M..
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2. Se M. for compacto e conexo, entdo é difeomorfo a um toro n-diemensional T" = (S!)".
No caso geral, se M, é conexa (mas nao necessariamente compacta) e se todos os campos
XF, sao completos, entao M, é difeomorfa ao quociente de IR" por um reticulado de IR"
de rank r < n. Portanto M, é difeomorfa a 7" x IR™™".

3. Se M, for compacto e conexo, portanto difeomorfo a um toro n-dimensional T, existe uma
vizinhanca aberta de M, em M, na qual podemos definir coordenadas locais candnicas
(I, Ip, @', -+ ,¢"), onde 0 < ¢ < 27, chamadas coordenadas acgao-angulo, tais
que:

(i). a forma simpléctica w, expressa nas coordenadas (I, @) tem a forma canénica:

w=dINd$ =Y dI; Ade' (1.9.3)

De forma equivalente:
(L, ;}={¢" ¢} =0, {Li,¢'} =0 (1.9.4)
(ii). As fungoes I = (Iy,--- ,1I,) s@o coordenadas nas direcgdes transversais ao toro M, e

podem ser funcionalmente expressas em termos dos integrais F;, isto é:
I =L(Fy,- -, F), i=1,---,n (1.9.5)
Nestas coordenadas o toro M, é definido por:
L=-=1,=0

(iii). As funcoes ¢ = (¢',---,¢") sdo coordenadas angulares no toro M, = T" = S! x
... x S' (e portanto também nos toros préximos deste, que sdo variedades de nivel dos
integrais F;). Cada ¢’ € [0, 27| é uma coordenada angular no i-factor S* de M, = T™.

(iv). Nas coordenadas acc¢ao-angulo (I, ¢), um campo Hamiltoniano Xp, onde F' é um
qualquer dos integrais F;, ou qualquer funcdo que possa ser funcionalmente expressa
em termos dos integrais F; (em particular H = F}), é tangente ao toro M., e as suas
curvas integrais sao descritas pelo sistema de equacoes diferenciais:

éi = w; constantes (1.9.6)

onde os w; = wi(I = 0,---,I, = 0),i = 1,--- ,n sao constantes, que dependem
do nivel ¢ (note que as equacoes I; = 0 sdo equivalentes as equagoes F; = ¢;, que
definem o toro M,).

Portanto o campo Hamiltoniano X tem uma forma particularmente simples no toro
M. =T" - as suas componentes sao constantes e as suas curvas integrais sao rectas
enroladas no toro e descrevem por isso um movimento condicionalmente peridédico de
frequéncias (wi,---,wy). Em cada ponto de M, os campos X, formam uma base
para o espaco tangente ao toro.

(v). As frequéncias w; do item anterior, também estao definidas numa certa vizinhanga do
toro M.. Portanto, nas variedades de nivel proximas do toro M., que sao ainda toros
n-dimensionais, também se tem que qb = w;(I°), onde as equagdes I; = I? definem
uma variedade de nivel proxima de M.. Portanto, o sistema inicial, definido pelo
Hamiltoniano H = F}, é descrito numa vizinhanga de M., nas coordenadas (I, ¢), na
seguinte forma:

I =0 :
{¢ — w0 i=1,---,n (1.9.7)



1.9. Sistemas completamente integraveis 29

e Dem.: Os campos Xf, sao linearmente independentes em cada ponto, uma vez que, por
hipdtese, as diferenciais dF; o sdo. Além disso:

XFiFj:{Fi’F}}:O

o que implica que os campos X, sao tangentes as variedades de nivel dos Fj.
Por outro lado:
(XF,, Xr] = X(p,py =0

e portanto os campos comutam assim como os respectivos fluxos. Designando o fluxo do
campo X, por @, temos pois uma accao do grupo aditivo IR" na variedade M, definida

por:

def

t-x=(t1, - ,tp) - x @%10'--0(1);;(!@) (1.9.8)

As érbitas desta accdo coincidem com as componentes conexas das variedades de nivel dos
F;. O subgrupo de isotropia de um ponto x,:

I(zo) ={teR": t-z,=10}

é um subgrupo discreto de IR™ e portanto existem r vectores linearmente independentes
v1, -, Up, em IRT, tais que:

[(z,) = {mei :om; € Z}

isto é, I'(x,) é o reticulado gerado pelos vectores v;.

Concluindo - cada componente conexa de uma variedade de nivel dos F; é difeomorfa ao
produto de um toro por um espaco Euclideano:

R"/T(z,) = T x R"™"

Construgao das variaveis acgao-angulo

Consideremos agora um sistema Hamiltoniano completamente integravel (M, w, H), com
{H = F\,F,---,F,}, nintegrais em involucao:

e seja M., onde ¢ = (¢;) € R", um toro de Liouville, isto é, um nivel comum regular,
compacto e conexo, dos integrais Fj.

Véamos construir um simplectomorfismo:

U:F Y (U)— B"xT" (1.9.10)
Localmente, a forma w é exacta, digdmos w = —df. Para sermos mais concretos, supo-
nhdmos que w = dg Adp e 6 = pdq. Seja vy1(c), -+ ,yn(c) uma base para o primeiro grupo

de homologia H'(M,;Z), e defindmos a aplicacao:

I=(I1, - ,I,): U —= R"
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Figure 1.7:

através de:
I; = Ii(c) = / pdg, i=1,---,n (1.9.11)
7i(c)

Suponhdmos que I é um difeomorfismo de U sobre a imagem I(U), e ainda que I(U) = B"
é uma bola em IR", centrada na origem, e consideremos a fungdo inversa:

c=c(I):B"—-U (1.9.12)

Vémos supor que o toro M) ¢ localmente parametrizado pelas coordenadas g, de tal
forma que M) ¢ definida localmente como grafico de uma fungao:

p=rp(gI)
Por outras palavras - para ¢qg fixo, e para cada I € B™ fixo, resolvemos a equagao:
F(g,p) = e(l) (1.9.13)

em ordem a p, para obter uma funcao:

p=plq,1) (1.9.14)

que parametriza localmente o toro M.

Como j& vimos, Ve, M, = T" = S x --- S é um toro Lagrangeano: w|y;, = 0. Portanto
dO|nr, = 0 e, pelo Lema de Poincaré, 6]y, é localmente exacta, isto é, § = dS para alguma
funcao S: M. — RR.

Em particular, para ¢ = ¢(I), a fungao S : My — IR, tal que 6 = dS, pode ser vista
como uma funcao das coordenadas ¢, para cada I fixo. Mais concretamente, definimos a
fungao geradora S por:

A(g,p)
S:ﬂ%D:/ p(q, I)dq (1.9.15)

Ao (CIO :po)

onde o integral é calculado ao longo de um qualquer caminho em M) que una um ponto
inicial A,(qo,Po = P(qo,I)) € M. ao ponto A(q,p = p(q, 1)) € M. Isto estd localmente
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bem definido, uma vez que 0| M.y = (pdq)| M) é fechada, desde que A esteja suficiente
proximo de A,.

Defindmos finalmente as varidveis angulo ¢', em F~1(U), através de:

¢'(q,p) = (;I, ) (1.9.16)
v H=I(e=F(a:p))
de tal forma que ¢ = (¢') : F~}(U) — T™.
A variagio de ¢’ em cada ciclo vi(c(I)), em M), ¢ dada por:
W (elD) wemy \ O
i
= — as
OLi Joetny
i
= o7 pdq
OL; ety
0Ly
-0
— S (1.9.17)
isto é, os ¢’ estdo bem definidos mod(27) e definem portanto coordenadas angulares em
M, p.
()
O simplectomorfismo ¥ : F~1(U) — B" x T™ fica entdo definido por ¥ = (I o F, ¢). Note
ainda que:
95(q, 1)
(g, ) = 2202 1.9.18
pla.d) = 48 (19.18)

Para ver isto, fixemos I. No toro M), a aplicagdo S(q,I) é dada por (1.9.15), isto é,
por:

q .
S(q,I) = constante + Z/ pi(q,I)dq’ (1.9.19)
7 qo

Se tomarmos como caminho de integragao, a reuniao dos dois segmentos:

(90, P0): (90:2(q: 1)), € (g0, p(q; 1)), (q,p)

deduzimos as duas relagoes:

oS oS

isto é, S é uma fungao geradora da transformagao (q,p) — (I, ®) e esta é pois canénica.

[}
» Definicao 1.9 ... Um sistema Hamiltoniano (M,w, H) diz-se completamente integravel
se existirem n fungoes {H = Fy, Fy,--- ,F,}, em involugio e que satisfazem as condi¢oes do

teorema de Liouville-Arnold.
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1.9.1 Sistemas com um grau de liberdade

Célculo das varidveis acgao-angulo para sistemas com um grau de liberdade (exemplo concreto
do oscilador harménico):

1. Aqui s6 temos o integral de energia H = F}. Em vez de ¢ é mais usual pér ¢ = E. No
caso concreto do oscilador harménico:

P 1 2 2

H =— 4=

(@p) = 5~ + gmuw’q

O toro invariante H = FE > 0 é dado por:
2

p 1 2 2

£ 42 - B

o + 2mw q

que é uma elipse no espaco de fases de semi-eixos V2mE e \/ 2FE /mw?. O ciclo gerador
de homologia, v(F), é a propria elipse e a varidvel de acgao é definida por:

I'=I(E) =/ pdq
v(E)

= 4area limitada pela elipse {H = E}

= 7V2mE\/2E/muw?
= 27E/w (1.9.20)
Invertendo obtem-se:
E=E(I)=wl/2n (1.9.21)
Figure 1.8: .

2. Resolvemos a equagao F(q,p) = ¢(I) = E(I), em ordem a p, para obter uma funcao
p=p(g,1).

No caso do oscilador, essa equacao é:

o que da:
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3. Definimos a fungao geradora S = S(q, I) através do integral (1.9.15). No caso do oscilador:
q
S(g.I) = / p(g, I)dq
0

_ /0 ! mwljx = (mwq)’dq

= I(¢+singcoso), onde sin¢ = g\/mwl /21 (1.9.22)

4. A varidvel angulo é entao dada por (1.9.16), isto é, por:

95(¢, 1)
T
I=I(E=H(q,p))
. 9 O
= ¢+singcoso+ I(2cos qb)ﬁ
= ¢ (1.9.23)
onde usamos o facto g—? = —tan¢/21.

5. O hamitoniano, nas novas coordenadas (I, ¢) é dado por:

K(I,¢) =wl
e as equagoes canonicas por:
: OH
T
. OH
I = —=0 1.9.24
5 (1.9.24)
donde:
o(t) = wt+¢°
I = 1 (1.9.25)

Vejamos um outro exemplo concreto, com um Hamiltoniano:

2

p
H(q,p) = 5~ + U tan’(aq)

onde U, « sao constantes positivas. A equacao (1.9.26) dé a acgao:

I=IF)= 71T/Q2 \/Qm(E — U tan?(aq)) dq (1.9.26)

onde tan? agy = E/U, q1 = —¢q. Calculando o integral, obtem-se:

ol =+/2m(E +U) —V2mU

O potencial e as curvas de fase nas coordenadas (q,p) e (I, ) estao reprentadas na figura
seguinte:

Note que I > 0 com igualdade sse I = (. Invertendo esta relagdo obtemos o Hamiltoniano:
H(I,¢) = allal + 2vV2mU]/2m (1.9.27)

A frequéncia angular é dada por:

w = %]j = al[al +2V2mU]/m = an/2(E+ U)/m
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Figure 1.9:

1.10 Sistemas mecanicos com simetria. Aplicacao momento

» Definicao 1.10 ... Um sistema mecanico com simetria (Q, K,V,G), € constituido
poT:

e Uma variedade diferencidvel QQ - o espago de configuragao do sistema.

e Uma métrica Riemanniana g em Q. K = %g € a energia cinética dessa métrica:
_1
K(q,v) = 594(v,v), v € TQ.

e Uma energia potencial V € C*(Q).

e Uma acgao de simetria, isto é, uma accao C* de um grupo de Lie G, que actua d
esquerda de @), como um grupo de isometrias da métrica g, preservando também o potencial
V. Portanto se ® : G x Q — Q € a referida acgao:

Ya-q (d(l)a(v), d®, (w)) = gq(v, W)
Vo, we T,Q, Vg € Q, Va € G, e:
Via-q)=V(q) Yae G,VqgeQ
|

Se g é a algebra de Lie de G, para cada £ € g, define-se o gerador infinitesimal da acgao ®,
associado a &, como sendo o campo de vectores g € X(Q) definido por:

def

£0(q) Ei=0Pespre(q) (1.10.1)

Temos assim uma aplicacao natural:

g— T,Q §— &olq)
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» Definicao 1.11 ... Seja (Q, K, V, G) um sistema mecanico com simetria. Define-se entdo
a respectiva aplicagao momento, como sendo a aplicacao:

J:TQ — g*

definida através de:

T (g0) e (Haw) e T@0)©) g gq) (1.10.2)

Para cada & € g, define-se ainda uma aplicag¢do jg :TQ — R, através de:

Te@v) ¥ I0,0)©) = g0 €0(0)) (1.10.3)

Se ®: G xQ — Q éa accao de simetria referida na definigdo anterior, entao ® induz uma
accao @7 em T'Q, dita a accao tangente, definida por:

def
1 (g,v) = (a-q,dPu(v)
de tal forma que 7 é G-equivariante:

q)T

TQ T~ TQ

w 7T
o

Q —Q

Se {érg € X(T'Q) representa o gerador infinitesimal desta accdo tangente, associado a um
elemento & € g:

d
ﬁTQ((L 1)) = %‘t:O (I)g;(ptf(qv ’U) < T(q,v)TQ

entao a G-equivariancia de 7 implica que:

’ dmoérg =& ow‘ (1.10.4)

Recorde que em T'Q) temos uma estrutura simpléctica dada pela forma simpléctica w, =
(¢°)*w, onde w é a forma simpléctica canénica em T*Q. A accdo tangente ®1 é simpléctica,
i.e., para cada a € G, ®I : TQ — TQ é um difeomorfismo simpléctico de (TQ,wy). De facto,
(®1)*0, = 6,, onde 0, = (¢°)*0, é o pull-back da forma de Liouville # em T*Q, por ¢’.

» Proposicao 1.14 ... Consideremos, para cada & € g, a fung¢do :]\5 :TQ — R, definida
em (1.10.3). Entao: R

Je = teroby (1.10.5)

e o campo hamiltoniano associado, Xjé_ € X(TQ), € exactamente o gerador infinitesimal {é7¢g da

accao tangente, isto é:
ng ={rq (1.10.6)



1.10. Sistemas mecanicos com simetria. Aplicacao momento 36
e Dem.: De facto:
(ifTQ 99) (Q7 U) = 99 (q> U) (gTQ(Q7 U))
= gq(v,dnérg(q,v))
= 94(v,¢q(q))
= J&(Qa U)
isto é: R
Je = ter oy (1.10.7)
Por outro lado:
(P0)* 0y =0, = Lepo0y=0
= diggq0g +igrqdfy =0
= djg = lgpoWy por (1.10.7)
= Z'ngwg = igTng
= X 7= §rQ porque wy € nao degenerada
[}
Estamos agora aptos a enunciar e demonstrar o seguinte teorema fundamental:
» Teorema 1.6 [Teorema de E. Noether| ... Seja (Q, K,V,G) um sistema mecanico

com simetria, e J : TQ — g a respectiva aplicacao momento.

Entao J é integral primeiro do campo Xg, isto €, J é constante ao longo das curvas integrais

do campo hamiltoniano Xg, onde E =K +V ow : TQ — IR € a energia total do sistema.

e Dem.: Sabemos que ®!" deixa F invariante: E o @g = F, Va € G, por defini¢ao da accao

de simetria. Em particular, para cada £ € g, temos que:

E(®L,(q,0) = E(q,v), (g, v) € TQ

Derivando esta expressao em ordem a ¢, para ¢t = 0, obtemos:

dEqwére(e,v) =0 = we(XE(g,v)),érq(q,v)) =0
= wg(XE(Q7U))7Xj§(q7U)) =0
= {B,J}g,v) =0 (1.10.8)

por (1.10.6), e ainda por defini¢do de Xp e do paréntisis de Poisson,

1.10.1 Exemplo. O Problema de Kepler

Vamos considerar o seguinte um sistema mecanico com simetria:

BEk

(Q,K,V,G) = (IR2 {0}, K = 1g,V(x) = 1, G = SO(2) = 51) (1.10.9)
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onde g é a métrica euclideana usual em IR%. Este sistema descreve o movimento de uma particula
de massa unitdria, que se move no plano, sob a ac¢ao de um campo de forcas central Newtoniano:

1 0 10

x é o vector de posigao da particula, e r = ||x||.

E natural efectuar os célculos em coordenadas polares 7,0 em @ = IR, x S'. O grupo de
simetria G = SO(2) actua em (@ por rotagoes positivas, isto é, se R, = ¢ é a rotacao de angulo
©, no sentido directo, a acgao de simetria é ® : SO(2) x Q — @, onde:

B(p, (r,0) E (104 ¢)

Claramente que ® é uma accao de simetria do sistema dado. Para calcular a respectiva aplicacao
momento, identificimos so(2) = T150(2) com iR = IR, de tal forma que exp(it§) = Ry €
SO(2). Portanto:

d

Sole) =

S (R, (r0))

t=0

dt

0
_g%

(r,0 + &)
t=0

Vg =(r,0) €Q (1.10.10)

q
A métrica g escreve-se em coordenadas polares na forma:
g= % 4 r26?

esev = 7'"% + 9% € T,Q, entao:
J(gv)€ = g4(v,80(q))
= &2 (1.10.11)

Finalmente, identificando IR = IR*, obtemos a aplicagdo momento J, que nao é mais do que o
momento angular usual, expresso em coordenadas polares, J : TQ) — IR:

J(r,0,7,0) = r20 (1.10.12)

1.10.2 Geodésicas em superficies de revolugao

Consideremos uma superficie de revolucio (Q, g), em IR?, gerada pela revolucio de uma curva
mergulhada « :Ja, b[— IR?, parametrizada por arco:

Y(s) = (r(s),0,2(s)), (r'(s))* + (Z(s)* =1, r(s) >0
g é a métrica induzida em Q, pela métrica usual de IR?.

Como coordenadas locais em (Q, usamos as coordenadas s, , e a parametrizacao local:

@(s,0) = (r(s)cosB,r(s)sinb, z(s)) (1.10.13)
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Nestas coordenadas, a métrica ¢ tem a expressao:
9(5,0,5,0) = 5% 4 r(s)26? (1.10.14)
onde r(s) é o raio do paralelo § — ¢(s, ). O Lagrangeano é:
L(s,6,%,6) = % <5'2 + r(s)292) (1.10.15)
e as equagoes de Euler-Lagrange sao:

{ §—r(s)r'(s)f? =

d (r2(3)9> _ 8 (1.10.16)

Seja c(t) = (s(t),0(t)) uma solucao deste sistema, i.e., uma geodésica de Q. Podemos ja
concluir o seguinte:

e os meridianos t — (s(t) =t,0(t) = 0) constante, sdo geodésicas de Q.

e um paralelo t — (s(t) = sconstante, §(t) = t) é geodésica (a menos de reparametrizacgao)
sse 1/(s) = 0, isto é, sse s é ponto critico de r (neste caso, r(s) = constante # 0).

Os momentos conjugados sao:

ps = Lg=3s
pg = Lj= r(s)6 (1.10.17)
donde se deduz que:
$=p -
S T(S)Q
e o Hamiltoniano é:
H(S797p87p9) = (p55+p99_L(5797379)) . . )
8:p370:ﬁ
R (1.10.18)
- a2 \Fs r(s)? o
As equagoes de Hamilton sdo:
5. = DPs
0 — r(p;OQ
. v (1.10.19)
bs = (s)2
pg = 0
A segunda equacdo em (1.10.16) diz que py = r(s)20 é um integral primeiro do fluxo

geodésico.

De facto, este integral existe como consequéncia da accdo de simetria de S', como grupo
de rotagOes (isometrias de g) em torno do eixo dos zz. Em coordenadas locais essa acgao
U: St x Q — Q, define-se por:

(¢, (5,0)) — (5,0 + @) (1.10.20)
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O gerador infinitesimal desta acgao é:

0
£o(s,0) = 5%, EelR (1.10.21)
Portanto:
: o .0 _0
J(s,0,5,0) = 0) (s 00—, &—
(87 787 ) 9(87 ) (Sas + 607586>
= &r(s)%0 (1.10.22)
Para £ = 1: '
po =J =r(s)%0
Este integral admite a seguinte interpretagao geométrica. Seja a(v) o angulo entre o vector
v = é% + 9% € quQ, ie., ||v|| =1, e o vector %, tangente ao paralelo que passa em g. Temos
entao que:
0 ) 2
' 90 0 H
cos a(v) (. 35) r(s) = 0r(s)

~wlllo/oel — r(s)
Se restringimos J a T'Q podemos pois escrever:
J =1(s)cosa(v)

Como r(s) é a distancia entre ¢ € @ e o eixo dos zz e a(v) o angulo entre v e o paralelo que
passa em ¢, obtemos a chamada relagao de Clairaut: “numa geodésica, parametrizada por
arco, c(t) = (s(t),0(t)), tem-se que:

’ r(s(t)) cosa(c(t)) = constante emt ‘ (1.10.23)

isto €, uma geodésica intersecta sempre os paralelos de tal forma que o produto do raio desses
paralelos pelo cossemo do angulo que ela faz com esses mesmos paralelos, € sempre constante”.

Daqui se deduz que, se r cosa = C, entao |C| = r|cosa| < r, isto é, a geodésica estd sempre
situada na regido de @), onde r > |C|. Além disso, quando c¢(t) se desloca na direcgdo dos
paralelos de raios crescentes, a inclinacao de c relativamente a esses paralelos deve aumentar
(para que o produto 7 cos & se mantenha constante).

Sabemos ji que T'Q ¢ invariante sob o fluxo geodésico ®;: ®;(v) € T'Q, sempre que
v € T'Q, e, por outro lado, J(®;(v)) = C constante. Em coordenadas (s, 0):

2K =2E = 5% +r(s)%6> = 1 Lei de conservagao da energia

r(s)’ = C Lei de conservagao do momento angular(1.10.24)

Substituindo r(s)20 = C na primeira equacao de Lagrange § = r(s)r'(s)02, obtemos:

C? r(s)C?
/

s=r(s)r (S)r(s)4 = )P

= —Vi(s) (1.10.25)

255)2 . Isto significa que s(t) varia como num problema com um grau de liberdade

onde Vi(s) =
com potencial Vo (s), o que permite discutir o comportamento qualitativo das geodésicas, com
energia total 2F = 1, desde que consigamos obter o grafico de (C, s) — Vi (s) e analisando para
os diversos valores constantes de C.
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Figure 1.10: Geodésicas numa superficie de revolugao

Figure 1.11: Geodésicas numa superficie de revolugao



Capitulo 2

Principios Variacionais

2.1 O problema classico do calculo de variacoes

Seja @ uma variedade de dimensao n (espago de configuragao) e L : IR x TQ — IR uma
funcdo de classe C? (o Lagrangeano). Fixemos um intervalo [tg,#;] C IR, dois pontos qg, 1 em
Q, e consideremos o espaco de curvas:

P = def {c:[to,t1] = Q : c é de classe C? e c(to) = qo,c(t1) = ¢1 } (2.1.1)

Neste espago definimos o funcional [ : & — IR:

Il = / ULt e(t), e(t) dt (2.1.2)

to
Consideremos uma familia a 1-parametro a €] — ¢, €[ de curvas em Z7:
a—cq €S (2.1.3)
que dependa diferenciavelmente do parametro o. Em particular, temos que:
ca(to) = qo, calt1) =q, Va

Defindmos agora um campo de vectores ao longo de pondo ¢y = ¢, através de:

n(t) =oe(t) €A calt) € TpQ (2.1.4)

n = dc diz-se uma variacao de ¢ = ¢y, com extremidades fixas, e o conjunto de todas estas

variagoes €, por defini¢do, o espago tangente a &, em c:

T.7 def {UZdCi[to,tl]*TQi n(t) gef %

. ca(t)} (2.1.5)

Defindmos ainda a diferencial do funcional I, em ¢, di. : T.2? — IR, através de:

) L e, (2.1.6)

dov a=0

onde 1 = dc é uma variagao de ¢ = ¢y, com extremidades fixas.

41
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Sejam g = (¢') coordenadas locais em Q e (¢,q) = (¢*,¢") as correspondentes coordenadas
para T'(). Pondo:

o) = Tlea = [ Lit.calt).ca(t) de

to

calculemos ¢/(0) = %‘a:OI [ca] = dI.(n), usando a regra da cadeia e a deriva¢ao sob o sinal
integral.

Usando sistematicamente a convencao de Einstein, vem que:

¢'(0) = / 1 [Lg: (t,a(),4(8)) 0*(t) + Ly (£, a(1), 4(1)) 7' (8)] dt (2.1.7)

to

_ 9L . _ oL
onde pusemos L, = 9qt Ly = 95

vectorial simplicada:

Podemos ainda escrever o integral (2.1.7) na seguinte forma

| Lo + L) d (2.1.8)

to

Integrando por partes e usando a hipdtese de que n(tp) = 0 = n(t1), obtemos:
t1 d
/ [Lq(t) — dtLq(t)] n(t) dt (2.1.9)
to
e como o integrando é continuo e esta relagao devera ser vélida Vn, deduzimos o seguinte teorema:

» Teorema 2.1 ... Uma curvac € & € ponto critico do funcional I : P — R, sse ¢ satisfaz
as equagoes de Euler-Lagrange:

— &L (t,q(1),4(8)) + Lq (£, q(t),4(t)) = 0 (2.1.10)

As equagtes de Euler-Lagrange formam um sistema de n ODE’s de segunda ordem, que
escrevemos na forma simplificada seguinte:

a,.

— Ly + Ly =0, i=1,...,n (2.1.11)

A solucao geral deste sistema depende pois de 2n parametros que devem ser escolhidos para
que as condigoes de fronteira c(ty) = qo,c(t1) = q1 sejam verificadas pela solugdo. Qualquer
solucao das equagoes de Euler-Lagrange diz-se uma extremal do problema variacional acima
formulado.

Notas ...

1. Quando o Lagrangeano L nao depende explicitamente de t, isto é, L = L(q, ¢), a chamada
energia de L:

. def . .
Er(¢g,q) = Lgyd — L(g,q) (2.1.12)
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ou mais detalhadamente, Er(q',¢") = Lgi i* — L(q",4"), é um integral primeiro da equacdo
de Euler-Lagrange. De facto, se ¢(t) é solucao da equagao (2.1.10), entao:

d d d
—FEr(q(t),q(t)) = —(Lsq) — —L(q,q
T Erla(t),q()) o (Lgd) — = L(a.4)
d . . . .
= (ﬁLq) q + qu — qu — qu
= Lqqg+ LgG— Lqg — Lgg
= 0 (2.1.13)
2. Quando o Lagrangeano L ndo depende explicitamente da varidvel ¢’, para um certo i €
{1,--- ,n}, o chamado momento conjugado a ¢":
. def .

¢ um integral primeiro da equagdao de Euler-Lagrange. De facto, L, = 0 e a i-nésima
equagao (2.1.10) fica apenas —%Lqi = 0, isto é p;(q(t),q(t)) = c. Diz-se neste caso que a
variavel ¢* é ciclica.

[}

2.1.1 Exemplo. A braquistécrona

A braquistécrona (Johann Bernoulli, 1696) é a curva que une dois pontos P; e P, num plano
vertical, de tal modo que um ponto material de massa m, deslizando sem atrito sobre essa curva,
sujeito apenas a gravidade, a percorre num tempo minimo (do grego brakhystés: “o mais curto”
+ khrénos: “tempo”).

Figure 2.1: Braquistocrona
Suponhamos que o plano vertical é o plano zy, P, = (0,0), P, = (a,b), coma >0eb>0e
que y = ¢(x) é a equacao da curva braquistécrona (o eixo dos y's orienta-se para baixo).
A velocidade do ponto material, deslizando sem atrito sobre essa curva, é:

_ds

; dx
T v1+[y(ﬂf)]2ﬁ

e como, por outro lado, v é também determinada pela equagao de conservacao de energia:

1
imv2 =mgy = v = /29y

v
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deduzimos que o tempo 7T de descida de P; = (0,0) até P, = (a,b) é dado por:

o) = [ 5
[ e

:<9W%f

com condicoes de fronteira y(0) =0 e y(a) = b.

1/2
1+y

Y

dx (2.1.15)

Como o Lagrangeano L nao depende do parametro z, ha conservacao da energia Fj =

L,y —L:
EL: y/2 B /1+y/2:C
y(1+y7?) VY

Simplificando, vem que:
1
y(1+y?)

—C = Y+ =0

e introduzindo um parametro ¢ e pondo ainda 3’ = cotgt, obtemos:

Cr

Ch
— = (Osin?t=—(1-— 2t
1 + cotg 2t Lo 2 (1= cos2t)

y fry
Por outro lado:

d 2C sint tdt
Y _ 2SS = 20 sin’ tdt = C1(1 — cos 2t)dt

dx - =
Y cotgt
in 2t
ﬁxzc«paz>ﬂz=%m—mw+@ (2.1.16)

e a forma paramétrica da solugao é:

x—Cy = % (2t — sin 2t)
Y = % (1 — cos 2t)
Pondo 7 = 2t e como Cy = 0, ja que y(0) = 0, obtem-se a familia de cicldides:
xz(r) = % (1t —sinT) (2.1.17)
y(r) = % (1 —cosT) o

onde C se calcula impondo a condicao y(a) = b.

2.1.2 Exemplo. Geodésicas no semiplano de Poincaré

Calcular as extremais de:
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onde os pontos (a, A), (b, B) pertencem ao semiplano superior H™ = {(x,y) : y > 0}.

H4(y)? - 4 . .
Y- =~ nao depende do parametro x, a energia total:

/ 1\2
Yy V1+ ()
Er(y,v)=vyLy(y,y)— Ly, y") =y -
Y yV/1+ ()2 y

Como L(z,y,y") =

é constante. Depois de simplificar, obtemos:

yV1+ @) =r>0

Pondo 3/ = tgt, vem que:

2 2
2 r r 2.2
= = =7r7cos”t
VT Try T T te
ou y = rcost. Por outro lado:
d d —rsintdt
—y:y’ = dp =Y = TP costdt
dx y tgt
ouz = —rsint + C. A solugao é pois, em forma paramétrica:
r—C = -—rsint
Y = rcost

e, eliminando ¢, obtemos uma familia de circunferéncias centradas no eixo dos z's: (z—C)?+y? =
r2. A extremal pedida serd a que passa pelos dois pontos dados, e é tnica.

2.2 Transformada de Legendre. Equacoes candnicas

A transformada de Legendre de uma funcao F : IR™ — IR é, grosso modo, a equagao da familia
de hiperplanos tangentes ao gréafico de F. Por exemplo, para n = 2, F' é uma funcao de 2
varidveis e o seu grafico é a superficie de IR?:

grF ={(z},2% 2): z=F(z' 2%}

3

A superficie gr ', em IR}, .., pode ser descrita por dois processos duais:

e descricao pontual - como o conjunto de pontos determinado pela equacio z = F(z!, z?),

e descricao tangencial - como a envolvente dos seus planos tangentes.

Vejamos qual a equacdo a que deve satisfazer um plano afim em IR? para que seja tangente a
gr F. A equacdo de um plano afim nao vertical em IR®, pode ser sempre escrita na forma:

Z—-mX'—ppX?4+u=0

onde (X', X2, Z) sdo as coordenadas correntes de um ponto desse plano. Neste caso, chamamos
a (p1,p2,u) as coordenadas desse plano, que é pois o plano perpendicular ao vector (p1,pa, —1)
e que intersecta o eixo dos zz no ponto (0,0, —u).
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Como o plano tangente a gr F, no ponto (z!, 2%, 2 = F(2!,2?)) € gr I/, é o plano de equacdo

(XY, X2 Z) — (21, 2% F(x))] - (gfl (x), %(m), —1) =0, onde z = (z', z?), isto é:

or
0z?

oF

= ol (z)(X? —2z?) =0, z = (2!, 2?)

Z = F(x) (2)(X" — ')

as coordenadas desse plano sao portanto:

OF
P = %(3317932)
OF
p2 = @(flat’fz)
OF OF
u = xlﬁ(xl,x2)+x2w(ml,x2)—F(wl,x2) (2.2.1)

que se dizem as coordenadas tangenciais da superficie gr F'. A superficie fica também de-
terminada se conhecermos u como funcao de p; e ps, isto é, se conhecermos a familia a dois
parametros de planos tangentes ao gr F'. Esta relagao u = ®(p1,p2), que se diz a equagao
tangencial do gr I, pode ser deduzida a partir de z = F(z!,22), calculando (se possivel) os
2 como funcao de p; e po, a partir das equacdes:

b1 = gg(x17$2)’ P2 = gj;(ml,IQ)

valores de z! e x

e substituindo esses valores x!(p1, p2) e 2%(p1, p2) em u, dado por (2.2.1):

u = ®(p1,p2)
F F
= xl 88:1:1(%1,[132) + .’132 gxz(xlvx2) - F(xluxz)
= pra'(p1,p2) + p22*(p1.p2) — F (2 (p1,p2), 2 (p1,p2)) (2.2.2)

A esta funcio ®(p1,p2) chamamos a transformada de Legendre da funcio F(z!, 22).

Reciprocamente, para determinar as coordenadas pontuais a partir das coordenadas tangen-

ciais, calculamos as derivadas parciais de ®(p1,p2), dada por (2.2.2). Como p; = %(azl,ﬁ) e

p2 = %(1‘1, x?), obtemos:

0P 1 ox! 0x?>  OF ox'  OF 022 1
— =2 +p1=—+

ap1 opr opn Oulop 0x20pr
e analogamente:
0P 9
-
Ip2

Concluindo - obtemos o seguinte conjunto de férmulas:

®(p1,p2) + F(z',2%) = pia' + poa?
_ OF g 0
PL= .1 - I;
- 2 - = 2.2,
P2 = 5 T s (2.2.3)

que ilustra o caracter dual da passagem entre coordenadas pontuais e coordenadas tangenciais.
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A transformada de Legendre de uma funcio F : IR? — IR pode ser sempre calculada se as

duas equacoes p; = %, p2 = % puderem ser resolvidas em ordem a z!, 22, o que é possivel se:

O°F O°F ([ *F 2#)
A(x1)2 9(x2)? dxloz?

A generalizagao para fungoes F' : IR}, — IR é 6bvia - a transformada de Legendre de F' ¢é a
funcdo @ : R — IR, definida da seguinte forma. Primeiro definimos os p = (p;) através de:

oF L _OF
p—p(x)—%(x), isto é Pi =5 i=1,...,n (2.2.4)
Supondo que:
O*F
—— 2.2.
det [636%91”] #0 (2.2.5)

podemos inverter a relacdo p = p(x), para calcular os 2''s como funcio dos p;'s: © = z(p).
Definimos entao a transformada de Legendre ® : R — IR, de F', através de:

®(p) = px(p) — F(z(p)) (2.2.6)

Suponhamos agora que temos um Lagrangeano L(t,q,q), definido em IR x T'Q). Para cada
(t,q) fixo, consideremos a funcao parcial F'(¢) = L(t,q,q) e calculemos a transformada de Leg-
endre de F. Essa transformada é uma fungdo H(t,q,p), a que se chama o Hamiltoniano
correspondente ao Lagrangeano L, e que é definida em IR x T*Q), através de:

H(t7Q7p) = pq - L(ta Q7Q)‘q:q(t,q,p) (227)

Nesta férmula, ¢ = ¢(t, ¢, p) obtem-se invertendo a relagdo (com ¢ e q fixos):
p = pt.qq)

oL

q

= 5 (ta.d) = Lift.q.d) (223)

o que é possivel se suposermos L hiperregular, isto é, se:

det [ (2.2.9)

aqiaq‘j] #

Notemos ainda que H nao é mais do que a energia do Lagrangeano L, expressa nas coorde-
nadas (t,q,p).

Calculemos agora a diferencial do Hamiltoniano:

H = H(t,q,p)
= pq(t,q,p) — L(t,q4,4(t, g, p)) (2.2.10)
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Vem sucessivamente que:

dH = Hidt+ Hydq+ Hy,dp
(pgr — Lt — det) dt + (pdq — Lq — Lq‘jq) dq + (4 + pdp — Lgqp) dp
= (pgt — Ly — Lgds) dt + (pdq — Lq — pdq) dq + (4 + pdp — pdp) dp
—Lidt — Ly dq + g dp (2.2.11)

donde se deduz que:
H, = —L4, Hy, = —Lg, H,=q (2.2.12)

O sistema de Euler-Lagrange —%Lq + L, = 0 escreve-se portanto na seguinte forma
canodnica:

q = Hp(t7Q7p)
{p _ —Hq(t,q,p) (2.2.13)

ja que p = %Lq' = L, = —H,. Estas equacoes dizem-se as equacoes canénicas de Hamilton
associadas as equagoes de Euler-Lagrange.

Mais detalhadamente - uma curva t — ¢(t) é solugao das equagbes de Euler-Lagrange se e
s6 se a curva:

t (ha(t).p(t) = Lo(t,a(0),d(1))

¢é solucao das equagoes candnicas.

» Exemplo 2.1 ... Calcular as equagoes candnicas para o funcional:
I[q(t)] = / (2zy — 227 + 22 — ¢?) dt, onde ¢ = (z,y) € R?
0

O Lagrangeano L(q, ) = 2xy — 222 4+ 2 — 5 é hiperregular, ja que:

L:bx' Lj;y' N 2 0 _
det[Lygz Lyy]—det{o _2]— 4+£0

Portanto os momentos p = (p,, py) sao dados por:

px = Ly = 2z = T = b
py = Ly = =2y = g = -k
O Hamiltoniano é:
H(xayapxapy) = px$+py3/—L(xaya%y)u:%z’y:%y
2 2
p Dy
— 92229 Pz 2y
x xy + 1 1
e as equagoes canodnicas sao:
o= B
j o= -4
Dy = —4x+2y
Dy = 2w
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2.3 Sistemas mecanicos conservativos

Para sistemas mecanicos conservativos, o Lagrangeano é dado, em coordenadas locais (g, ¢)
para T'Q), por:

L(g,4) = 59i;(0)d'¢ —V(q) (2.3.1)

onde g é uma matriz simétrica definida positiva, que representa uma métrica Riemanniana em
Q. As parcelas da soma (2.3.1) chamam-se respectivamente:

§gij(q)q ¢’ energia cinética
V(g) energia potencial (2.3.2)

O Lagrangeano (2.3.1) ¢ hiperregular, uma vez que g é ndao degenerada. Portanto g¥/(q) =
[9:5(¢)] " define uma métrica contravariante em Q. Como:
pi=Ly=g5)d = d§=9"p
o Hamiltoniano é dado por:

H(g,p) = pid"—L(g,q)

1

= 597(0pip; +V(9) (2.3.3)

4i=g" (q)p;

Como H nao depende explicitamente de t, H é um integral primeiro das equacoes de Hamil-
ton. De facto, se (¢(t),p(t)) é uma solugao dessas equagoes:

{(J(t) = Hp(q(t),p(t))

p(t) = —Hy(q(t),p(t))
entao:
S HG(),p1) = Hyd+ Hyp
— H,H, - H,H,
=0 (2.3.4)
de tal forma que:
H(q(t),p(t)) = h (2.3.5)

para uma certa constante h, dita o nivel de energia da solucao (q(t),p(t)).

Por exemplo, para uma particula de massa m, movendo-se em IR? sob a ac¢io de um campo
de forgas F(x) = —VV (x), o Lagrangeano é:

T

onde x? = % - x = ||%]|> = xT%, e 0o Hamiltoniano é:

1
H(x,p) = %pz + V(%)
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As equacoes de Hamilton sao:

donde se deduz que:

4 i _ VV(x)
e como F(x) = -VV(x):
mx = F(x) (2.3.6)

que é a famosa equagao de Newton.

Mais geralmente, dado um sistema de N particulas de massas m; e coordenadas x; =

(zi,¥i,2i), para ¢ = 1,..., N, que se movem sob a acgdo de forcas F; que derivam de um
potencial V' =V (x1,--+ ,xx), que depende apenas das posigoes das particulas:
F, = -V V, i=1,...,N

a energia cinética é:
N

1
Z .2
5 miX;
i=1
e a energia potencial é V. As equagoes do movimento sao:

2.3.1 Exemplo. Oscilador harmoénico

O oscilador harménico (de dimensao 1) é descrito pela seguinte ODE de segunda ordem em IR,:
i+ wlr =0, w#0 (2.3.8)

cuja solugao geral é:
x(t) = A cos(wt + b), A, b constantes

A equagao (2.3.8) é a equacao de Euler-Lagrange correspondente ao Lagrangeano (que nao
depende de t):
.2 2
x wz
Lz, &) = — — — 2.3.9
(0,8) = 5 — = (2:3.9)
De facto:

d &
—%Li +L,= L, W
Aplicando a transformada de Legendre a L, vem que p = L; = %, donde & = wp, e portanto

o Hamiltoniano é: w
H(z,p) = pi = L(2,8)];, = 5 (2" +17) (2.3.10)
As equagOes candnicas sao pois:

T = H, = wp
{p — H = —wz (2.3.11)
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cuja solucao geral é:

{ o(t) = Acos(wi+b) A = /2a,b constantes (2.3.12)

p(t) = —Asin(wt+0d) ’

Note que de facto p(t) = Li(x(t), Z(t)).

2.3.2 Exemplo. Movimento num campo central

Consideremos um ponto material de massa m, que se move em IR? — {0}, sob a influéncia de
um campo de forgas central:

F(x) = X, onde r=|x||>0 (2.3.13)

Em (2.3.13), ¢ :]0, 00[— IR representa uma fungao continua. Podemos entao escrever:
F(x)=-VV(x) (2.3.14)

onde:
V(x) = —®(r), com  ®(r)=[" p(p)dp (2.3.15)

T0

O Lagrangeano é:
1
L(x,%) = 5m %2 — V(x)
que, como nao depende de t, implica a conservacao de energia:
m x>
2

Ep = +V(x) = E (2.3.16)

para alguma constante E (o nivel de energia).

Definamos agora o momento p(¢) e o momento angular £(¢), do movimento x(), através
de:
p(t) = Ly = mx(t), £(t) =x(t) x p(t) (2.3.17)

Deduzimos entao que:

e(t) = %(t) x p(t) +x(t) x p(t)
= XXmX+XxX mm X

=0 (2.3.18)

isto é, o momento angular £(t) é conservado:
£it)=a (2.3.19)
para algum vector constante a. Os 4 integrais primeiros independentes (2.3.16) e (2.3.19), sao

suficientes para integrar as equagoes do movimento. De facto, podemos escolher um sistema de
eixos tal que a aponte na direccao positiva do eixo dos x's:

a=(0,0,a), a>0
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De £(t) = x(t) x p(t) = m(x(t) x X(t)) = a, obtemos que a-x(t) = 0, Vt. Portanto, se a > 0,
x(t) estd sempre no plano xy e o movimento processa-se neste plano:

x(t) = (x(t),y(t),0)

A conservagao do momento angular (2.3.19), pode entao ser escrita na forma:
. . a
Y — Yyt = — (2.3.20)
m

que é a chamada lei das dreas de Kepler: “as dreas varridas pelo vector de posicao x(t), em
tempos iguais, sao iguais”. Em particular, o movimento ou ¢ linear (a = 0) ou x(¢) e %x(¢) nunca
sao colineares.

A lei de conservacao de energia (2.3.16) toma agora a forma seguinte:

%(552 +9%) = E+ ®(r) (2.3.21)

onde ® é dada por (2.3.15), e r = /2?2 4+ y2. Introduzindo coordenadas polares de pdlo na
origem:
x =r1cosf, y =rsinf

podemos escrever (2.3.20) e (2.3.21), em termos de r(t) e §(t), na forma seguinte:

26 =2 (2.3.22)
m
m, .o 22
5(7" +7r90°) = E+ O(r) (2.3.23)
Analisemos mais detalhadamente o problema de Kepler em que:
—ymM
F(x) = 5% r = ||x|| (2.3.24)

Esta é a forga gravitacional que um ponto material de massa M, fixo no centro 0, exerce sobre
um ponto material de massa m, situado em x # 0, de acordo com a lei da atracgao universal

de Newton. v é a constante universal de gravitacao. Neste caso, temos que F(x) = —VV (x),
onde: "
V(x) = &(r) = 12
.

Vamos supdr que o movimento nao é linear (a > 0, em (2.3.22)). Entao (2.3.22) e (2.3.23) ficam
com o aspecto:

0= T—CZ, onde C=a/m (2.3.25)
1 . M
5 (7 +170) = ’YT +W, onde W =E/m (2.3.26)

Destas duas equagoes deduzimos que:
1 dr\ yM
702 —4 -2 _
5 T <d 9) +r - + W

e portanto a funcao s(f) = 1/r(0) satisfaz:

@2+2
6 y

102

5 —yMs=W (2.3.27)
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Derivando esta equacdao em ordem a 6 obtemos:

ds ( o [d*s
as as _~M ) =
70 (C [dgz—i—s} ~ ) 0

Como % # 0, excepto em pontos isolados, vemos que:

d*s yM
e portanto:
YM  «
s(0) = 7 + c cos(f + o) (2.3.29)
onde « e 0y sao constantes arbitrarias, o > 0. Pondo:
C? aC
k= —, €= ——
M M
e recordando que r(#) = 1/s(#), obtemos:
k
r(6) (2.3.30)

1+ ecos(6 + 6o)

que é a equagao polar de uma cénica com excentricidade e. Esta equacao descreve uma elipse,
uma parabola ou uma hipérbole, conforme 0 < € < 1, = 1 ou € > 1, respectivamente. Inserindo:

s(0) = % [1+ ecos(f + 6p)], s'(0) = —% sin(f + 6p)

2/ C\?
2
-1+ (=) E
‘ +m<7M>

portanto E' < 0 corresponde a 0 < € < 1, i.e., a uma elipse, £ = 0 corresponde a ¢ = 1, i.e., a
uma pardbola, e, finalmente, E > 1 corresponde a € > 1, i.e., a uma hipérbole.

em (2.3.27), obtemos:

O problema geral dos dois corpos reduz-se facilmente ao problema anterior. De facto,
consideremos dois pontos materiais x; = (x1,y1, 21) de massa M > 0 e xo2 = (x2, Y2, 22) de massa
m > 0, em IR3. A equacoes de Newton sao:

.. ymM . ymM
X1 T _X2H3(X1 X2), mXa e _X2H3(X2 X1) ( )
Introduzindo o baricentro x; através de:
(m+ M) x, = Mx; + mxy (2.3.32)

vem que X(t) = 0 e portanto:
Xp =at+c

onde a, ¢ € IR? séo constantes. Podemos pois escolher o baricentro como origem de um sistema
de coordenadas onde as equagoes de Newton permanecem inalteradas (sistema inercial). Temos
entao que:

x(t) =0
Introduzindo coordenadas relativas x = x93 — x1 deduzimos que:
kmM*
mX = ———5—X, r = x|, M*=m+ M
r

que é o problema de Kepler com um centro de massa M* no baricentro x; = 0.
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2.4 A forma de Poincaré-Cartan

Consideremos agora o espaco seguinte:
P = {(to,tl,c) cto <ty €R, c:[to,t1] — Q,de classe 02} (2.4.1)

Neste espaco defindmos o funcional seguinte:
t1
Jto, t1,c] = / L(t,c(t),c(t)) dt (2.4.2)
to

e procuremos a condigao para que este funcional seja estacionério sob variagoes (infinitesimais)
de (to, tl, C).

Para isso, comecemos por considerar uma “curva” de elementos de & que, no “instante”
a = 0, passa em (o, t1,c), isto é, uma familia a um pardmetro o € R, a — (to(a),t1(a), co =
c(-;a)) € Z, de tal forma que, ¢4 : [to(a),t1(a)] — @, e:

to(a = 0) = to, ti(a=0)=ty, co=c(;a=0)=c

Derivando em ordem a «, para o = 0, obtemos a chamada variacao (infinitesimal) (dt¢, dt1, dc),
de (to,t1,c), definida por:

0 0 0
0tg = — t 0t = — t 0c= — . 2.4.
0 B o 0(04)’ 1 da o 1(0[), c dov oo C( ,Oé) ( 3)

de tal forma que dc: [to, t1] — T'Q, i.e., para cada t € [to, 1], dc(t) € Te Q-

O conjunto de todas estas variagbes (infinitesimais) (dto,dt1,0c¢), de (to,t1,c), serd, por
definicdo, o espago tangente, T(;, ;, &, a & em (to,t1,¢).

O funcional sera estaciondrio sob variacoes de (to,t1,c), sse:
JI(O) = dJ(tg,h,c) ((5150, 5t1, (SC) = 0, V(dto, 5t1, (SC) S T(to,tl,c)y (2.4.4)

onde:
tl(a)

ﬂm_l()umwm@@mt (2.4.5)

O problema é mais uma vez calcular a derivada J'(0) = 3%’04:0 J(a).

No problema anterior, supéomos que:

o — (to(@), (@) ' caltofa)))

é uma curva suave em IR x ), ao longo da qual a extremidade esquerda das diversas curvas da
familia c,, varia quando « varia. Analogamente, supémos que:

calti(@)))

é uma curva suave em IR X @), ao longo da qual a extremidade direita das diversas curvas da
familia c¢,, varia quando « varia. Adoptamos ainda as seguintes notacoes:

80((;(;04) — be(t) = n(b), 8&((975(;04)

ar— (t(@).qle) €

to = to(0), t1=t(0), &(t) = éo(t),
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Figure 2.2:

dJ(a) i

da
a=
¢)(t), pelo teorema fundamental do célculo vem que:

Vamos entao calcular o

o Usando coordenadas locais ¢ = (¢*) e pondo ¢'(t) = (q

dJ ()
da

— L(tl(a),Q(tl(a)%@)"?(tl(“);o‘)) %
dto

— I(tol@). alto(a)s @), lto(a); @) 2
t1(a) dq g

Para o = 0, podemos escrever isto na forma abreviada:

dJ(«)
da

— L6ty — Lodte + / (Lot + Layi() di (2.4.6)
a=0 to

onde adoptamos as seguintes notagoes:

dty

Sto = T00), o = %(0)
Ly = L(t1(0),q(t1(0);0),4(t1(0);0)) = L (t1,q(t1), 4(t1))
Ly = L(to(0),q(to(0);0),4(t0(0); 0)) = L (to,q(t0) 4(to))
Lg(t) = Lg(t,q(t;0),4(t;0)) = Lq (L, q(t), 4(1))
Li(t) = Lg(t,q(t;0),4(t;0)) = Lg (¢, q(t), 4(1))

Agora integramos por partes a ultima parcela em (2.4.6), e obtemos:

dJ (o)
da

t1 d
= L1 6ty — Lo 6tg + Lq?ﬂié + / (Lq(t) — dtLq(t)) 77(t) dt (2.4.7)
to

a=0

Vamos finalmente modificar as parcelas fora do integral. Para isso, comegamos por derivar
as identidades go(a) = q(to(@); @) e ¢1(a) = q(t1(a); @) em ordem a «a, para o = 0, para obter:

def  dqo
6 = —_—
q0 da (0)
dto

= q(to(0); 0)@
= q(to)dto + n(to)

0+ 215(0);0)
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o que implica que:

n(to) = dqo — 4(to)dto
Analogamente se obtem:

n(t1) = dq1 — q(t1)dty
Recordemos que n = de...

Agora substituimos estes valores de n(tg) e n(t1) na terceira parcela de (2.4.7). Apds reor-
denar os termos, vem que:

= [L1 — (Lg)14(t1)] 6t1 — [Lo — (Lg)oq(to)] dto

+ (Lg)dq1 — (Lg)odqo + / " (Lq(t)—thq(t)> n(t) dt (2.4.8)

to

Mas recordemos que:
EL(tv q, Q) = qu - L(tv q, q)

o que permite escrever (2.4.8) na forma:

« t1
| = (ada = Erdn)| |+ [ (Lo®) — §Lo(0) n(t) dt (2.4.9)
onde:
def
(Lgdg — Brdt) (to) = (Lgdg — Erdt) ) (9t0: 540
= (Lg)odqo0 — [(Lg)od(to) — Lo] 0to
def
(Lidg — Brdt) (1) = (Lgdg — Erdt), ., (0t1,001)
= (Lghdq — [(Lg)14(tr) — L1] 6ta
com:

(5t07 5q{]) € T(to,q(to))(]R X Q)> e (5t17 5q1) S T(t1,q(t1))(IR X Q)

A férmula (2.4.9) é fundamental para o que se segue. Nela surge a 1-forma em IR x T'Q:

0, = Lydq — Eyr, dt (2.4.10)

chamada a forma de Poincaré-Cartan e que serd muito importante em breve. Para La-
grangeanos hiperregulares, podemos transportar esta forma para IR x T*(Q), via transformada de
Legendre, para obter a forma:

O =pdq— Hdt (2.4.11)

a que também chamamos forma de Poincaré-Cartan.
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2.5 Problema com extremidades méveis. Condicoes de transver-
salidade

Como aplicacdo da teoria exposta na seccao anterior, e usando as mesmas notagoes, vamos
discutir o problema seguinte. Entre os elementos (¢, t1,¢) € P, com tg < t; € IR, ¢ : [to, 1] — @,
de classe C?, como na seccdo anterior, e que satisfazem ainda as condicdes de fronteira:

(I)()(t(), C(to)) = 0, ‘1)1(t1, C(tl)) =0 (2.5.1)
onde ®g: IR x Q — IRF e ®; : R x Q — IR’ calcular aquele para o qual o funcional:
t1
Ito, t1,c] = / L(t,c(t),c(t)) dt (2.5.2)
to
¢é estacionario.
Figure 2.3:

Estamos a supor ainda que ®g e ®; sao submersoes de tal forma que ¥y = @ 1(O) e X =
<I>f1(0) sao subvariedades em IR x ) de codimensao k e ¢, respectivamente.

Se (to,t1,c) é uma solucao deste problema, entao ¢ serd solu¢ao do problema com extremi-
dades fixas qo = c(t9) e g1 = c(t1). Portanto c(-) satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange:

d

——Li + Ly=0 (2.5.3)

No entanto, para calcular tg,t; e ainda os 2n parametros que caracterizam a solugao pre-
tendida (portanto, ao todo 2n + 2 parametros), apenas dispoémos, para jd, das k + ¢ condigoes
de fronteira (2.5.1), &9 = 0 e &; = 0. No entanto, como vamos ver, essa solugao tem de verificar
outras condigoes de fronteira adicionais, ditas condigoes de transversalidade, que fornecem
as que faltam para determinar univocamente a solu¢ao procurada (se esta existir!).

De facto, seja (0t1,0q1) € T(y, 4,)21 um vector tangente arbitrario a ¥y = ®;1(0) no ponto
(t1,q1), e v : a— (t1(a),q1(«)) uma curva suave em X1, tal que v(0) = (¢1(0),¢1(0)) = (¢t1,q1)
e %(0) = (0t1,0¢q1). Seja cqo(t) = c(t; ) uma familia a um parametro « de curvas tais que
co(t) = c(t), ca(ti(a)) = qi(a) e ainda cq(to) = q(to), isto é, a extremidade esquerda esta fixa
(figura 2.3).

Aplicando a familia ¢, a teoria exposta na secgao anterior, nomeadamente a férmula (2.4.9),
obtemos:
dJ(a)
da

= (L4dq — Ep, dt)

a=0

: +/tt1 <Lq(t) - if?q'(t)) n(t)dt = 0 (2.5.4)

0
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Mas, atendendo a que c satisfaz a equagao de Euler-Lagrange (2.5.3), e ainda ao facto de que
todas as curvas ¢, passam pelo ponto fixo (to, qo(to)), e portanto (dtp,dgo) = (0,0), concluimos
que:

(quq — EL dt)(tl,q(tl)) ((%1, 5q1) = (Lq)l (5(]1 — (EL)l 5t1
= (Lgh a1 — [(Lg)14(t1) — L] 6t
= 0 (2.5.5)

para todo o vector tangente (dt1,dq1) a 31 no ponto (t1,q(t1)).

De forma completamente andloga se deduz que:

(Lgdq — Er dt) iy q0y) (00,600) = (Lg)odqo — (EL), 6to
= (L4)o g0 — [(Lg)od(to) — Lo] 0to
- 0 (2.5.6)

para todo o vector tangente (dtg, dqo) a 3¢ no ponto (tg,q(tp)). Estas relagoes (2.5.5) e (2.5.6)
chamam-se condigoes de transversalidade para o problema acima referido.

Por exemplo, quando a extremidade direita se pode mover apenas no hiperplano t = ¢, a
condigao (2.5.5) reduz-se a:

Ly(t1,q(t1),4(t1)) =0

Como a dimensio de ¥; = ®71(0) é n+ 1 — ¢, a relacio de transversalidade (2.5.5), fornece
n+1—{ equacoes independentes. Analogamente, como a dimensao de Yo = @ L) én+1—k,
a relagao de transversalidade (2.5.6), fornece n+ 1 — k equagoes independentes. Adicionando as
k + ¢ condicoes de fronteira &g = 0 e ¢ = 0, que ja tinhamos, obtemos finalmente as 2n + 2
relagbes que precisamos para determinar univocamente a solugao optimal (se esta existir!).

» Exemplo 2.2 ... Discutir as condicoes de transversalidade para o problema:

Iy(z)] = /w1 n(z,y)V/ 1+ (y)2de,  ylzo) =y, y=1v(x)

0

isto é, a extremidade esquerda estd fixa, enquanto a direita se move na curva y = ¥ (z).

Como L(z,y,y') = n(z,y)/1+ (¥')?, vem que L, = % Qualquer vector tangente &

curva y = ¥ (x), no ponto (z,¥(x)), é da forma:
(62, 0y) = A (L, ¢'(x)), reR

Portanto a condigao de transversalidade (2.5.5) tem a forma (com as correspondentes adaptagoes
de notacdo t — z,q — y):

0 = (Ly/dy — EL dw)
== Ly/éy — EL5$
= ALy (x) — Er) (2.5.7)

(ey=i(a)) (07> 0Y)
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onde Ey, = Ly’ — L. Portanto:
Lylwl([B) — EL = Lyli/},(.f(}) — Ly/y/ + L
= Ly ('(z) -y) + L
/
y' n(z,y) / ’
= —F—=W'(2) =) +n(z,y)vV1+(Y)?
1+ (y)?
= 0 (2.5.8)
ou: L
n(z,y)(1+9"y) _
1+ (y)?
Supondo que n(x,y) # 0, na extremidade direita da extremal, obtemos 1+1¢'y’ = 0ouy’ = —%,
isto é, a condicao de transversalidade reduz-se neste caso a uma condicao de ortogonalidade usual
- a extremal deve intersectar perpendicularmente a curva y = 1(z), na sua extremidade direita.

2

» Exemplo 2.3 ... Calcular a distancia entre a parabola y = x° e a recta ¢ — y = 5.

O problema consiste em calcular o valor extremo de:

M) = [ VITGRdr o) =ad gl <o -5

isto é, a extremidade esquerda move-se na parabola y = 2

T—1y=>5.

, enquanto a direita se move na recta

A solucao geral da equagdo de Euler-Lagrange é y(z) = ax + b. Pretende-se pois calcular
a extremal y(z) = ax + b, x € [xg, 1], onde a,b,xg e x1 s@o constantes a determinar. Como
L=+/1+(y)?e Ly = ——.—, as condicoes de transversalidade (2.5.5) e (2.5.6) tém, neste

VIi+@)?’

caso, a forma:

(Lydy — Erdz)|,_, = A(Ly —Lyy' +L)|,_,.

_ y Y ;
- A(W ym””“’”)

T=X1
=0
e:
(Lyléy - EL(S‘T)Lz::EQ = >\ (Lyl 2z — Ly/y/ + L) ’x:’to
y/
= MM @r—y)——— +V1+ ()2
( ) 1 i (y/)Q ( ) e=x0

= 0

onde 3 = a. Por outro lado, as condicoes de fronteira sdo y(zg) = 22 e y(z1) = x1 — 5, isto é:
Y G Y 0y

arg+b = x}

ari1+b = x1-—5
e portanto, temos um sistema de 4 equacoes a 4 incognitas xg,x1,a € b:
_ a 7 _
I-a) s+ Vita® = 0
—g)—a 7 _
(2z9 a)m—i-\/l%—a = O2

arg+b = xj
ar1+b = x1-—5
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cuja solugao é:
a=-1, b=3/4,  m=1/2, 1z =23/8
A equagao da extremal é pois y(z) = —z + 3/4, e a distancia pedida é:
23/8
ez/ V14 (—1)2dz = 19v2/8
1/2

2.6 Um principio variacional para sistemas Hamiltonianos. Prin-
cipio de Maupertuis

Na seccao 2.2, as equagoes canodnicas de Hamilton foram deduzidas a partir do formalismo
Lagrangeano através da transformada de Legendre. Vamos nesta seccao considerar as equagoes
candnicas como equagoes bésicas e ver como elas podem ser vistas como as equagoes de Euler-
Lagrange de um certo problema variacional.

Recordemos que o funcional de acgao, associado a um Lagrangeano L = L(t, q,q) é:

Tlg()] = / " L(t (), d(0)) dt

0
Uma extremal deste funcional é, como sabemos, uma solu¢do ¢ = ¢(t) das equagoes de Euler-
Lagrange. Por outro lado, no formalismo Hamiltoniano, essa extremal corresponde a uma solugao
(q(t),p(t)) das equacodes candnicas, onde p(t) = L4(t, q(t), ¢(t)). Como:
vemos que:
t1 t1
| Lita®.d@)dt= [ ipoio) - Hta.p(0)] di
to to

O segundo integral tem a forma de um integral de linha de uma 1-forma ao longo da curva
de fase t — (t,q(t),p(t)). E pois natural considerar a forma de Poincaré-Cartan:

0 ' pdg— H(t,q,p) dt (2.6.1)

definida no espago de fases alargado IR x T*(Q. Dados dois pontos fixos Py = (to,qo) e
Py, = (t1,q1), com ty < t1, no espago de configuragao alargado IR x @, consideremos o conjunto
% constituido por todas as curvas:

vt (tq(t), p(t))
definidas no intervalo (fixo) [to, t1], tais que:
q(to) = qo e  qt)=aq
Em particular os valores de p(tg) e p(t1) podem ser arbitrérios (ver a figura 2.4).

No conjunto %, de todas essas curvas, definimos o funcional seguinte:

Sulv()] / On
.
= /pdq — H(t,q,p)dt
.

= [ (0% - HCtatpe) (2:62)

0
Temos entao o seguinte teorema:
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Figure 2.4:

» Teorema 2.2 ... As equagdes canonicas de Hamilton:

{ q = Hp(taqvp)
p = _Hq(t7Q7p)

sdo as equacgoes de Fuler-Lagrange do problema variacional associado ao funcional Sy, definido
por (2.6.2), na classe de curvas €, acima descrita. Mais precisamente, o funcional Sy €
estaciondrio em qualquer solugao (q(t),p(t)) das equagdes candnicas, relativamente a todas as
variagoes que deizam as extremidades Py = (to,q0 = q(to)) e P1 = (t1,q1 = q(t1)) fizas, podendo
os valores de p(to) e p(t1) ser arbitrdrios.

e Dem.: O Lagrangeano do funcional Sy é:
L(t,q,p,q,p) =pi— H(t,q,p)
que é linear em ¢ e nao depende de p. Portanto:
Li=p, Ly=0, Ly=-H; L,=¢—H,
e as equagoes de Euler-Lagrange sao:

d .
{—Cgﬁﬁﬁq =0 {gngq =0 {1? = —H,
— &L+ L, = 0 O+¢—H, = 0 ¢ = H,

que sao exactamente as equagoes candnicas de Hamilton. Por outro lado, a energia de £
é:

Eﬁ(tQapa(Lp) = qu+£pp_£(t7Q7paQap)
= pq—pi+H(t qp)
— H(tap) (263)

O espago de configuracao alargado deste problema variacional é o espaco IR x T*@Q) =

IR?"*! munido das coordenadas (t,q,p). As restricoes sio:
®0 : R2n+1 - R?’L+17 @0(t7 Q7p) = (t - tOv q— QO)
q)l : R2n+1 - ]R'nJrla (I)I(tv Q7p) = (t - tlv q— QI) (264)

e portanto as condigoes de transversalidade reduzem-se a:

L;opo =0 = Lyop1 (2.6.5)
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que nao impdem qualquer restrigao aos valores de p(tg) e p(t1).

Suponhamos agora que H = H(q,p) nao depende explicitamente de t. Por conservacao de
energia, se t — (q(t),p(t)) é uma solucao das equagdes candnicas entao:

H(q(t),p(t)) = h (constante)

Suponhamos ainda que h é valor regular de H, de tal forma que:

S Y (gp) eTQ: Hgp) =h) (2.6.6)

é uma hipersuperficie de codimensao 1 em T*Q). Uma solugao das equagoes candnicas que comece
em Y; permanecera sempre em Xj,.
Fixemos dois pontos qg, q1 € @ e consideremos o conjunto %3, definido por:

(2.6.7)

@ (to,t1,7) : to <t1 €R, 7 : [to,t1] — T*Q,de classe C?,tais que
"7 qlto) = qo, q(t1) = q1, com energia constante h, i.e.. H(y(t)) = h

onde pusemos ¢(t) = (m o )(t).

Note que agora os valores de tg, t1,po = p(to) e p1 = p(t1) podem ser arbitrarios (ver a figura
2.5). A fixagao do nivel de energia é de certa forma compensada pela variagdo do intervalo de
parametrizacao da curva.

Figure 2.5:

Definamos o funcional de acgao reduzida S,..4, através de:

def
] =

Sredh/( : ) ffy pdq (268)

e vamos mostrar que este funcional é estacionario em cada solucao v(t) = (q(t), p(t)) das equacoes
candnicas, relativamente a variacoes em %},.

Para isso, consideremos uma “curva” em 6, o — (to(@),ti(), 7o =v(-;a)) € 6, com:
Yalt) = v(t; @) = (q(t; @), p(t; @), t € [to(a), t1()] (2.6.9)

tal que:
q(to(), @) = qo, e qlti(a),0)=q
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Temos entao que:

def
Sred(a) = / pdq
Yo

— /ttl(a) <p(t; a)dq(cga)> dt (2.6.10)

o(a)

Calculemos a derivada em ordem a «, para a = 0. Nesse calculo, usaremos as notagoes
seguintes:

dtq

dto dty
da

to(0) =t t1(0) =t
0(0) =to, t(0) =t, dov

% 0 =), Lm0y = )

n(to) =no, n(t1) =m, &(to) =%, &) =&
p(to;0) =po,  p(t1;0) = p1

(0) = (5t0, (O) = (5t1

Como estamos a supOr que:
qo(a) = q(to(a); @) = qo, e qa)=q(ti(a);a)=q
isso implica que, para o = 0:

def dgo
do

def dqu

=9
0 =040 o

(0) = ¢(to)dto +m0, e 0=0dq (0) = ¢(t1)0t1 +m  (2.6.11)

Calculando finalmente a derivada de S,¢q(c), em ordem a «, para a = 0, vem que:

djzd - = [p14(t1)] 6t1 — [pog(to)] oty +/t:1 % - (p(t; Oé)dqg;a)> dt
::—mm+mm+pwmmg+llw@aa—mmmnﬁ
- [1Mmaw—mwwnw (2.6.12)

onde usamos integragao por partes e as condigoes (2.6.11).

Por outro lado, recordemos que estdmos a supor que as curvas v, (t) = v(¢; ) = (q(t; ), p(t; @),
tém todas energia constante, igual a h:

H(q(t;a),p(t;a)) = h
Portanto, calculando a derivada em ordem a «, para a = 0, vem que:

d

0 = —
da

. H(q(t; o), p(t; )
= Hg(q(t), p(t))n(t) + Hp(q(t), p(t))&(¢)
= p(t)n(t) — q()&(t) (2.6.13)
j& que estamos a supdr que (¢(t),p(t)) é solucao das equagoes candnicas. Concluindo:

dSred
da

a=0

e, resumindo toda esta discussao, podemos pois enunciar o seguinte teorema:
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» Teorema 2.3 (Principio de Maupertuis) ... Suponhamos que H = H(q,p) nao de-
pende explicitamente de t, e que fitamos um certo nivel regular de energia constante h. Entdo
as solugoes (q(t),p(t)) das equagdes candnicas sao as extremais do funcional de ac¢do reduzida:

Sredi () = [

9:/pdq (2.6.14)
g g

relativamente & classe €}, de todas as curvas situadas em ¥y, (portanto de energia constante h),
que deixam as extremidades qo € q1 fizas (podendo os valores de tg,t1,pg e p1 ser arbitrarios).

2.7 Os principios variacionais de Jacobi e de Fermat. Analogia
optico-mecanica

Consideremos uma particula de massa m, movendo-se em IR?, sob a accdo de um campo de
forgas conservativo F'(q) = —VV(q). Como j& sabemos, o Hamiltoniano é:

1
H(q,p) = %pQ +V(q)

Consideremos, como na seccao anterior, a restricao do funcional de accao reduzida S,.q =
[ pdq, & classe €, de curvas regulares (com velocidade que nunca se anula), de energia constante
h. Ao longo de cada uma dessas curvas, temos que:

Ha(0),p(1)) = 5 p(t) + V(a(t) = h
e portanto h > V(q(t) e ainda:
lp(®)]l = v2m [k — V(a(t)] > 0 (2.7.1)

Por outro lado, ao longo de uma extremal, i.e., ao longo de uma solugcao das equagoes
candnicas, tem-se que ¢ = H, = 2 isto é, ¢ e p sdo colineares, e daf que':

pg=p-q=plldl

Portanto:
SradaC)p() = [ 00 de
— [ 1ol a
— [ Vel V@)l ds (2.7.2)
isto é:

'pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, que, neste caso, ¢ igualdade ja que ¢ = £
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» Proposicao 2.1 (Principio de Jacobi) ... As projec¢oes q(t), das solugdes regulares
de energia constante h, das equagoes candnicas, com Hamiltoniano H(q,p) = ﬁpQ +V(q), sao
as geodésicas (ndo parametrizadas) da métrica Riemanniana em U = {q € R>: V(q) < h}:

do Y Samh—Vig)ds (2.7.3)

onde ds é a métrica FEuclideana usual em TR>.

Consideremos agora o Hamiltoniano H(q,p) = el pde q = (,9,2),p = (P2, Py, P2)

n(q)’
e |lpll = \/p2 +p2 + p?. Este Hamiltoniano descreve a propagacdo dos raios de luz num meio

isotrépico com indice de refracgao n(q) > 0 (ver [?] ou [?]). Pondo v(q) = 1/n(q), o Hamiltoniano
escreve-se na forma:

H(q,p) = v(q) [pl

Consideremos, como antes, a restricao do funcional de accao reduzida S,.q = f pdg, a classe
de curvas regulares de energia constante h = 1:

1= H(q(t),p(t)) = v(q) [|pll (2.7.4)

Ao longo de uma extremal, i.e., ao longo de uma solucdo das equacoes candnicas, tem-se que
¢§=H,= v(q)ﬁ. Em particular, ||¢|| = v(q), isto é, v(q) = 1/n(q) é a velocidade com que o
raio de luz passa em gq.

Como, por (2.7.4), v(q)||p|| = 1, tem-se que ||p|| = 1/v(q). Por outro lado, como ¢ = v(q)H;%”,

vemos que p e ¢ sao colineares e portanto p¢ = p -4 = ||p|| ||4||. Dai que:

[ vl
_ /U(q)ds

= / n(q) ds (2.7.5)

Speala()p(+)] = / p(t)i(t) dt
I
1

O integral fv n(q) ds chama-se o comprimento éptico do raio 7. Note que esse mesmo

integral é igual a fA/ %, e portanto é o tempo de percurso da luz, ao longo do raio v. Obtemos
assim o seguinte:
» Proposicao 2.2 (Principio de Fermat) ... FEntre todas as curvas diferencidveis que

unem dois pontos fixos qy e q1, o caminho sequido efectivamente pela luz € aquele em que o
tempo de percurso atinge um extremo. FEstas curvas (os raios de luz) sao as geodésicas da
métrica:

do =n(q)ds (2.7.6)

onde ds é a métrica FEuclideana usual em IR>.
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Comparando os dois principios anteriores - o de Jacobi, no contexto da mecanica cldssica
(conservativa) com o de Fermat, no contexto da éptica geométrica - mais especificamente, as
férmulas (2.7.3) e (2.7.6), concluimos que, pondo:

n(g) = v/2mh — V(q)] (2.7.7)

a mecanica classica pode ser interpretada como uma déptica geométrica de propagacao de raios
num meio isotrépico de indice de refraccao n(q) = /2m[h — V(q)].

Esta analogia este na base dos trabalhos de Hamilton e a sua formulacao geométrica da
mecanica classica, hoje chamada mecanica Hamiltoniana. Mais tarde, com Schrodinger, essa
mesma analogia esteve também na base da criacao da mecanica ondulatéria e posteriormente
da mecanica quantica.



Capitulo 3

A funcao de accao. Teoria de
Hamilton-Jacobi

3.1 A funcao de accao S. Equacao de Hamilton-Jacobi S; +
H(t,q,5,) =0

Fixemos um ponto Py = (tp,qo) € IR X @ e consideremos o espago:

%0:{(t,c) D to<telR, c: [to,t] —>Q} (3.1.1)
e o funcional I[t,c] = ftz L(t,c(t),¢(t)) dt. Agora estamos a fixar a extremidade esquerda Py =
(to,qo), e variamos a extremidade direita P = (t,q) € R x Q.

Vamos supdr ainda que existe um aberto U C IR x @ tal que, para todo o ponto P = (t,q) € U
existe uma Unica extremal que une Py a P. Diz-se neste caso que, em U, esté definido um feixe
central de extremais, de polo Fj.

Figure 3.1: Feixe central de extremais.

Defindmos agora uma funcao S : Y — IR, chamada a fungao accgao, cujo valor num ponto
P = (t,q) € U, é igual ao valor do funcional I na tunica extremal que une Py a P. Portanto:

S(t,q) = S(to, qo3t, q) =/ L(7,c(7),é(r)) dt (3.1.2)

to

onde ¢ : [tg,t] — @ é a unica extremal que une Py = (to,q0) a P = (t,q = ¢(t)) € U. O nosso
objectivo é calcular a diferencial de S.

67
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Para isso, defindmos primeiro o chamado campo de inclinagoes do feixe central de ex-
tremais. Com as hipdtese anteriores, para cada ponto P = (t,q) € U, podemos definir um tinico
vector tangente ¢(t) € T,(Q), que nao é mais do que o vector velocidade, em ¢, da tnica extremal

c: [to,t] — Q, que une Py = (to,qo0) a P = (t,q = c(t)).
A funcio J: U — R x TQ definida por:

J(t,q) = (t,c(t),é(t)) (3.1.3)

chamémos o campo de inclinagoes do feixe central de extremais. A imagem de J é uma
subvariedade de dimensao n + 1 em IR x T'Q), parametrizado pelos pontos (t,q) € U.

» Proposicao 3.1 ... A diferencial da acgao € dada por:
dS =70, (3.1.4)

onde 0, = Lydg — Er, dt € a forma de Poincaré-Cartan em IR x T'Q).

e Dem.: Seja (3t,6q) € T4 (IR x Q) um vector tangente arbitrdrio a IR, x ) no ponto
(t,q) e U, ey :a— (ta ),q( )) uma curva suave, em U, tal que v(0) = (£(0),¢(0)) =
(t,q) e @( ) = (t,dq). Seja q(t;) a familia a um parametro « de extremais, tal que
q(t;0) = c(t), q(t(a); @) = ¢q() e ainda ¢(to; ) = qo. Por definigao da accao:

t(a)
S(t(a), a(0)) = J(a) = / L(t.qt: ), 4(t: ) dt

Aplicando a familia ¢(t; o) a teoria exposta na resolu¢ao do problema ??, nomeadamente
a férmula (2.4.9), obtemos:

dS(t(a), g(a))
do

dS(t,q) (5t, (5q) =

a=0

;+[1O¢ﬂ_i%@»WMt
= (L4dg — Erdt) , (6t 5q) (3.1.5)

= (Lgdg — Er dt)

atendendo a que c satisfaz a equacao de Euler-Lagrange (2.5.3), e ainda ao facto de que
todas as curvas ¢(t; o) passam pelo ponto fixo Py = (tg,qo). Portanto dS = J*(Lsdg —
Ep dt), como se pretendia.

Supondo agora que o Lagrangeano é hiperregular, podemos passar ao formalismo candnico,
via transformada de Legendre. Definimos entdo o chamado campo de momentos do feixe
central de extremais, através de:

p(t,q) = Ly(t, q,¢(t, q)), (t,q) eU (3.1.6)

O respectivo grafico é agora uma subvariedade de dimensao n + 1 em IR x T*Q, parametrizado
por:

P(t,q) = (t, ¢, p(t,q)), (t.g) el (3.1.7)



3.1. A funcao de acgao S. Equacao de Hamilton-Jacobi S; + H(t,q,S,) =0 69

Como o Hamiltoniano H = H(t,q,p) é a energia E, expressa nas coordenadas canénicas
(t,q,p), vemos que:

dS ="P"0n (3.1.8)
onde 0 = pdq — H dt é a forma de Poincaré-Cartan em IR x T*(Q. Mais detalhadamente:
| dS(t,q) = p(t, q)dq — H(t.q.p(t,q))dt (3.1.9)

Como —Hdt+pdq = dS = % dt + %dq, concluimos que:

08 oS
p—a—q e H__E

e portanto S satisfaz a PDE de primeira ordem:

8 (t,q)+H (t g, 5 (t, q)) 0 (3.1.10)

ou simplesmente:

Sy + H (t,q,5,) =0 (3.1.11)

que se chama a equagao de Hamilton-Jacobi para a fungao S = S(t, q).

» Exemplo 3.1 ... Consideremos o funcional:

A equacao de Euler-Lagrange é:
d
0= —dey/ —Ly=9y"+vy

cuja a solucao geral é:
y(xr) = acosz + bsinz

Considerando as extremais que passam na origem 0 = (0,0), obtemos a familia:
y(z) = bsinzx

(j& que 0 = y(0) = a) que constitui um feixe central de extremais de pélo 0, no aberto U =
10, 7[xIR C Riy. A extremal que une o ponto (0,0) ao ponto (z,y) € U é y(1) = FZ—sinT, 0 <
7 < z e, portanto a acgao é:

S(z,y) = /(y’ )dT
([ COST,(? ) sint7) dr

sin x S18 08
T

N

xT

(
) cos 2 dr
)

/N
)
.

<

0
2 sin 2x

< B

N
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A sua diferencial é:

1
dsS = — §y2005e02 x dx + ycotg x dy

Vamos verificar que dS = pdy — Hdx (com uma 6bvia simplificacdo de notagao). O campo
de inclinagoes do feixe é:

d

I(z,y) = — -
(z,9) dr|,._, sinz

sinT = ycotgx

e portanto o respectivo campo de momentos é:
p(@,y) = Ly (z,y,I(z,y)) = I(z,y) = ycotgx

., 2
jAque L=3(y* -y ep=Ly=1y.

Por outro lado: H(z,y,p) = py' — L|,_, = v'* = ("> = 4?)| = (0* + y?), e portanto:
y'=p
1
p(z,y)dy — H(z,y,p(z,y))de = ycotga dy — §y2(cotg2 z+1)dx

1
= — EyQCosec2 x dx + ycotg x dy
= dS

como se pretendia. A equagao de Hamilton-Jacobi é pois:

1

3.1.1 Equacgao H-J para sistemas mecéanicos conservativos

A equagao de Hamilton-Jacobi para a accao S = S(t, ¢q) tem, neste caso, a forma:
St + H(q,5;) =0 (3.1.12)

onde o Hamiltoniano H ¢é dado por (2.3.3):

H(q,p) = %g” (q)pip; + V(q) (3.1.13)

Portanto, a equacao de Hamilton-Jacobi é:

1 ..
St + ig”(q)Sqq;qu +V(g) =0 (3.1.14)

Usando o método de separagao de varidveis, vamos procurar solugoes da formas:
S(t,q) = f(t) +W(q)
Vem entao que S¢(t,q) = f'(t) e Sy(t,q) = Wy(q). Substituindo na equagao (3.1.12), obtemos:
f'(t) = —H(q, We(q))
Como o primeiro membro depende apenas de ¢t e o segundo apenas de X, isto implica que:

f(t) = —ht +a, e H(q,Wy(q)) =h
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onde h e a sdo constantes. A solugao geral da equacao (3.1.12) serd pois:
S(t,q) =—ht+W(q) +a
onde W ¢ solucao da chamada equacao reduzida de Hamilton-Jacobi:

H(q,Wy) = h (3.1.15)

Por exemplo, para uma particula de massa m, movendo-se em IR? sob a accio de um campo
de forgas F(x) = —VV(x), o Hamiltoniano é:

1
H(x,p) = %pz + V(%)

e a equacao reduzida de Hamilton-Jacobi, para W = W (x), tem a forma (3.5.14), isto é:

1

2m(VW)2+V(x) =h (3.1.16)

onde (V)2 = VIV - VW = |[VIV||2.

3.1.2 A acgao para uma particula livre

Para uma particula de massa m, movendo-se liviemente em IR? (sob a accdo de um campo de

forgas nulo) o Hamiltoniano é:

1

H(X,P):%PQ

e a equacao de Hamilton-Jacobi, para S = S(¢,x), tem a forma:

_— 1.

Em coordenadas cartesianas x = (z,y, 2), a equacao (3.1.20) escreve-se na forma:

1
Si— 5 (S2+8:+52)=0 (3.1.18)
A equagao de Newton é:
mx =0
cuja solucgao geral é:
x(t)=ar+b

a que corresponde um movimento rectilineo e uniforme (velocidade constante). Dado um ponto
arbitrario xg € IR?, a familia de trajectérias que, no instante 7 = to, comecam em xg, é dada
por:

x(1) =a(r —ty) + %o

Essa familia constitui um feixe central de pélo Py = (g, Xq), definido em U = {(t,x) € R x IR :
t #to}. A tnica trajectéria, desse feixe, que une Py = (tp,Xg) a um outro ponto P = (¢t,x) € U
é:

X — Xp

x(1) = —

(1 —to) + X0, to<17<¢%
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A accao é dada por:

1 b (x —x0)?
S(t,x) = S(ty,x0;t,x) = m/ ~———dT
(63) = S0t = 5 J )2
1 (x—xq)?
= —-m— t eu 3.1.19
e (S (3119
atendendo a que o Lagrangeano ¢ L(x,%) = mx%? e a que X(7) = o
O campo de inclinacoes do feixe é:
3(t, %) d x—xo( o) + X — X
X)= — T — X0 =
’ dr| _, t—to 0RO T Y
e o campo de momentos:
P(tx) = L (£, %, 3(t, %)) = m>—
t—to
O pull-back da forma de Poincaré-Cartan, P*0p é:
POy = p(t,x)dx — H(t,x,p(t,x))dt
— 1 — 2
= mX XOdx— mQ(x Xo) dt
t— t() 4m2 (t — t0)2
_ 1(x — 2
R SR €k )
t—to 4 (t—to)?

e é 6bvio que dS = P*0y. E facil ver que S, dada por (3.1.19), é solugao da equagao de
Hamilton-Jacobi S; — 5 (Sx)% = 0.

Consideremos a hipersuperficie ¥,,, em U, definida por:

I (x—x0)? 1
S 0
2 t—1o 2

m

Para cada t > ty fixo, a interseccao da hipersuperficie 3,,, com o hiperplano {t} x R3, é dada
por:
(X*X0)2 :t*to

e projectando estas superficies no espaco de configuracao ]Rf’{, obtemos uma familia de esferas,
centradas em xq, de raio (¢t — to)l/ 2 a que chamamos as superficies de onda da particula livre.

3.1.3 A acgao para uma particula num campo constante

Para uma particula de massa m, movendo-se em IR? sob a accdo de um campo de forcas constante
F(x) = F, o Hamiltoniano é:

1
H(ij):%P2+FX

e a equacao de Hamilton-Jacobi, para S = S(¢,x), tem a forma:

1
Sy — %(SXP +Fx =0 (3.1.20)



3.1. A funcao de acgao S. Equacao de Hamilton-Jacobi S; + H(t,q,S,) =0 73

Em coordenadas cartesianas x = (z,v, 2), a equacao (3.1.20) escreve-se na forma:

Sy — % (S2+S;+52)+Az+By+Cz=0 (3.1.21)

onde F = (A, B,C). A equagao de Newton é:
mX =F

cuja solugao geral é:
2

F
X(T):E%—i-aT—i-b

a que corresponde um movimento uniformemente acelerado (aceleracao constante). Dado um
ponto arbitrario x¢ € IR3, a familia de trajectérias que, no instante 7 = ty, comecam em Xg, é
dada por:

F
X(T):%(Tz—t%)‘f‘a(T—to)—i‘Xo

Essa familia constitui um campo central de pélo Py = (o, Xp). A unica trajectéria, desse campo,
que une (tp,Xp) a um outro ponto (t,x) é:

F F X — X
x(T):%(TQ—tg)— %(t+to)+t_t0 (T —to) + o, to<T<t

Efectuando os cédlculos para a acgao, vemos que ela é dada por:

2

(t — to) — Fx(t — tg) + ~ 0

S(t = S(t it =
(7X) (07X07 7X> 24m t+t0

(3.1.22)

atendendo a que o Lagrangeano é L(x,%) = m%*> — Fx e a que X(7) = o (21 —t — to) — g

3.1.4 Equacao H-J para o oscilador harmoénico

Continuemos com o exemplo 2.3.1. A equacao de Hamilton-Jacobi para uma fungao S(t,z),
correspondente ao Hamiltoniano H = % (22 + p?) é:

Si+ 3 (2% +52) =0 (3.1.23)

A solucao geral da equacao de Euler-Lagrange é, como vimos antes:
z(1) = Acos(wt + b)

onde A, b sao constantes. Se consideramos o feixe de extremais que parte de 0 = (0, 0), obtemos
b= 7/2, uma vez que 0 = z(0) = A cosb. Portanto essa extremais sao do tipo z(7) = A cos(wr+
7/2). Dado um ponto (¢,z), com 0 < ¢ < 7, a Unica extremal que une (0,0) a (¢,z) tem por

equacao:
T

2(r) = cos(wt + 7/2)

e portanto o campo de inclinacoes do feixe é:

cos(wr +7/2), 0<7<t

J(t,z) = —aw tg(wt + 7/2)
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: ;2 2 .
Por outro lado, como L(z,%) = 55 — “J~, vem que L; = &/w, e o campo de momentos do

2w
feixe é:
p(t,z) = Li(t,z,I(t,x)) = —x tg(wt +7/2)

O pull-back da forma de Poincaré-Cartan, P*0, é pois dada por:
= —uztg(wt+ n/2)dx — %(IL‘2 + (—x tg(wt 4+ 7/2))%)dt

A acgao S = S(t,x) é dada por:

52 = [ |opam gy e b2 - (wr 4+ 7/2)| d
r) = sin(wr +7/2) — ———————~cos”(wT + 7 T
’ 0 |2wcos?(wt + m/2) 2 cos?(wt + 7/2)

7w

= ) /Ot cos(2wT + )

" 2cos?(wt + /2
22 sin(2wt + )
4 cos?(wt + 7/2)
2
- % cotg(wt) (3.1.24)

Verifiquemos que S satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi (3.1.23):

x2w

Sp=————,
! 2 sin?(wt)

S, = x cotg(wt)

e portanto:

1‘2(,(}

W2, g2y o TW o W 2 L2
S+ 5 (®+57) = QSiHQ(wt)JrQ (2° + 2% cotg®(wt))

=0 (3.1.25)

como se pretendia.

3.2 Transformacgoes canénicas. Método de Hamilton

Para motivar o conceito de transformacao candnica e respectivas funcoes geradoras, vamos, nesta
seccao, descrever a abordagem de Hamilton, baseada em argumentos muito simples de éptica
geométrica.

Suponhamos entao que temos um sistema 6ptico, onde se propagam os raios de luz. Estes
partem de um plano & (o plano objecto), atravessam o sistema éptico, e atingem um outro
plano & (o plano imagem). Supdmos que esse sistema 6ptico admite um eixo a que, como é
tradicional, chamamos o eixo dos t's, e que os raios luminosos p se projectam difeomorficamente
sobre esse eixo, de tal forma que podem ser parametrizados na forma t — p(t) = (¢,q(t)). Os
planos objecto &y e imagem &1, correspondem a t =ty e a t = t1, respectivamente. Adoptdmos
coordenadas (Q,Q) = (Q",QZ) para T2 e (¢,4) = (¢',4¢") para T e ainda coordenadas
canénicas (Q, P) = (Q%, P;) para T* %, e (q,p) = (¢', p;) para T* 2.

O nosso objectivo é mostrar que os raios luminosos definem uma transformagao:

Ftoil : T*(@() — T*Ql
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Figure 3.2: .

que é candnica, isto é, preserva as estruturas simplécticas (figura 3.2).
Qualquer raio p, dado por t — p(t) = (t,q(t)), t € [to,t1], tem um comprimento éptico dado
por:

t1

Slo| = / L(t,q.4) di

0

t1
= / pq— H(t,q,p)dt (3.2.1)
to
onde:
Lt 7Q) = n(t7Q) 1+q2
H taqvp) - pq - L
—n

NiErs
= —v/n?—p? (3.2.2)

estao relacionados através da transformada de Legendre:

p=Lj=——2L (3.2.3)

T VirE

O raio incidente é completamente determinado pelo seu ponto @ = (Q*) de interseccio com o
plano objecto &y, e pelos seus “cossenos directores 6pticos” P = (P; = ngcosa;). A intersecgao
q = (¢), do raio refractado com o plano imagem £, e os respectivos cossenos directores épticos
p = (pi), sao fungoes dos dados iniciais em Py:

g = q(to,t1;Q,P)
p = p(te,t1;Q,P) (3.2.4)
e sao estas fungoes que definem a transformacgao candnica:

F = Ftoﬂfl : T*t@() — T*@l (325)

Como o plano objecto &, estard fixo, durante toda a discuss@o, omitimos a referéncia a
tp. Mantemos porém a dependéncia explicita de ¢ = t¢1, isto é, do plano imagem, pois essa
dependéncia é importante no projecto de sistemas épticos.
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A imagem Optica do plano objecto &y = {t = ty} no plano imagem #; = {t = t;} diz-se
perfeita se a primeira equacao em (3.2.8) se reduz a:

q=cQ (3.2.6)

onde ¢ é uma constante igual para todos os pontos QQ € &y e todas as direcgoes P. O problema
principal da concepgao de instrumentos épticos é o de determinar uma distribuicao dos meios
6pticos n = n(t,q) tais que (3.2.6) seja verificada. Os desvios:

Ag=q—cQ (3.2.7)

dizem-se as aberragoes do sistema éptico (para um tratamento detalhado deste assunto ver

[7])-

O resultado principal da abordagem de Hamilton ao problema anterior, é que é possivel re-
duzir o problema de calcular as 2n = 4 fungoes (3.2.8), que definem a transformagao
canédnica (3.2.5), ao problema de calcular apenas uma! fungao. Esta funcao dir-se-a
por isso a funcao geradora da transformacao canénica F' = Fy ¢ : T"Py — TP, As
funcgoes (3.2.8) sao entao calculadas a partir desta funcao geradora, usando apenas as operagoes
de derivacao e eliminagao! Vejamos como.

Em primeiro lugar, as fungoes (3.2.4) (omitindo tg e fazendo t = t1):
¢ = qtQ,P)
= p(t:Q,P) (3.2.8)

sao calculadas directamente a partir das equagoes canénicas. Mais concretamente - suponhamos
que:

q(t) = q(1;Q,P)

p(r) = p(1;Q,P) (3.2.9)
¢é a solucao das equactes candnicas:
da - q
dr p
d (3.2.10)
{ z = —H

Q = q(to) = q(te;Q,P)
P = p(to) = p(to;Q,P) (3.2.11)

No plano imagem £; essas fungdes (3.2.9) tomam os valores:

t) = q¢t;Q,P) (3.2.12)
t) = pt;Q,P) (3.2.13)

q:
p=Dr

Q

(
(
que sdo os valores que definem as fungoes (3.2.8) e, portanto, a transformacao canénica (3.2.5).

Suponhamos agora que o Jacobiano %, da aplicacao (3.2.12), é nao nulo:

aq) _ 9" ,q")
a(P)_a(Pl,---,Pn)#O (3.2.14)
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Neste caso, podemos calcular (localmente) P, a partir das equagoes (3.2.12), como funcao de
(t:Q.q):
P=P(tQ,q) (3.2.15)

Substituindo entao esta funcao P, assim obtida, em (3.2.9), obtemos 2n fungoes ¢, p das varidveis
(t; @, q) e ainda 7, que notamos por:

g = qt;Q,q 7)
= p(t;Q,q; ) (3.2.16)

que representam o raio de luz p(Ag, A1) que passa nos pontos Ay = (tp, Q) € Py e A1 = (t,q) €
.
Introduzamos agora estas fungdes no integral (??), para o comprimento 6ptico, para obter

uma funcao S = S(t;Q, q):

S(t;Q.q) = / pdg — H (3.2.17)
p(Ao,A1)
que d& a distancia éptica entre os pontos Ag e Aj.
A esta funcao dé-se o nome de iconal ou de fungao caracteristica pontual de Hamilton.
Trata-se exactamente da funcao distancia geodésica, que foi tratada numa seccao anterior. Como
vimos nessa sec¢ao, a diferencial d.S é dada por:

dS = pdq — PdQ — Hdt (3.2.18)

onde os coeficientes P, p s@o as fungoes de (¢; @, q), dadas por (3.2.15) e por (3.2.16) (fazendo
T = t), respectivamente, e:

H=H(t,q,p) = H(t,q,p(t; Q,q)) (3.2.19)

Sendo assim, deduzimos de (3.2.18) as seguintes férmulas fundamentais:

P =-S5, p=>5, H=-8 (3.2.20)

As duas primeiras equagbes sao equivalentes as equagoes (3.2.12) e (3.2.13), e demonstram
o facto mencionado no inicio desta secgao de que as fungoes (3.2.12) e (3.2.13) (que definem a
transformagao canénica F'), podem ser calculadas a partir de uma unica - a fungdo geradora
S(t;Q,q) - por derivacdo e eliminagdo. Quanto a dltima equagdo, ela representa uma PDE
obtida introduzindo as derivadas parciais de S, dadas por (3.2.20), em H . Obtemos entao a
equacao de Hamilton-Jacobi:

oS
Si+H(t,gg— | =0 3.2.21
t ( q 8q> ( )

Interpretagoes das férmulas fundamentais (3.2.20):

Int. A... Como acabamos de ver, para cada @ fixo, S = S(t,¢; Q) é uma solucdo da equacao de
Hamilton-Jacobi (3.2.21):
Sy+ H(t,q,5) =0

que depende dos n parametros Q = (Q',---,Q").
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Int. B...

As duas primeiras equagoes nas férmulas fundamentais (3.2.20) tém agora a forma:

P = =Sq(t,q¢Q)
p = StgQ) (3:2.22)

De acordo com a interpretagao éptica, acima discutida, estas férmulas definem, para cada
t fixo, uma transformagao canénica (Q, P) — (¢, p), gerada pela iconal S, e que é obtida
usando a primeira equacao em (3.2.22), para exprimir ¢ como funcao de @ e P:

P=-5y(¢.Q) — q¢=4q(@Q7P)

e depois substituindo este valor de ¢ na segunda equagao em (3.2.22), para obter p como
funcao de Q e P:

p=p(Q,P) = S4(q,Q)| —yq.r)

(omitimos a dependéncia de t).

Vamos agora dar uma segunda interpretacao das féormulas (3.2.22). Desta vez fixamos o
plano objecto #), mas variamos o plano imagem Z(t). Como vimos, as férmulas (3.2.22)
estabelecem uma correspondéncia entre os elementos épticos (g, @, P) do plano objecto e
os elementos 6pticos (t, ¢, p) do plano imagem Z(t). Fixando @ e P, e variando ¢, obtemos
um raio:

p(t) = (t.a(t.Q. P),p(t, Q. P))
que satisfaz as equagOes candnicas:
q:Hp(t7Q7p)7 p: _Hq(t7q7p)

e que depende dos 2n parametros Q, P. Analiticamente, esta solugao das equactes candnicas
obtem-se do seguinte modo - primeiro usamos a primeira equagao (3.2.22):

—P=54(t,¢;Q)
para exprimir ¢ como uma funcéo de ¢ e dos 2n parametros @, P:
q=q(t,Q,P) (3.2.23)
Em seguida inserimos esta fungao em:
p= Sq(ta q; Q)‘q:q(t,Q,p)

para obter p como uma funcao de ¢ e também dos 2n parametros @, P:

p=p(tQ,P) (3.2.24)

Entao (3.2.23) e (3.2.24) sao solucao das equagoes canénicas, que depende dos 2n parametros
Q, P. Esta é, essencialmente, a ideia base do método de Jacobi para integrar as equagoes
candnicas, que vamos discutir na proxima seccao.
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3.3 Meétodo de Jacobi para integrar as equagoes canodnicas de
Hamilton. Teorema de Jacobi

Como vimos na prova da proposicao ??, uma solugao S(t,q) da equacdo de Hamilton-Jacobi
determina uma familia a n parametros de solugoes das equagoes canénicas de Hamilton, obtida
resolvendo o sistema (nao auténomo) de n ODE’s de primeira ordem (77?):

(j = Hp(t7va(t7Q)) (331)

(uma solugao para cada “parametro” ¢ € IR", como condigao inicial para esse sistema de ODE’s).
Se t — q(t) é uma solugao do sistema (3.3.1), entao a curva:

e (alt).plt) = S, (t.a(0)))

¢é solugao das equacgoes candnicas, como se viu antes.

Portanto uma familia a n pardmetros Q@ = (Q°), de solucdes S(t,q; Q) da equacdo de
Hamilton-Jacobi, que dependa “essencialmente” dos n parametros Q = (Q',---,Q") € R",
no sentido em que:

det [Sqq] = det [S,igr] # 0 (3.3.2)

deve, em principio, determinar toda a familia a 2n parametros de solugoes das equacdes de
Hamilton.

Uma familia a n parametros S(t,¢; Q) de solugoes da equagao de Hamilton-Jacobi, que sa-
tisfaga a condicao (3.3.2), diz-se um integral completo da equagao de Hamilton-Jacobi. O
método de Jacobi para obter a solucao geral ¢(¢, Q, P),p(t,Q, P) das equagbes candnicas:

q = Hp(t7Qap)
{p _ —Hq(t,q,p) (3.3.3)

que dependa dos 2n parametros Q@ = (Q',...,Q"),P = (P,...,P,), a partir de uma solucdo
completa S(t,q, Q) da equagao de Hamilton-Jacobi, consiste nos passos seguintes:

I ... Primeiro resolvem-se as n equagoes implicitas seguintes:
Sqi(t,q; Q) = — P, i=1,---,n (3.3.4)

em ordem a ¢, para obter uma solugao do tipo:

q=q(t,Q,P) (3.3.5)

IT ... Em seguida complementamos esta funcao ¢ = ¢(¢,Q, P), por uma outra fungao p =
p(t,Q, P), definida como habitualmente por:

p=p(t,Q, P) = S4(t,q(t,Q, P),Q) (3.3.6)

Antes de demonstrar porque é que este método funciona, vejamos um exemplo concreto:

» Exemplo 3.2 (Oscilador harmdnico) ... Como ja vimos, o oscilador harménico é des-
crito pelo seguinte Hamiltoniano:
w

5 (@ +p%) (3.3.7)

H(q,p) =
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As equacoes candnicas so:
¢ = Hy, = wp
. 3.3.8
{ p = —Hy = —wq ( )
cuja solucgao geral é:
q(t) =  Acos(wt+b)
{ p(t) = —Asin(wt+b) A e b constantes (3.3.9)

A equacao de Hamilton-Jacobi para uma fungao S(t,q), correspondente ao Hamiltoniano
H:%(q2+p2) é: w
Sit 5 (¢°+85) =0 (3.3.10)

Vamos tentar encontrar um integral completo S(t, ¢; @), pelo método de separagao de varidveis,
com o ansitz da forma:

S(t,q) = f(t) +1(q)

Com este S, (3.3.10) escreve-se na forma:

f0)+5 (@ + (@) =0

o que implica que:
: w
flt)=—% (q2 + wl(q)Q) = constante = —Q

f) =@, V() =22 g2

Concluimos portanto que:

S(t,q;Q):—Qt—i-/Oq \/%—Tsz (3.3.11)

é uma solugao da equacdo de Hamilton-Jacobi (3.1.23), que depende de um parametro (). Nao
é necessario calcular este integral, j& que o nosso objectivo é calcular:

So(t,¢:Q) =—P

e portanto:

0 que é equivalente a:
1 [ dr
w 2
O T T

Pondo = —wP — arc cos A, com A = %, vem que:

—arc cos(q/A) = wt+

donde se deduz a solucao usual:
q(t) = A cos(wt + )

De:
p="S(t,5;Q) = VA2 — ¢
deduzimos ainda que:
p(t) = £Asin(wt + 3)
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e como ¢(t), p(t) satisfazem as equacoes candnicas:
(j:szwp, p:_Hq:_Wq

obtemos:
p(t) = —Asin(wt + 3)

Por outro lado, por construgao, temos que:
Q = _St = H((qu)

e, para ¢ = ¢(t), vem que:
Q= H(q(t),p(t))

isto é, @ é o nivel de energia da trajectoria:

q(t) = Acos(wt + ), p(t) = —Asin(wt + 3)

Finalmente, (3.3.11) d4 que:

2

A 1 2
S(t,q;Q) = 5 are sin% + §q\/m — Qt, A= UQ

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema de Jacobi, vejamos uma proposi¢ao prévia:

» Proposicao 3.2 ... Seja S = S(t,q;Q) uma solugao da equagao de Hamilton-Jacobi,
que depende dos parametros Q = (Q'). Entdo cada derivada Sgi, € um integral primeiro das
equagoes candnicas, isto é, Sgi mantem-se sempre constante, ao longo de cada extremal.

e Dem.: Temos que mostrar que %S@ = 0, ao longo de cada extremal. Em primeiro
lugar, temos que:

ja que, por hipétese, S = S(t,¢; Q) é uma solucao da equagao de Hamilton-Jacobi.
Derivando esta relacdo em ordem a @Q°, vem que:

Vem entao que:

d .
= —HpSgiq+ S40:4 por (3.3.12)
= (q - HP)SQiq
=0

porque, ¢ = Hj,, ao longo de cada extremal.



3.4. Transformacgoes candnicas. Discussao geométrica 82

» Teorema 3.1 (Teorema de Jacobi) ... Seja S(t,q; Q) uma solugao completa da equa-
cao de Hamilton-Jacobi:

aS a8
St+ ( aQaSq) 0t + <aq7 8q> 0

e suponhamos que q = q(t;Q,P) e p = p(t;Q, P) sdo fungées que satisfazem as equagoes
sequintes:

So(t,q(t;Q, P);Q) = —P
p(t:Q, P) Sqlt q(t: Q, P); Q) (3.3.13)

Entao t — (q(t;Q, P),p(t; Q, P)) € uma solugao das equagoes candnicas (3.3.3), que depende
dos 2n parametros QQ e P.

e Dem.: Derivando, para cada (Q, P) fixos, a primeira equagao em (3.3.13), em ordem a
t, obtemos:

0 = StQ + Squ
Sqq (¢ — Hp) (3.3.14)

onde na tultima igualdade usamos (3.3.12). Como estamos a supor que det So,g # 0, a
igualdade (3.3.14) permite deduzir que:

q:Hp

que é a primeira equacao candnica. Para obter a segunda, derivamos a segunda equagao
em (3.3.13), em ordem a t:

= Stq + SqqHp
= —H, (3.3.15)

onde na tltima igualdade usamos Sy + Hy+ H,S,, = 0, que se obtem, derivando em ordem
a ¢, a equagao de Hamilton-Jacobi.

3.4 Transformacgoes candnicas. Discussao geométrica

» Definicao 3.1 ... Sejam (M1,w1) e (Ma,w2) duas variedades simplécticas com a mesma
dimensdo. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : My — My, diz-se candénica ou simpléctica, se
P we = wy.

[}

» Exercicio 3.1 ... Seja @ uma variedade e F' € Dif f(Q) um difeomorfismo de Q. O levantamento
de F a T*Q, é a aplicacao T*F : T*Q — T*(Q, definida através do diagrama seguinte:
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*

T°Q T°Q
Vs Vs
F
Q Q
isto é:
T*F : (q,0) — T*F((q,0) : (X = T*F(q,0)(X) C (o, aF,(x) (3.4.1)

Va € T;Q eVX € TF71(q)Q.

Mostre que T*F € uma transformagdo simpléctica e que (T*F)*0 = 0, onde 8 é a forma de Liouville
em T*Q.

» Exercicio 3.2 ... Seja (Q,g) uma variedade riemanniana e F : Q — Q uma isometria. Provar
que TF : TQ — TQ € simpléctica relativamente a forma simpléctica wy e que (TF)*0, = 0.

» Exemplo 3.3 (Oscilador harménico) ...

O oscilador harménico de massa m e frequéncia angular w, é descrito pelo seguinte Hamil-
toniano:

P’ 1 2 2
H(q,p) = am +gmwy (3.4.2)
As equacOes candnicas sao:
7 = H =
{ a P wp/m (3.4.3)
p = —H;, = —mwq

A transformagao ¢ : (Q, P) — (q,p), definida por:

[ 2P
q = —sin@
muw

p = V2mwPcosQ (3.4.4)

é candnica, ja que:

2P
" (dgNndp) = d (\/ ——sin Q) ANd <v2mecos Q)
mw
dQ N dP
Calculemos uma fungao geradora do tipo S = S(q,@). De (3.4.4) obtemos:

1
P = Qqu2 csc? Q

p = /mwgcotQ (3.4.5)
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donde se deduz que:

1
pdg — PdQ = (mwqcotQ)dg — §(qu2 esc? Q)dQ

= d (;quQ cot Q> (3.4.6)
isto é:
S(q,Q) = %quZ cot @ (3.4.7)
Nas coordenadas (@, P) o novo Hamiltoniano é:
K(Q.P) = Ho$(Q,P) = wP

que nao depende de ). Por outras palavras, @ é uma variavel ciclica. O sistema Hamiltoniano
(3.4.3) escreve-se, nas novas coordenadas (@, P), na forma:

¢ 4.
{ P = —-Kg = 0 (3.4.8)
cuja solugao geral é:
Q) = wt+b
{ Plt) = 0 a,b constantes (3.4.9)

Regressando as coordenadas (g, p), via ¢, obtemos a solucao:

{q(t) = \/%Sin(w“rb) (3.4.10)
p(t)

= V2muwacos(wt + b)
As coordenadas (¢ = @, I = P) s@o exemplo de coordenadas ac¢ao-angulo que serao tratadas
mais tarde.

Consideremos a variedade produto M; x Ms e as projeccoes naturais my : My X My — M e
o : M1 X My — Ms. E facil ver que a 2-forma €2, definida em M; x Mo, através de:

Q=w; —ws def Tiwl — Tywa (3.4.11)

é uma forma simpléctica em M; x Mo.

» Proposicao 3.3 ... Sejam (M, w1) e (Mo, ws) duas variedades simplécticas com a mesma
dimensdo. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : My — Mas, é candnica ou simpléctica, sse o seu
grdfico, 'y C My x My:

Ly ={(z,¢(z)) € M1 x Mz, x€ M}

¢ uma Lagrangeana em (My x M, Q).
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e Dem.: A aplicacao x — (z,¢(x)) é um difeomorfismo de M; sobre I'y, e portanto:
T(l"@(m))F(i’ = {(U, dd)(v)) HENCNS Tle}
Dai que:

(v, do(v)), (w, dop(w))) = w1 (v, w) = wa(dd(v), dp(w)) = (w1 — ¢*wa)(v, w)

donde se deduz que Q]F¢ = 0 sse ¢*w2 = w; sse ¢ é canodnica.

[}

Suponhdmos que 2 = —dO (localmente). Por exemplo, © = 6; — 6 dlef w101 — w502, onde
—db; = w;, i = 1,2. Entao, ¢ é candnica sse:

0 =13 = 15dO = di;© (3.4.12)

onde ¢y : I'y < My x M3 ¢ a inclusao natural. Isto é, ¢ é candnica sse L;@@ é fechada. Pelo lema,
de Poincaré:
150 = —dS (3.4.13)

para uma certa fungao (local):
S:T'y — R
a que chamamos uma fungao geradora fungao caracteristica de ¢.
Suponhémos por exemplo, que M; = T*Qy, My = T*Qs ¢ que (Q, P) = (Q', ), (q,p) =
(¢%,p;) sdo coordenadas canénicas em T*Q1 e T*(Qo, respectivamente.
Se:
9(Q,P)=(¢=4q(Q,P),p=p(Q,P)) (3.4.14)

entao ¢ é canodnica sse:

¢(dg N dp) = dQ N dP

O grafico de ¢, I'y, pode ser parametrizado de muitas formas. Pode por exemplo ser
parametrizado pelas varidveis (Q, q), pelas varidveis (P, q), ou ainda pelas varidveis (P, p), por
exemplo. Assim, a fungao S, geradora de ¢, pode ser descrita como uma fungao S = S(Q, q)
(caracteristica pontual), como uma funcao S = S(P,q) (caracteristica mista), ou ainda
como uma funcao S = S(P,p) (caracteristica angular).

Se, por exemplo, consideramos os potenciais simplécticos:
th = PdQ, e 2 = pdq

em T*Q1 e T*Q2, respectivamente, e se considerdmos a caracteristica pontual S = S(Q,q) (o
que significa que estdmos a parametrizar I'y pelas varidveis (Q,q)), entao a relagao (3.4.13),
L;@ = —dS, escreve-se na forma:

—dS = SqdQ + S54dq
= 1,0
— 13(00 — 62)
= 15(PdQ — pdq)
= P(Q,q)dQ — p(Q,q)dg (3.4.15)
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isto é:
P(Q,q) = Sq = gg(Q,q), e p(Q.q)=5= —%Z(Q,q) (3.4.16)

Nestas equagdes estdmos a supdr que nas fungées ¢ = ¢(Q, P), que surgem na definigao
(3.4.14) de ¢, o Jacobiano g—g # 0, o que permite (localmente) definir P como funcao de (Q, q):
P = P(Q, q). Esta dltima sera entao substituida em p = p(Q, P) (que surge também na defini¢ao
(3.4.14) de ¢) para obter p também como funcao de (Q,q): p = p(Q,q) = p(Q, P(Q,q)).

Suponhamos agora que as fungdes p = p(Q, P), que surgem na definicao (3.4.14) de ¢, sao
tais que o Jacobiano g—}; # 0. Agora podemos (localmente) definir P como funcao de (Q,p):
P = P(Q, p). Esta tltima serd entao substituida em ¢ = ¢(Q, P) (que surge também na defini¢ao

(3.4.14) de ¢) para obter ¢ também como funcao de (Q,p): ¢ = q(Q,p) = ¢(Q, P(Q,p)).

Agora o grafico I'y pode ser parametrizado pelas varidveis mistas (Q,p), e a funcao geradora
de ¢, é entdo descrita como uma fungao W = W(Q, p) (caracteristica mista). Como potencial
simpléctico tomamos desta vez:

O = PdQ — pdq + d(qp) = PdQ + qdp

e a relagao (3.4.13), 130 = —dW, escreve-se na forma:
ow ow
P(Q,p) = —%(Q,p), e q(Q,p) = _Tp(Q’p) (3.4.17)

Um raciocinio andlogo permite calcular a caracteristica angular 7' = T'(P, p).

As transformacoOes candnicas preservam a estrutura das equagoes de Hamilton. Mais precisa-
mente, se (Q, P) = (Q", P;) s@o coordenadas candnicas em M, e se ¢p(Q, P) = (¢(Q, P),p(Q, P)) =
(¢4(Q, P),pi(Q, P)), entdo (¢", p;) sdo também coordenadas canénicas ' em M. Se:

K(Q',P,) = H(q,p) = H(q(Q, P),p(Q, P)) (3.4.18)
isto é, K = H o ¢, entao t — (Q(t), P(t)) é uma solucdo das equagoes candnicas:
G-
P = —-Kg

se e s6 set— (q(t),p(t)) = d(Q(t), P(t)) é solugao das equagodes candnicas:
(32
p = _Hq

Este facto tem uma importancia crucial na integracao das equagoes candnicas. Com efeito,
se conseguirmos encontrar uma transformacdo canénica ¢ : (Q, P;) — (¢, p;) tal que o novo
Hamiltoniano K = H o ¢ tenha uma forma particularmente simples que permita integrar as
correspondentes equagoes candnicas, entao podemos calcular as solucoes do sistema inicialmente
dado. Esta é alids, grosso modo, a base do método de Jacobi para integrar as equagoes candnicas.

lestdmos a interpretar ¢ do ponto de vista passivo, i.e., como uma mudanca das coordenadas (Q°, P;) para as
coordenadas (¢*, p;).
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Em particular, se conseguirmos encontrar uma transformacao canénica tal que o novo Hamil-
toniano K = H o ¢ dependa apenas dos @', K = K(Q"), entdao as correspondentes equagoes

canodnicas sao: .
A
P = —Kgi

que se integram facilmente:

t 9K
Q!

Q'(t) = Q(0), Pi(t) = P,(0) — (Q(0)) dt (3.4.19)

Suponhamos entao que se pretende calcular uma aplicagdo candnica

¢(Q, P) = (¢ = q(Q, P),p = p(Q, P)) (3.4.20)

com funcao geradora (pontual) S = S(@Q,q), que reduza o Hamiltoniano H = H(q,p) a forma
K = K(Q).

Entao por (3.4.16), vird que:

P(Q,q) = g(g(Q,q), e p(Qq) = —gj(Q,q)
e substituindo em (3.4.18), obtemos a condi¢ao:
S
K@) =H <q, (%(Q,q)> (3.4.21)

3.5 Discussao geométrica da equacao de Hamilton-Jacobi re-
duzida

Seja 0 a 1-forma canénica de Liouville em T*Q, dada, em coordenadas canénicas (¢, p) = (¢*, p;),
por:

0 =pdg=>_ pidg' (3.5.1)
i=1
e w = —df a forma simpléctica associada. Localmente w =dgAdp =), dq® A dp;. Recordemos
que 6 se define por:
Oqp) (&) = (P, dm(§)), peT;Q, €Ty Q (3.5.2)

e que, além disso, @ satisfaz a propriedade tautolégica seguinte: “se o € Q'Q é uma 1-forma em
Q, interpretada como uma seccao « : QQ — T*Q, do fibrado 7 : T*Q) — @, entao:

a*l =« (3.5.3)

» Definicao 3.2 ... (i). Uma subvariedade imersa ¢ : A C RE — T*Q, de dimensao
k < mn, diz-se uma variedade isotrépica se p*w = 0.

(ii). Uma subvariedade imersa ¢ : A C R} — T*Q, de dimensdo n, diz-se uma variedade
de Lagrange ou uma Lagrangeana se p*w = 0.

(iii). Uma subvariedade imersa ¢ : A C R} — T*Q, de dimensdo n, diz-se uma variedade
Lagrangeana coénica se ¢*0 = 0, onde 0 é a 1-forma candnica de Liouville em T*(Q).
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E claro que toda a Lagrangeana conica é uma Lagrangeana. Uma Lagrangeana é uma vari-
edade isotrépica de dimensao maximal (igual a n). Vejamos agora alguns exemplos.

» Exemplos 3.1 ...

L. Ay =T5Q, onde qp € @ é um ponto fixo, ¢ uma Lagrangeana cénica.

2. Seja I' C QQ uma subvariedade de dimensao d < n—1, e Apr o chamado fibrado conormal
a I', definido por:

Ar={(ap): q€T, pET;Q, talque (p,T,T) = plyr =0} (3.5.4)

O exemplo 1. é o caso especial em que I se reduz ao ponto qg. Ar é uma Lagrangeana
conica.

3. Seja I' C @ uma subvariedade de codimensao 1, e f : I' — IR uma funcao dada, com
diferencial df, € T;T', para cada ponto g € I'. Define-se entao:

Ary = {(q,p) :qgel, pe Tq*Q, tal que (p,T,I") = p|TqF = dfq} (3.5.5)

O exemplo 3. ¢é o caso especial em que I' tem codimensao 1 e f = 0. Ap; é uma
Lagrangeana que nao é cénica (a nao ser que f seja constante).

| J

O exemplo seguinte tem importancia crucial para o que se segue.

» Proposicdo 3.4 ... Consideremos o grdfico de uma 1-forma o € Q(Q):
Ao ={(g,p) €T*Q: p=alq), qe€Q} (3.5.6)
Ao € uma subvariedade Lagrangeana em T*(Q se e s6 se a € fechada: da = 0.
e Dem.: De facto, pela propriedade tautoldgica, a*0 = «, e portanto da = da*f = a*df =
a*w e, portanto, da = 0 sse a*w = 0.

| J

Quando A, é uma subvariedade Lagrangiana em 7*(Q), « é fechada e portanto localmente
exacta, isto é, numa vizinhanca U, de cada ponto de ), podemos encontrar uma fungao S : U —
IR tal que a = dS. Diz-se entdao que S : U C @ — IR é uma fungao geradora ou uma iconal
(local) para A,. Pomos entao, neste caso, A, = Agg, em U. Em coordenadas:

as .
a=dS = Sxdx = @dx (3.5.7)
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Ao =Aas = {(q,p) D p=5q(q) = (3;@)) 3 } (3.5.8)

=1,...,

Qualquer Lagrangeana A C T*Q, que (localmente) se projecte difeomorficamente sobre o
espaco de configuracao @, é da forma A = A, = Ayg, para alguma iconal (local) S.

Por outro lado, dada uma Lagrangeana A C T*(Q, como a forma 6 = pdq é fechada em A, o
integral de acgao reduzida:
P
/ 6 (3.5.9)
Py

definido para todas as curvas contidas em A, que partem de um ponto fixo Py € A, define uma
funcao localmente univoca:

w.: A — R

P — W(P) = f}])z 0 (3.5.10)
a que chamamos uma fase local em A. O integral de linha é calculado ao longo de uma qualquer
curva em A, que una Py a P. Se A (localmente) se projecta difeomorficamente sobre o espago
de configuragao @, entdo, como vimos, serd da forma A = A, = Ags, e S = W o é uma iconal
(local) para A.

Figure 3.3:

E claro que as transformagoes candnicas transformam Lagrangeanas em Lagrangeanas. Por
exempo, a transformacao (x,p) — (p, —x) permuta Ay, com Ap,.

Suponhamos agora dado um Hamiltoniano H € C*°(7T*Q). Como sabemos, existe con-
servagao de energia - uma curva integral (¢(t),p(t)) do campo Hamiltoniano Xy, isto é, uma
solucao das equacoes candnicas:

i = H,
. 3.5.11
{p - —H, (3:5.11)

esta sempre contida num mesmo nivel de energia:

> def {(¢,p) e T*Q: H(q,p) = h}, h constante (3.5.12)

Nestas condicoes, temos entao a seguinte proposicao:
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» Proposicao 3.5 ... (i). O campo Hamiltoniano Xy = HP@% — HP@% € tangente a hiper-

superficie de nivel Xp,.
(ii).
w(XH,f) =0, VE € Ty, (3.5.13)

(iii). Seja A uma Lagrangeana em T*Q, contida na hipersuperficie de nivel ¥y,. Entao o
campo Hamiltoniano Xy € tangente a A e, em particular, A contem toda a curva integral de
X, sempre que esta intersecta A em algum ponto.

e Dem.: Para mostrar (i)., temos que provar que dH(Xpg) = 0. Mas, por defini¢ao,
IXpW = dH. Portanto 0 = w(XH, XH) = (iXHw)(XH) = dH(XH)

Por outro lado, dH (&) = 0, V¢ € T, uma vez que H é constante em Y. Logo 0 =
dH (&) =ix,w(€) = w(Xn, &), o que mostra (ii).

Mostremos agora (iii). Seja P € A C Xj, e seja {&1, -+ ,&,} uma base para o espago
tangente TpA C TpXy. Por (ii)., sabemos que w(Xg,&) = 0,7 = 1,...,n. Mas, como
TpA é maximalmente isotrépico (a dimensdao méaxima de um subespago onde w se anula
é n), isto implica que Xy = . A&, o que significa que o campo Hamiltoniano Xy é
tangente a A.

Consideremos agora uma variedade isotrépica Ay, de dimensdo n — 1, contida na hipersu-
perficie de nivel ¥Xp. Por cada ponto Py = (qo,q0) € Ao, fagamos passar uma curva integral
(q(t),p(t)) do campo Hamiltoniano Xz, com condigao inicial (go,po) € Ag. Suponhdmos que a
variedade A, que assim se obtem, tem dimensao n (o que acontece, se X for transversal a Ay
e se t for suficentemente pequeno).

Figure 3.4:

Entao A serd uma Lagrangeana, de dimensao n, contida na hipersuperficie de nivel ¥j. Se
A se define localmente por uma equacao do tipo:

0S

p=oalq) =54(q) = <a i(q)) (3.5.14)
q i=1,...,n

isto é, se A for localmente da forma A = Ayg, entdo S satisfaz a equagao reduzida de

Hamilton-Jacobi:

H(q,S,) =h (3.5.15)
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Suponhamos agora que o Hamiltoniano é homogéneo positivo de grau 1 nas varidveis p:
H(q,\p) = AH(q,p), YA >0 (3.5.16)

Como exemplos tipicos temos:

e 0 Hamiltoniano éptico H(q,p) = ||p||/n(q), que rege a propagagao dos raios num meio
isotrépico com indice de refracgao n(q).

e As geodésicas de uma métrica Riemanniana podem ser deduzidas do Lagrangeano L =
9ij (q9)¢'¢’ ao qual corresponde o Hamiltoniano H = g% pipj- No entanto, podemos também
usar o Hamiltoniano vH = / g“p;p;. Para um nivel de energia H = h constante, as
equacoes de Hamilton sdo proporcionais com um factor de proporcionalidade constante.
De facto, se H = h constante, entdo em Xj:

Xpg =2VhX (3.5.17)

» Proposicao 3.6 ... O fluxo O, de um campo Hamiltoniano Xy, associado a uma Hamil-
toniano H, homogéneo positivo de grau 1 nas varidveis p, preserva a 1-forma candnica de Liou-
ville 6 = pdq.

e Dem.: E suficiente provar que a derivada de Lie Lx,, 0 = 0. Como Xy = H,0, — H,0,,
vem que:

Lxyt = Lxy(pdq)

(iXHd + diXH)(pd(ﬁ

ixy (dp A dq) + d(pdg(Xm))

dp(Xu)dg — dg(Xp)dp + d(pH))

—Hydq — Hydp + Hydp + pdH)

—Hydq — pdH,

=0 (3.5.18)

A tltima igualdade deve-se a identidade de Euler pH, — H = 0, que ¢ vélida atendendo a
homogeneidade de H. Dessa identidade obtem-se:

0 = d(pH,) — dH = Hydp + pd(H,) — dH
Hydp + pd(Hy) — Hydq — Hydp = pd(H,) — Hydg

que é (3.5.18).

Desta proposicao concluimos que o fluxo ®;, de um Hamiltoniano homogéneo positi Vo de
grau 1, nas Varid Veis p, preser Va a classe das Lagrangeanas cénicas (aquelas onde a forma
0 = pdx se anula idénticamente).

Como ja vimos, dado um ponto zy € IR}, a Lagrangeana:

Azy = {0} x T )IR" = {(20,p) : p € R"}
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é cénica - é a fibra de T*IR"™ por cima de xy. Dado um Hamiltoniano homogéneo H, podemos
construir um feixe central de trajectérias de centro xg, projectando no espaco de configuracao
IR?, as cur Vas integrais de Xy, com condigao inicial (zg,po), onde py Varia numa variedade
inicial dada Vi C A4,, de dimensao n — 1, tal que:

Vo C Ayy N, (3.5.19)

Para t > 0 teremos uma certa variedade V;, em T*IR", também de dimensao n — 1, cuja pro-
jecgao no espaco de configuragao IR} é a chamada frente de onda, no instante ¢, correspondente
ao feixe central de trajectoérias de centro xg.

Vspaceb.Ocm
Figure 3.5:

Consideremos agora uma Lagrangeana cénica qualquer A, em T*IR", (portanto dim A = n,
e pdz|), =0).

A respectiva projecgao, no espaco de configuragao IR?, tem dimensao < (n — 1). De facto,

se £ = ad, + bd, é um Vector tangente a A, num dos seus pontos (z,p) € A, entao dr(§) = ad,
onde a z-componente a, tem que satisfazer a equacao linear:

0 = (pdz)(§) = (pdzx)(ady, + bo,) = ap

Portanto, o espago tangente a projeccao m(A), tem uma dimensao < (n — 1). Em particular, A
nao pode ser definida como grafico de uma 1-forma (mesmo localmente), o que impede de gerar
A por uma iconal (local), contrariamente ao que e Ventualmente acontece com variedades nao
cdnicas.

Por isso, de forma analoga ao caso anterior, em que A = A, consideramos uma variedade

inicial Vj, de dimensao n — 1, contida em A, e definida por H = h (constante):

VWwCANY,

Dado um Hamiltoniano homogéneo H, construimos entao o tubo de trajectérias de X, com
base em V. Por outras pala Vras, Varremos V| pelo fluxo de Xg. Desta forma obtemos uma
Lagrangeana A, contida na hipersuperficie de niVel H = h (constante):

A = U &y (Vp) (3.5.20)

Sob certas condigoes, pode acontecer que A seja ja gerada (localmente) por uma certa iconal
S, de tal forma que p = S, (x), onde S Verifica a equagao reduzida de Hamilton-Jacobi:

H(z,S;)=h (3.5.21)

Como A é cénica, a forma 6 = pdr anula-se em Vy C A. Portanto ela também se anula
em cada superficie V; = ®¢(1}), ja4 que, como Vimos, o fluxo ®; preser Va a forma 6. Mas isto
implica que a fase local:

P
W(P) = / pdx
Py
definida em K, é constante em cada V; = ®4(V)), Vt. Vemos pois que as superficies de niVel
S(x) =constante, onde S = W o «, confundem-se exactamente com as projecgoes das superficies
Vi sobre o espaco de configuragao IRY, isto é, com as frentes de onda.



