FCUP-Matemética
Elementos de Topologia - 2003
Exercicios

Nota: os exercicios marcados com (S) sdo exercicios suplementares que, in-
dependentemente do seu grau de dificuldade, sdo considerados como secundérios
relativamente & matéria tedrica; contém informacao extra e por isso devem, pelo
menos, ser lidos; os exercicios marcados com uma * sao de maior grau de difi-
culdade - alguns sao enunciados de resultados matematicos conhecidos e que se
relacionam de perto com a matéria do curso

1 Espacos métricos - primeiras definicoes

Recordem-se os axiomas para uma meétrica:

M-1 : d(z,y)=0ssex=y
M2+ d(z,y) =d(y, x)
M-3 :  d(z,z) <d(z,y)+d(y,2)

Exercicio 1 Mostre que se uma funcao, d : X x X — R , verifica os trés
aziomas para uma métrica, M — 1, M — 2, M — 3 entdo d(z,y) >0 ,Vz,y € X.

Exercicio 2 Para j =1,2,3 dé um exemplo de uma funcio d; : X x X — R,
em que X é um conjunto com trés elementos, que nao satisfaca o axioma M —i
mas satisfaca os outros dois axiomas para uma métrica.

Exercicio 3 Mostre que o sistema de axiomas para uma métrica,M — 1, M —
2, M — 3 ¢é equivalente ao sistema de azriomas que consiste de M — 1 e M — 3/
em que M — 3/ é

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) para todos x,y,z € X

Exercicio 4 Verifiqgue que as fungées ||||; , |||, : R — R™ definidas,para X =
(frhx??"'?xn); por
n
X1y = laa] + o] + oo+ 2] =D Jaal 5 X[y = max {[z1], o
i=1

s ooy |Z0 |}

840 normas.

Exercicio 5 Sejam di e do as distdncias em R" derivadas das normas||||; e
s , respectivamente, e d. a distdncia euclidiana. Mostre que se verifica

dy < d. < dy < nds.

Dé exemplo de um par de pontos X,Y € R™ para o qual as trés desigualdades
sejam estritas.

Exercicio 6 a) Verifique que num espago vectorial(real), E , uma norma
[l : E — E que resulta de um produto interno {,) : E — FE | isto é, tal
que (z,z) = ||z||* Y& € E, verifica a regra do paralelogramo:

2 2 2 2
2+ yll” + [z —ylI” = 2|z + 2|y

b) Mostre, usando a), que em R™,n > 2, as normasl||||, e |||, ndo sio dadas
por nenhum produto interno.



Exercicio 7 Mostre que em L(X;R), os espagco das fungdes reais limitadas
definidas num subconjunto X C R, ||f]| = sup |f(x)|define uma norma. Seja
zeX

(L;d) a métrica associada.a) Calcule d(sin, cos). b) Diga se esta norma provém
de um produto interno no caso de X ter mais do que um elemento.

Exercicio 8 Prove que toda a norma |||| em R é da forma ||| =a-|z|,a > 0.
Conclua que toda a norma em R provém de um produto interno.

Exercicio 9 Mostre que d : R xR — R, definida por d(x,y) = (x —y)? , ndo
é uma métrica.

Exercicio 10 Seja d: M x M — R uma métrica. Verifique que

o) = V) Bley) = g ey) = min {1 d(e.y)

sao ainda métricas em M.

Exercicio 11 Identifique os subespacos X C R? para os quais as métricas in-
duzidas de dy e de dy (exercicio 5.) coincidem com a métrica euclidiana.

n

Exercicio 12 Sejam (X;,d;),i = 1,2, ...,n espacos métricos e seja X = HXZ- =
i=1
H?:l X

a) Mostre que as fungao definidas, para x = (X1, X2, ... Tn), Y = (Y1, Y2, -y Yn) €
X, por

di(zy) = > di(wi,y,)
i=1
dn(z,y) = max{d;(x;,y;):i=1,2,...,n}

sao métricas em X.
b) Compare as duas métricas entre si e com a métrica produto

d(m> y) =

Zd?(%,yi)
i=1

a semelhanca do exercicio 5.

n

Exercicio 13 Seja X = U X; com X; N Xy, = {xo} para j # k e seja d; uma

j=1
métrica em X;. Mostre que a fung¢do definida por
d(z,y) = dj(z.y) se z,y € X; -
dj(z,x0) +di(zo,y) se ze€X;,ye Xy, j#k

é uma métrica em X.



Exercicio 14 (S) - Mostre que, num espago vectorial real E , uma métrica
d é proveniente de uma norma sse ("se e s6 se”) para r,a € E e A € R
arbitrdrios, se verifica d(x + a,y + a) = d(x,y) (invaridncia por translagdes) e
a0 Ay) = N d(z. ).

Exercicio 15 (S) - Seja E um espago vectorial real munido de um produto
interno (,) : B — E . Recorde a desigualdade de Cauchy-Schwarz :

()| < [l]] - [lyll

Mostre que se dd a igualdade sse x,y sao linearmente dependentes.

Exercicio 16 (S) - Seja (E, ||||) um espago vectorial normado e (E,d) o espago
métrico associado.

a)Mostre que se ¢ —a =t-(b—a),t > 1 (isto significa que b pertence ao
segmento de recta de extremidades a e c), entdo d(a,c) = d(a,b) + d(b, c).

b) Verifique que o reciproco ndo é verdadeiro em geral(isto é, em qualquer
espago vectorial normado), considerando em (R, ||[|,) os pontos a = (0,1),b =
(0,0),c = (1,0).

¢) Mostre que se verifica o reciproco no caso de a norma provir de um produto
interno.

Exercicio 17 (S) - Seja X C R%. Mostre que se a métrica euclidiana induzida
em X coincide com a métrica zero-um entdo X tem no mdximo trés elementos.
E se fosse X C R® 2 Generalize para R™.

Dé exemplo de um espaco vectorial normado E e de um seu subconjunto
infinito X C E tais que para para todos x,y € X , x #y = d(z,y) = 1.

2 Aplicacoes entre espagos métricos - 1

2.1 Continuidade e continuidade uniforme

Exercicio 18 Mostre que para cada j = 1,2,... as aplicagoes p; : R — R
definidas por pj(x1,22,...) = x; sGo nao-expansiveis.

Exercicio 19 Mostre que a inversao e a projeccao estereografica ndo sdo home-
omorfismos uniformes.

Exercicio 20 Dé exemplo de uma aplicagio bijectiva f : R — R que seja
uniformemente continua mas nao seja um homeomorfismo uniforme.

Exercicio 21 Seja f: X — R, X C R uma fun¢io uniformemente continua.
Mostre que se x,, € X é uma sucessao convergente (nio necessariamente para
um ponto pertencente a X ), entio f(x,) também converge. Dé um exemplo
que mostre que o mesmo resultado nao é vilido se suposermos que f é apenas
continua.

Exercicio 22 Mostre que as sequintes func¢des nao sao uniformemente con-
tinuas:
a) f:R— TR, flz)=2%;
1sex>0
) £ik-10p— &, = { 10

)



¢) fR={0} — R, f(z)=sin(1)
Use a caracterizagao de continuidade em termos de sucessoes para mostrar
que nao é possivel estender as funcgoes de b) e ¢) a fungdes continuas em todo

R.

n

Exercicio 23 Seja X = [[(Xi,d;) um espago produto e f :' Y — X uma

=1

aplicacio dada por f(y) = (f1(y), f2(y), ..., 7,,(y)) em que f; : Y — X;. Mostre
que f é continua sse f; é continua para todo i = 1,2,...,n. Verificar-se-G o
andlogo para continuidade uniforme?

Exercicio 24 (S) - Seja f : R — R definida por f(z) = x -sin(2) se x # 0
e f(0) = 0. Mostre que [ é continua no ponto 0 mas ndao ¢é lipschitziana em
nenhum intervalo que contenha 0.

Exercicio 25 (S) - Seja f : R — R definida por f(z) = 2* -sin(2) se z # 0
e f(0) =0. Mostre que f é derivdvel com derivada descontinua.

Exercicio 26 (S) - Seja f: I — R derivdvel em todos os pontos do intervalo
I C R . Mostre que se f é lipschitziana entdo a sua derivada é limitada em M.

Exercicio 27 Sejam f,g: M — R continuas no ponto a € M . Mostre que
se f(a) < g(a) , existe 6 > 0 tal que, Vo,y € M , x,y € B(a;r) = f(x) < g(y).

Enuncie explicitamente o coroldrio que se obtém tomando f(x) =0, Vo €
M. Conclua que se B C M ¢é uma bola fechada e c € M — B entdo existe uma
bola aberta (e portanto wma bola fechada) B’ , de centro ¢ , tal que BN B’ = .

Exercicio 28 Sejam f,g: M — N continuas no ponto a € M. Mostre que se
f(a) # g(a) , entdo existe uma bola aberta B = B(a;r), tal que f(B)Ng(B) = 0.
Em particular, x € B = f(x) # g(x).

Exercicio 29 Sejam f,g: M — N continuas. Dado a € M , suponha que
toda a bola de centro a contém um ponto x tal que f(x) = g(x). Conclua que
fla) = g(a). Use este facto para mostrar que se f,g : R — R sdo continuas
e f(z) = g(x) para todo x € Q entao f = g. (Uma fungio continua fica
completamente determinada pelos valores que toma nos nimeros racionais.)

Exercicio 30 Dadas f,g: M — R, defina-se fVg: M — R e fAg: M —
R por (fV g)(x) = max {f(x), g(2)} € ( Ag)(x) = min {f(z), g(x}}. Prove que
se f e g sao continuas no ponto a € M entio fV g e f Ag sdo continuas no
mesmo ponto.

Exercicio 31 Seja M = AUB. Se f: M — N é tal que f |4 e f | sdo
continuas, entao f é continua em cada ponto a € AN B.

Nota: os exercicios seguintes, 32-38, dao, no seu conjunto, provas de algu-
mas propriedades fundamentais das fungoes reais de varidvel real, relativas a
continuidade.

Exercicio 32 (S) - Sejam I,.J intervalos arbitrarios de R e f : I — J uma
bijec¢io que é estritamente mondtona. Prove que f (e consequentemente f~1)
é continua.



Exercicio 33 (S) - Seja f: X — R, X C R uma fungdo continua. Suponha
que P = {z € X ; f(x) >0} é limitado e nao-vazio. Sejam a = inf P , b =
sup P. Mostre que se a € X eb € X entdo f(a) >0 e f(b) > 0.

Exercicio 34 (S) - Dada f : [a,b] — R continua, com f(a) > 0> f(b) , seja
c=sup{x € [a,b] ; f(z) > 0}. Prove que f(c) =0. Conclua que se f : I — R
é continua num intervalo I entio f(I) é um intervalo. (Teorema dos Valores
Intermédios, de Bolzano).

Exercicio 35 (S) - Seja f : I — R uma fun¢io continua no intervalo I.
Mostre que se [ é injectiva entao é estritamente mondtona.(Consequentemente,
pelos exercicios anteriores, a sua inversa , f~, definida no intervalo J = f(I)
, também é continua; isto mostra, em particular, que toda a bijec¢io continua
f: R — R é um homeomorfismo).

Exercicio 36 (S) - Mostre que toda a fungao continua f : [a,b] — R é lim-
itada. (Sugestao: seja X = {x € [a,b] ; [ |4, € limitada}. Seja ¢ = sup X.
Mostre que ¢ € X e conclua que X = [a, b].

Exercicio 37 (S) - Para toda a fungdo continua f : [a,b] — R , existem
xo,21 € [a,b] tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para todo x € [a,b].(Teorema
de Weierstrass sobre a existéncia de mdzimo e minimo) (Sugestio: se x1 , por
exemplo, ndo existisse, entio, pondo o = sup f , a funcao g(z) = 1/[f(x) — a]
seria continua e ilimitada em [a,b].)

Exercicio 38 (S) - A imagem de um intervalo fechado e limitado por uma
funcao real continua é ainda um intervalo fechado e limitado. Dé exemplos que
mostrem que todos os demais tipos de intervalo podem ter imagem continua que
seja um intervalo de tipo diferente.

Exercicio 39 (S) - Dada f : M — N, se existem constantes ¢ >0 e a > 0
tais que f satisfaz a condigao de Holder d(f(x), f(y)) < c-d(x,y)* para todos
x,y € M, entao diz-se que f é holderiana. Mostre que se f é holderiana entao
f € continua. (Serd uniformemente continua?)

Ezxercicio 40 (S) - Mostre que se f : I — R, definida num intervalo I ,
satisfaz uma condi¢do de Hoélder com a > 1 entdo f é constante.

Exercicio 41 (S) - Seja f : [0, 4+00) — [0, +00) definida por f(x) = x7% , n €
1

N. Mostre que f satisfaz a condigao de Hélder |f(z) — f(y)| < c |z —y|™ com

c=20=D/n ¢ consequentemente, é continua. Mostre que f nao é lipschitziana

em nenhum intervalo contendo 0.

Exercicio 42 (S) - Num espago métrico M ,sejam F = Bla;r] e G = M —
B(a;s) , com 0 < r < s. Mostre que f : M — [0,1] definida por f(z) =
% é continua e, além disso, f~1(0)=F , f~1(1) =G.

Exercicio 43 (S) - Seja f : R> — R definida por f(x,y) = ﬁ se (z,y) #
(0,0) e f(0,0) = 0. Mostre que f é continua relativamente a cada uma das
varidveis, ”“separadamente”, mas que é descontinua no ponto (0,0). (Sugestdo:
use a caracterizag¢do de continuidade em termos de sucessoes.)



Exercicio 44 *(S) - Invente uma métrica d em R? e uma funcéo f = (f1, f2) :
R — (R?,d) que seja descontinua mas que tenha ambas as fungoes coordenadas,
f1 € fa, continuas.

2.2 Isometrias e Homeomorfismos

Exercicio 45 Seja E um espago vectorial normado. Mostre que duas quaisquer
bolas abertas (fechadas) com o mesmo raio sdo isométricas. Mais precisamente,
eriste uma isometria de F que envia uma dessas bolas na outra. Mostre, com
um exemplo adequado, que para espagos métricos em geral, este resultado é falso.

Exercicio 46 Seja T o subespaco do plano euclidiano formado por dois seg-
mentos de recta de comprimento 1: um horizontal, I , e outro vertical, J ,
cuja origem é o ponto médio de I. Mostre que hd somente duas isometrias
g:T—T.

Exercicio 47 Dé exemplo de um espago métrico, (X,d) e de uma imersao
isométrica g : X — X que ndo seja uma isometria.

Exercicio 48 a) Dada uma imersio isométrica f : R — R, mostre que existe
a € R tal que f(x) =x+a, Ve € R ou f(x) = —x+4a, Ya € R. Em particular,
f € uma isometria.( Compare com o exercicio sequinte; compare também com o
exercicio 53.)

b) Seja X C R. Mostre que toda a imersao isométrica se estende (de modo
dnico se X tem mais que um ponto) a uma imersao ¢ : R — R. Em particular,
f@y=xx+4+a, Yz e X.

Exercicio 49 (S) - Seja (E,||||) um espag¢o normado cuja norma provém de
um produto interno. Mostre que toda a imersao isométrica f : R — FE é da
forma f(t) = a+tu em que a,u € E com ||ul| = 1.

Exercicio 50 (S) - a) Construa uma imersio isométrica f : R — (R, [|||,)
cuja imagem, f(R) , nao seja uma recta. Conclua que o resultado do exercicio
anterior nao pode ser estendido aos espag¢os normados em geral.

b) Poderd ter uma imersio isométrica como a anterior para (R?, ||[,) ¢

Exercicio 51 x(S) - Diga quais dos seguintes espag¢os $4o isométricos:
(R%,d.) , (R?,dy), (R?,ds). (Sugestio: note que uma isometria transforma
bolas (esferas) em bolas (esferas) com o mesmo raio).

Nota: os seguintes exercicios, 52-54 estabelecem resultados bédsicos sobre as
isometrias dos espagos euclidianos.

Exercicio 52 (S) - a) Seja uma T : R" — R™aplicacao linear. Mostre que
as sequintes afirmagoes sao equivalentes: i) T é uma imersao isométrica; it) T
¢ uma isometria; i) | Tx| = ||z|| , Y& € R™ (com a notagdo Tx = T(x)); w)
(Tz, Ty) = (z,y) , Yo,y € R™ (isto é, T é uma aplicagdo ortogonal: preserva
o produto interno).



* b) Mostre que uma aplicagdo T : R™ — R™ ¢é ortogonal sse a sua matriz
A (relativamente & base candnica) verifica A1 = A' em que A' designa a
transposta (A diz-se também ortogonal).

* ¢) Seja O(n) o grupo das transformagoes (ou matrizes) ortogonais de R™
e SO(n) o subgrupo das que tém determinante 1. c-1) Mostre que A € SO(2)
cosa —sina
sina  cosa
a em torno da origem).c-2) Mostre que A € O(n) — SO(n) sse é da forma

. < cosa  sina

sse é da forma A = ( representa uma rotag¢do de dngulo

. (representa uma reflexao numa recta que faz um dngulo
siha —cosa

de § com o eizo dos xx).

Exercicio 53 +(S) - Seja f : R — R" wma imersio isométrica.(Nao
supomos que ¢é linear!). Mostre que existem a € R™ e uma aplicacdo linear
T:R™ — R" tais que f(z) =Tx+a , Yo € R™. Em particular, se f(0) =0,
entao f é linear; se m = n entdo f é wma isometria e é a composta de uma
aplicagao ortogonal sequida de uma translagdo.

Sugestao: Comece por supor que f(0) = 0 ; a) mostre que, sendo {ay,az, ..., am}
a base candnica, e b, = f(a;) , i=1,..m , {bi}i:L...m é um conjunto ortonor-

) . 1, sei=y
mado: <b¢,b]‘> = (Sij = { 0 . se i 7&]
que [ fica completamente determinada pelas imagens b; = f(a;) , i = 1,..m
Jisto é, se g(a;) = fla;)) = b; , Vi, entio f = g .(Componha f com uma
aplicagao ortogonal T € O(n) tal que T f(a;) = a;.)

Vi, j = 1,...m; b) mostre, sequidamente,

Exercicio 54 x(S) - Sejam X C R™ ndo-vazio e f : X — R™ uma imersao
isométrica. Mostre que existe uma imersao isométrica (dnica quando X gera
R™) p:R™ — R"™ tal que ¢ |x = [.

Exercicio 55 *(S) - Seja R o espago vectorial real formado pelas sucessies
reais © = (L1, ..., Ty, ...) com apenas um nimero finito de termos x, # 0. Con-
sidere em R> a norma dada pelo produto interno (x,y) = x1y1 + ... + TpYn + ...
(Esta soma € finita.) Mostre que a transformagdo linear T : R® — R |
definida por T(x1,xa,...) = (0,21, x2,...) é uma imersao isométrica mas nao é
uma isometria. (Compare com o exercicio 52.a).)

Exercicio 56 Sejam f: M — N e g: N — P continuas e tais que go f :
M — P seja um homeomorfismo. Supondo que [ é sobrejectiva (ou entao que
g ¢é injectiva) prove que f e g sao ambas homeomorfismos.

Exercicio 57 Sejam f: M — N e g: N — M continuas tais que go f =
id : M — M. Prove que f é wm homeomorfismo de M sobre um subespago
f(M)C N.

Exercicio 58 Considere os sequintes subespagos de R: X = [0,1] U {2,3};
Y =[0,2) U {3,4,5}; Z = [0,1] U [2,3] U {4,5}. Mostre que sio dois a dois
nao homeomorfos. (Sugestao: ser ponto isolado é uma propriedade topoldgica;
tenha além disso presente o teorema dos valores intermédios)



Exercicio 59 Mostre que o0s espacos métricos sequintes sao dois a dois home-
omorfos:

X={(z,y.2) eR®; 2 +y2 =1}

Y=5'xR

Z =R? - {0}

W= {(xy) ER?; 1<’ 4y < 2}

T =5%—{p,q} onde p=(0,0,1) e g = (0,0, 1)

V={(z,y.2) eR®; 22=a2?+y*, 2> 0}

Exercicio 60 Estabelega um homeomorfismo entre o “primeiro quadrante” Q) =
{(z,y) eR?; >0,y >0} e o semi-plano H = {(x,y) € R? ; y > 0}.

Exercicio 61 (S) - Seja (E, ||||) um espago vectorial normado. Mostre que as
sequintes aplicacoes sGo homeomorfismos:

m, : B — E , dada por m,(z) = ra (homotetia de razao r)

T.,: E— E , dada pro T,(z) = x + a (translagdo pelo vector a)

Ezxercicio 62 (S) - Seja (E,||||) um espago vectorial normado. Mostre que a
aplicagio f : E — B(0,1) definida por f(x) = ¢ um homeomorfismo

com inversa g(y) = 1—_”Ly”

R
T4 l]]

Ezxercicio 63 (S) - Um espago métrico, M , diz-se metricamente homogéneo
se para todos a,b € M , existe uma isometria f: M — M tal que f(a) =b.

a) Mostre que R™ é metricamente homogéneo.

b) Mostre que se B = {x € R™; ||z|| < 1} é a bola aberta unitdria, toda a
isometria g : B — B werifica g(0) = 0. Conclua que B ndo é metricamente
homogénea.

* ¢) Mostre que a esfera unitdria S™ = {x € R"*1;[|z|| = 1} é metricamente
homogénea.

Ezxercicio 64 (S) - Um espaco métrico M diz-se topologicamente homogéneo
quando, dados a,b € M arbitrdrios, existe um homeomorfismo h : M — M tal
que h(a) =b. Prove:

(a) Se M e N sao homeomorfos entao M é topologicamente homogéneo sse
N o é.

(b) Todo o espago discreto é topologicamente homogéneo.

(¢) Toda a bola aberta num espago vectorial normado é topologicamente ho-
mogénea.

(d) X ={0,1,1/2,...,1/n, ...}, com a métrica induzida de recta, nio é topo-
logicamente homogéneo.

(e) O intervalo fechado [a,b] nao é topologicamente homogéneo.

Exercicio 65 x(S) - Mostre que o conjunto
m n 2 2
X ={(@y) eR" xR ;|2 + lyl’ = L.y # 0}

¢ homeomorfo ao produto R™ x S"1,



Exercicio 66 «(S) - Prove que o hiperboloide
H={(@,y) e R" xR" ; ||o]* — [}y|* = 1}
¢é homeomorfo ao produto ST~ x R™.

Exercicio 67 (S) - Construa um homeomorfismo entre R* — B((0,0);1) e
R? — {0}.

Exercicio 68 (S) - Sejam p,q pontos distintos da esfera S* e D C R? um
disco fechado. Prove que S®> — {p,q} é homeomorfo a R®> — D.

Exercicio 69 (S) - Seja M o conjunto de todas as bolas abertas do plano,
R2. Mostre que d (B(a;r), B(b;s)) = |a — b| +|r — s| define em M uma métrica
com a qual M é homeomorfo a U = {(x,y, 2) ER3; 2z > 0}. FEstabeleca um
homeomorfismo entre U e R>.

3 Conceitos métricos e topolégicos - 1

3.1 Conceitos métricos

Exercicio 70 Mostre que se todo o subespago préprio de um espaco métrico é
limitado, entdo o proprio espago é limitado.

Exercicio 71 Recorde as métricas intoduzidas no exercicio 5. Represente grifi-
camente, em R?, e numa mesma figura, as bolas Ba, (a;7) , Ba,(a;r) € B, (a;7)
, e justifique devidamente a sua resposta. Relacione as relagoes de inclusio entre
estas trés bolas com as desigualdades do exercicio 5.

Exercicio 72 Seja X = [—1,2]U(4,5] com a métrica induzida da métrica usual
em R. Indique Bx [2;2] ; Bx(0;2) ; Bx [5:3] ; Sx(2:3) .

Exercicio 73 Seja X C R? definido por
X={(z,yeR:z2<0}U{(z,y) ER*:z>1ey>0}
Para as métricas dy e dy represente no subespago métrico X :

B(x.d,) ((0,1)3:2) 5 Bx.a,) ((0,0);2) 5 B(x.a,)[(0,0)51] ;

Six,do) ((=1,=1)32) 3 S(x,a5) ((1,0):1) 5 Bix,ap) [(0,—2):2] .
Exercicio 74 Mostre que em todo o espago métrico (M,d) se verifica:

Blasr] = () Blai9) = ) 5 (air+ 1)

s>r n=1

{a} = [ Bla:r) = () Bla; %)

r>0 n=1
Dualmente, exprima cada bola aberta de M como unido de bolas fechadas.



Exercicio 75 Mostre que todo o espago métrico finito é discreto.

Exercicio 76 Mostre que:

a) Num espago métrico, para dois pontos distintos quaisquer, existem bolas
fechadas e disjuntas, centradas nesses pontos

b) Num espago métrico, se b ¢ Bla;r] , entdo existe s > 0 tal que B [a;r] N
Bb;s] = 0.

Exercicio 77 Dé exemplo de um subconjunto limitado X C R tal que néao
existam x,y € X com |z —y| = 6(X) ( diam(X) ).

Exercicio 78 Dé exemplo de um espag¢o métrico onde hajam bolas B(a;r) tais
que 6(B(a;r) < 6(Bla;r]). Poderd ter um tal exemplo com a condi¢io adicional
de ser 6(Bla;r]) <2r ?

Exercicio 79 a) Seja M um espago métrico limitado. Mostre que, para cada
a € M eziste uma bola B la;r] cujo didmetro é menor do que 2r.

b) Mostre que todo o espago métrico é unido numerdvel de subconjuntos
limitados.

Exercicio 80 Dé exemplo de subconjuntos nao-vazios, A, B , de um espaco
métrico, tais que AN B =10 e d(A; B) =0.

Exercicio 81 Seja F' = M — B(a;r) o complementar de uma bola aberta no
espago métrico M. Mostre que se d(x, F) =0 entdo x € F.

Exercicio 82 (S) - Em R?> = R x R com a métrica produto d = d ' x d. em
que d' é a métrica 0-1 e d, é a métrica euclidiana, represente graficamente:

5((2,0);:4) 5 S((4,0)51)

Exercicio 83 (S) - Sejam a um ponto e C um subconjunto nao-vazio de um
espago métrico (M,d) tais que d(a,C") = 2. Prove que eziste uma bola aberta
B(a;r) tal que d(z,C) > 1 para todo x € B(a,r).

Exercicio 84 (S) - Seja (M,d) um espago métrico. A diagonal A C M x M
é o congunto dos pares (x,z) € M x M com coordenadas iguais. Prove que se
z€ M x M — A entao existe uma bola aberta de centro z , em M x M , que é
disjunta de A.

Exercicio 85 (S) - Dados um subconjunto X de um espago métrico M e um
numero real v > 0 , definiu-se a bola aberta, generalizada, de centro X e raio r
como B(X;r)={x e M :d(x,X) <r}.
a) Mostre que B(X;r) = |J Bl(x;r) .
zeX
b) Prove que para todos os subconjuntos X, Y C M se verifica:

B(XUY;r)=B(X;r)UB(Y;r); B(XNY;r)C B(X;r)NnB(Y;r)
podendo esta inclusao ser estrita.
Exercicio 86 (S) - Para todo o subconjunto nio-vazio A de um espago métrico

M |, defina-se A, = {x € M ;d(x, A) = 0}. Prove que (A.). = A..
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Nota: o exercicio seguinte mostra porque é que a métrica num espaco pro-
duto dada pelo maximo das métricas nos factores (exercicio 12) é especialmente
conveniente: as bolas no espaco produto sao o produto das bolas.

Exercicio 87 (S) - Sejam (X;,d;),i = 1,2,...,n espagos métricos e seja X =
[TiL, X; com a métrica dada, para x = (21,22, .... %),y = (Y1,Y2, s Yn) € X,
por

d(z,y) = max {d;(x;,y:) :i=1,2,..,n}

a) Mostre que
B((a1,....an);7) = Bla1;7) X ... X B(an;r)

e analogamente para bolas fechadas.

b) Mostre, com um exemplo, que o resultado andlogo ndao se wverifica para
esferas.

¢) Mostre que no caso de ser n = 2, no espago métrico produto X1 x Xz a
esfera de centro (a,b) e raior , S((a,b);r) é dada por:

S((a,b);r) = (Bla;r] x S(b;r)) U (S(a;r) x Bla;r])

4 Aplicacoes entre espagos métricos - 2

4.1 Sucessoes e continuidade

Exercicio 88 Mostre que se num espago métrico X as unicas sucessoes con-
vergentes sdo as sucessdes quase-constantes (constantes a partir de uma certa
ordem) entao X é homeomorfo a um espago com a métrica 0-1.

Exercicio 89 Sejam (a’),n = 1,2,... , i = 1,2,...,k sucessées num espago
métrico M, todas convergentes para o mesmo ponto ¢ € M. Seja (b,) uma
sucessao de M tal que para cadan =1,2,... se tem b, € {a/,l,,, az, ..., a,f;,}. Mostre

que lim,, b,, = c.

Exercicio 90 Mostre que em R" toda a bola aberta contém pontos com todas as
coordenadas racionais (sugestiao: use o teorema que relaciona a convergéncia da
sucessoes num espago produto com a convergéncia das sucessoes coordenadas.)

Exercicio 91 Mostre que uma aplicacao f : X — Y é uniformemente con-
tinua sse para duas quaisquer sucessoes T, x, € X , n=1,2,... selim,, d(z,,z!,) =
0 entao limy, d(f(zn), f(z],)) = 0.

Exercicio 92 x(S) - Seja x, = (z},2%,...) € I , n = 1,2,... uma sucessio
no cubo de Hilbert. Mostre que lim,, x,, = o em I* sse para cada i = 1,2, ...
se tem lim,, #!, = 2¢ em R. Mostre com um exemplo adequado que a proposi¢do
andloga é falsa no espaco de Hilbert R¥.

4.2 Meétricas equivalentes

Exercicio 93 Dadas duas métricas d,d’ num espaco X , d diz-se mais fina
que d', e escreve-se d = d', se a aplicagio ix : (X,d) — (X,d') é continua -
portanto as duas métricas sio equivalentes, d ~ d’, sse d = d' e d < d'. Sejam
dy,ds,ds métricas num espagco X. Mostre que se dy < da < d3 e dy ~ d3, entdo
dy ~ dy ~ ds.
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Exercicio 94 Dados x,y € R defina 6(x,y) = |z — y|+1 se um desses nimeros
for positivo e o outro nio e é(x,y) = |x — y| no caso contrario. Verifique que
6 € uma métrica em R. Compare 6 com a métrica usual. E mais fina, menos
fina, equivalente ou ndo compardvel?

Exercicio 95 Mostre que em (0, 4+00) a métrica 6(x,y) =

1_
T

é equiva-

< =

lente a métrica euclidiana.

Exercicio 96 Sejam dy,ds métricas em M. Prove que d(x,y) = di(z,y) +
da(z,y) e 6(x,y) = max{di(z,y),d2(z,y)} definem métricas em M , ambas
mais finas que dy e dy. Prove ainda que dy e do sao equivalentes sse as quatro
métricas dy,ds,d, 6 sao equivalentes entre si.

Exercicio 97 (S) - Seja ¢ : [0,4+00) — [0,400) uma fungio crescente, tal
que p(0) =0 e p(z+y) < @(z) + ¢(y). Mostre que se d é uma métrica em M
, wod também é wma métrica e que, além disso, se @ for continua no ponto 0,
as métricas d e pod sio equivalentes. Obtenha exemplos de tal ¢ considerando
fungdes derivaveis, com ¢(0) = 0, ‘;—f > 0, %@ <0.
Exercicio 98 (S) - Sejam E | F espagos vectoriais normados e f : E — F
uma aplicacao linear. Mostre que as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) f é continua;

(2) f é continua no ponto 0 € F;

(8) Eziste ¢ > 0 tal que || f(x)]| < ¢ ||z|| para todo x € E;

(4) Ewiste ¢ > 0 tal que || f(x) — f(y)l| < ¢ ||z =yl para todos x.y € E;

Exercicio 99 (S) - a) Mostre que duas normas ||||; e |||, num espago vectorial

z

E sao equivalentes (isto é, as distdncias correspondentes sao equivalentes) sse
existem constantes a, 3 > 0 tais que

a-fzlly <flzlly < 8- [, , Ve e E

(Sugestio: use o exercicio anterior.)

b) Conclua que duas normas quaisquer num espago vectorial de dimensao
finita sao equivalentes. (Sugestao: uma norma fica completamente determinada
pelos valores que toma nos vectores de uma base.)

Exercicio 100 (S) - Seja f : E — F uma aplicagdo linear entre dois es-
pagos vectoriais normados em que o dominio tem dimensao finita. Prove que a
aplicagao é continua.

Exercicio 101 * (S) - Seja R™ o espago vectorial normado definido no exer-
cicio 55. Mostre que a aplicagdo f : R* — R definida por

flzr, 20, @y, ) = (21,22/2, oy T /0, .00)
é um isomorfismo linear continuo cuja inversa, dada por

f71(1117927 s Yns ) = (y1’ 2y2:« oo MYns )

é descontinua.
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5 Conceitos topolégicos

5.1 Nocoes basicas: abertos, fechados, interiores, aderén-
cias...

Exercicio 102 Considere o subconjunto X de R definido por

X = (=2,—1]U {l;n e N} U([2,3]n Q) U {4}

n

Determine Y,JO(, X' 0X,X, ;(, 0X.

Exercicio 103 Mostre que se (X,d) é um espago métrico, para todo A C X
temos A={r € X :d(z,A) =0}

Exercicio 104 Dé exemplo de um espago métrico X e de dois subespagos home-
omorfos A, B C X um dos quais é aberto e o outro nao.

Exercicio 105 Mostre que a fronteira de um conjunto aberto, A C M, tem
interior vazio. Mostre que, reciprocamente todo o subconjunto fechado, X C M,
com interior vazio é fronteira de algum aberto de M.

Exercicio 106 Mostre que nao é verdade que X CY = 0X C Y. Prove que
se verifica sempre 9(S) C 0S podendo a inclusdo ser estrita.

Exercicio 107 Dados subconjuntos arbitrarios de um espago métrico, A, B C

e}
- o o
M, relacione AU B com AUB (o interior da unido com a uniao dos interiores).
Resolva o problema andlogo para as intersecgoes.

Exercicio 108 Dados X,Y num espago métrico M , mostre que X UY =
XUY eque XNY C XNY. Dé exemplos em que esta inclusao seja estrita.

Exercicio 109 Prove que o derivado (conjunto dos pontos de acumulagdo) de
qualquer subconjunto, é um conjunto fechado.

Exercicio 110 Seja M um espago métrico e x € M. Um subconjunto V-C M

diz-se uma vizinhanca de x se x € V.

a) Mostre que todo o conjunto que contém uma vizinhanga de x é ainda uma
vizinhanca de x.

b) Mostre que a intersecgio de wm nimero finito (ou a unidgo de uma famdlia
qualquer) de vizinhangas de x é ainda uma vizinhanga de x.

Exercicio 111 Mostre que todo o subconjunto aberto e mao-vazio A C R™
contém um ponto x = (x1,Ta,...Tym) cujas coordenadas, x;, $Go racionais.

Exercicio 112 Verifique a seguinte afirmagdo: se A C M é aberto e X C M
¢ denso, entdo X N A é denso em A. O que pode afirmar se retirar a condi¢do
de A ser aberto?
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Exercicio 113 (S) - Seja M = X UY . Mostre que se um subconjunto S C M
é aberto em SUX e em SUY entdo é aberto em M. Conclua que se S C M —X
é aberto em M — X e em SUX entdo S é aberto em M. Enuncie e demonstre
resultados andlogos com ”fechado” em lugar de "aberto”.

Exercicio 114 (S) - Dados AC M e B C N , mostre que no espago produto,

MxN,setem Ax B=Ax B ed(Ax B)=(0Ax B) U (A x 9B).
Dados X C M eY C N mostre ainda que X XY =X xY em M x N.

Exercicio 115 (S) - Mostre que num espago métrico X se tem 6(A) = §(A)
para todo o subconjunto A.

Exercicio 116 (S) - Mostre que para todo A C X, a bola aberta generalizada
B(A;r) éuma unidgo de bolas abertas B(a;r) com a € A - sendo portanto um
aberto.

Exercicio 117 (S) - Seja C o conjunto das fungdes continuas f : [a,b] — [a,b]
com a métrica do sup (ver exercicio 7)

a) Mostre que o subconjunto de C formado pelas fungées que ndo sio sobre-
jectivas é aberto.

b) Mostre que o subconjunto de C formado pelos homeomorfismos tem inte-
rior vazio em C.

5.2 Continuidade de funcgoes

Exercicio 118 Dé exemplo de uma aplicagao continua f : X — Y e de um
subconjunto aberto (repectivamente fechado) A C X tal que f(A) ndo seja aberto
(respectivamente fechado) em Y .

Exercicio 119 Mostre com um exemplo adequado de um subconjunto fechado
A C R? que as projecgoes de um espaco métrico produto nos seus factores néo
s@o necessariamente aplicagoes fechadas.

Exercicio 120 Seja f: M — N continua. Dados um subconjunto arbitrdrio
X C M ewum aberto VC N, com f(X) CV, mostre que existe um aberto U,
de M , tal que X CU e f(U) C V.

Exercicio 121 Prove que para uma funcio f : M — R ser continua, é
necessdrio e suficiente que, para todo a € R, sejam abertos em M o0s conjuntos
Xo={zeM;f(z)<a} eY,={x e M;f(x)>a}.

Exercicio 122 Seja £x : M — R a fungdo caracteristica do subconjunto
X C M (definida por {x () =1sex € X elx(x) =0 sex ¢ X.) Mostre que
o conjunto dos pontos de descontinuidade de £x é a fronteira de X em M.

Exercicio 123 Mostre que se f,g : X — Y sao continuas e existe um sub-
congunto denso A C X tal que f |a= g |aentao f =g em X.

Exercicio 124 (S) - Seja (X)), wma famidlia de subconjuntos de M tais que
U X\ =M. Mostre que se f: M — N ¢é tal que f |x, é continua para todo

el
A€ L, entdo f é continua.
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Exercicio 125 (S) - Seja (F})i=12...n uma familia finita de fechados de M
tais que U F; = M. Mostre que se f: M — N é tal que f |, é continua para
i=1

=
todoi=1,2,....,n, entao f é continua.Mostre ainda com um exemplo adequado
que o resultado anterior nao se pode estender ao caso de wma familia infinita.

Exercicio 126 (S) - Seja o : M — N continua, sobrejectiva e aberta. Mostre
que uma aplicagio f: N — P é continua sse a composta fop: M — P é
continua.

Exercicio 127 (S) - Mostre que uma aplicagio f: M — N é continua sse

o]
—

, para todo Y C N, se tem que f~! (10/> C f7HY).

Exercicio 128 (S) - Mostre que_uma aplicagio f : M — N ¢é continua sse
para todo X C M se tem f(X) C f(X).

Exercicio 129 (S) - Prove que f : M — N ¢é uma aplicagao fechada sse para
todo y € N e todo o aberto VO f~(y) de M , existe um aberto U C N tal que
VO fHU) D f ).

Exercicio 130 (S) - Verifiqgue a sequinte afirmagdo: se X é denso em M e
f: M — N éuma aplicagdo continua e sobrejectiva, entio f(X) é denso em
N.

Exercicio 131 (S) - Uma fungdo real f: M — R diz-se semicontinua inferi-
ormente no ponto a € M se

Ve> 0,36 >0:d(z,a) <d= fla) —e < f(x)

a) Dé a defini¢io andloga para semicontinuidade superior.

b) Prove que se f e g sdo semicontinuas inferiormente no ponto a € M,
também o sao f+ g e c.f se forc > 0 (se ¢c < 0, c.f serd semicontinua
superiormente. )

¢) Prove que f : M — R é semicontinua inferiormente (em todos os pontos)
sse, para todo b € R, o conjunto f~1((b,+oc)) é aberto em M. Conclua que um
subcongunto A C M é aberto sse a sua fungdo caracteristica £, : M — R é
semicontinua inferiormente.

d) Enuncie e prove resultados andlogos aos das alineas anteriores para o caso
da semicontinuidade superior.

Exercicio 132 * (S) - Seja f : [a,b] — R semicontinua inferiormente. Prove
que f é limitada inferiormente (minorada) e tem minimo, isto é, existe xo €
[a,b] tal que f(xo) < f(z) para todo x € [a,b]. Prove o resultado andlogo para
semicontinuidade superior.(Note que estes resultados generalizam o Teorema de
Weierstrass-exercicio 87.)

Exercicio 133 (S) - Dada uma fungao f: M — R, seja

C(f) ={(z,y) € M xR ;y > f(x)}. Prove que f é semicontinua inferiormente
sse C(f) é um subconjunto fechado de M x R.
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6 Espacos conexos

Exercicio 134 Mostre que se X = |J,cp Xt em que para cadat € T o sube-
spago X; é conexo e existe tg € T tal que X;, N Xy £ 0, Vt € T, entdo o espago
X é conexo.

Exercicio 135 Sejam X1, Xo, ..., X,, ... subconjuntos conexos do espaco métrico
M, tais que X, N X411 # 0 para todo n. Mostre que X = UX,, é conexo.

Exercicio 136 Sejam X,Y C M conexos. Mostre que se 0X C Y entdo XUY
é conexo.

Exercicio 137 Sejam X , C subconjuntos de um espago métrico M. Mostre
que se C intersecta X e intersecta também M — X, entao C NOX # (.

Exercicio 138 (S) - Sejam X C M conexos. Mostre que se A C M — X ¢
aberto e fechado em M — X entdo X U A é conezo.

Exercicio 139 Indique, justificando, as componentes conexas dos sequintes
subespacos de R?:
a) QxR ;b) {0} xQU{(L,z):zeR, neN}.

n’

Exercicio 140 Mostre que se A C R? ¢é aberto entio cada componente conexa
de A é aberta.

Exercicio 141 Mostre, usando argumentos de conerdo que 0s sequintes espagos
sao dois a dois nao homeomorfos:

a)[a,b) , [c,d] , R, R%

b) Os subespacos de R? formados pelos segmentos de recta que formam as
letras X, Y, A, .

Exercicio 142 (S) - Recorde que se um espago métrico é finito as componentes
conexas $Go os pontos; recorde também que as componentes conexas de Q sdao
0s pontos. Generalize estes exemplos mostrando que se um espagco métrico, X,
é numeravel entdo é totalmente desconexo, isto é, as componentes conexras sao
0s pontos ( sugestdo: five-se a € X e considere-se a fungdo d, : X — R que a
cada x € X associa a sua distdncia a a.)

Exercicio 143 (S) - Mostre que se X C M sdo conexos entdo, para cada
componente conexa C' de M — X temos que M — C' é conexo.

Exercicio 144 Sejam X C R eY C R?. mostre que se X e Y sdo homeomorfos
[e]
entao Y = ().

Nota: o resultado do exercicio anterior pode ser generalizadoa X C R” | Y C
R™*+*(em particular para m > n , R® 2 R™.) E o que estabelece a chamada
invaridncia (topoldgica) da dimensdo (mas a prova nao é trivial) - foi primeiro
estabelecida em 1910 pelo grande topdlogo L.E.J. Brower.

Exercicio 145 Seja f: S' — R uma funcdo continua. Mostre que existe um

re St f(zx) = f(—a).
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Nota: o resultado do exercicio anterior pode ser generalizado a dimensao
n: toda a funcao f : S™ — R’ continua envia um par de pontos antipodas
no mesmo ponto. Este resultado é por vezes popularizado dizendo que, com a
variagdo continua da pressdo e da temperatura a superficie terrestre, ha sempre
dois pontos antipodas & mesma pressao e temperatura.

Exercicio 146 (S) - Sejac > 0. Uma ¢ —cadeia num espago métrico X é uma
sequéncia finita de pontos x1,xa, ..., x, tais que d(z;,x;41) <&, i=1,2,...,n;
0s pontos x1,x, dizem-se ¢ — encadeados. Mostre que dadose >0, a € X, o
conjunto dos pontos de X que sdo € — encadeados com a é um aberto e fechado
de X (logo se X é conexo dois quaisquer pontos sdo £ — encadeados para todo
e > 0; dé exemplo de um espago desconexo em que esta propriedade se verifique.)

Exercicio 147 (S) - Seja f : [0,1] — R continua e tal que f(0) = f(1). Para
cadan € N, prove que eziste x € [0,1] tal que z+1/n € [0,1] e f(z+1/n) = f(x).

Exercicio 148 x (S) - Seja A um aberto e conexo de R™. Mostre que dados
dois pontos a,b € A, existe um homeomorfismo h: A — A tal que h(a) =0 (
A é topologicamente homogéneo - ver ezercicio 64)

Exercicio 149 (S) - Mostre que o espago de Hilbert R e o cubo de Hilbert I*
5G40 COMETOS.

Exercicio 150 (S) - Recorde que a imagem por uma aplicacdo continua de um
subespaco conexo é um subespaco conexo. Dé exemplo de uma funcao f: R —
R que envie subespagos conexos em subespag¢os conexos mas nao seja continua

6.1 Conexos por caminhos

Exercicio 151 Um espago métrico X diz-se conexo por caminhos se para dois
quaisquer pontos a,b € X existe uma aplicagio continua v : I — X tal que
v(0) =a , v(1) =b (dita um caminho entre a e b)

Mostre que se X é conexo por caminhos entao X é conexo.

z

Exercicio 152 Seja f : X — Y continua. Mostre que se X é conexo por
caminhos entao f(X) é conexo por caminhos.

Exercicio 153 Mostre que se X C R™ é aberto e conexo entao X é conexo por
caminhos.

Exercicio 154 x (S) - Seja a A C R? o subespago formado pelos (infini-
tos) segmentos de recta 1, em que para cada n = 1,2,... l,, tem extremidades
(1/n, (=)™, (I/n+1, (=1)"*1). Recorde que A é conevo; mostre que A
nao é conexo por caminhos.

Exercicio 155 (S) - Seja A C R™ aberto e conexo. Mostre que dois quaisquer
pontos de A podem ser ligados por uma linha poligonal contida em A, cujos
lados sao paralelos aos eizos.
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7 Espacos compactos

Exercicio 156 Sejam A , B subconjuntos disjuntos nao-vazios do espago com-
pacto M. Mostre que se d(A, B) =0, entdo 0ANIB # ().

Exercicio 157 Sejam K C'V C X com K compacto e V aberto em X. Mostre
que existe v > 0 tal que |J,cx Bz, r) C V.

Exercicio 158 Um espago métrico X diz-se totalmente limitado se para todo
e > 0 existem x1, %2, ...,z € X tais que X = J!_, B(z;,¢).

a)Mostre que todo o subespago de um espago totalmente limitado é totalmente
limitado.

b)Dé exemplos de espagos limitados que ndao sejam totalmente limitados.

Exercicio 159 a) Mostre que se X é totalmente limitado toda a aplica¢io uni-
formemente continua f: X — Y é limitada.

b) Mostre que se X C R™ ¢é limitado e f : X — Y ¢é uniformemente
continua entdo f é limitada.

Exercicio 160 a) Sejam K, F subconjuntos disjuntos do espago métrico X
com K compacto e F' fechado. Mostre que d(K, F) > 0.

b) Dé exemplo de um espago métrico e de dois subespagos fechados e disjuntos
cuja distdncia seja zero.

Exercicio 161 (S) - Mostre que um espago métrico X é compacto sse toda a
funcao real continua e positiva definida em M tem um minimo positivo.

Exercicio 162 (S) - Seja (M, d) um espago métrico tal que para toda a métrica
d' equivalente a d , (M,d") é limitado. Mostre que, entdo, M é compacto (
Sugestdo: considere o métrica d¢(x,y) = d(x,y) + |f(z) — f(y)| em que f é
continua e nao limitada)

Exercicio 163 Recorde (Teorema de Borel-Lebesgue) que se X é compacto en-
tao toda a cobertura aberta de X tem uma subcobertura finita. Prove o reciproco,
mostrando que se X nao é compacto existe uma cobertura aberta de X sem
subcobertura finita (Sugestdo: comece por mostrar que se x, , n = 1,2,... é
uma sucessao sem subsucessao convergente, entao {:I:,,,,}n:m)m é um subespaco
fechado e todos os seus pontos sao isolados no subespaco)

Exercicio 164 (S) - Mostre que um espago métrico M é compacto sse toda

a sua cobertura aberta admite uma subcobertura prépria (isto é, diferente da
cobertura dada)

Exercicio 165 (S) - Mostre que o cubo de Hilbert I¥ é compacto.

Exercicio 166 (S) - Mostre que a bola fechada B[0,1] no espago de Hilbert
R¥, em que 0 = (0,0,...), ndo é compacta. Dé exemplo de uma funcgdo real
continua definida em R que nao seja limitada em B [0, 1].
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7.1 Compactos e conexos

Exercicio 167 (S) - Um espago métrico é um continuum se é compacto e
conexo. Sejam X, , n = 1,2, ... subespagos do espagco métrico X com X, 1 C
X, e em que cada X,, é um continuum. Mostre que a intersec¢do ﬂ;o:l X, é
um continuum.

Exercicio 168 (S) - Sejam a = (1,0) , b = (=1,0) € R? ¢ seja S = ab o
segmento de extremidades a e b. Seja C,, = B [S, ﬂ — (S — {a,b} em que
B [S, %] = {:Jc €ER?:d(x,S < %} Mostre que cada C,, é conexo e determine

n=1"-"n"

Exercicio 169 (S) - Mostre que um espago métrico compacto é conexro sse
dois quaisquer dos seus pontos sio € — encadeados (ver exercicio 146) para todo
e>0.

Exercicio 170 (S) - Mostre que num espago métrico compacto a componente
coneza de cada ponto é o conjunto dos pontos que lhe sao € — encadeados para
todo € > 0.

Exercicio 171 x (S) - Seja X um espago métrico compacto. Mostre que dois
pontos a,b € X pertencem a componentes conexas distintas de X sse existe uma
cisao X = AUB coma € A eb € B. Conclua que num espago métrico compacto

a componente conexa de um ponto é a interseccdo de todos os abertos-fechados
que contém esse ponto.

Nota: a interseccao dos abertos-fechados que contém um ponto diz-se a
quase-componente desse ponto; é claro que as quase-componentes formam uma,
particdo do espago por fechados. O que o exercicio anterior mostra é que num es-
paco compacto as componentes e as quase-componentes coincidem. O exercicio
seguinte mostra que em geral nao se da essa coincidéncia.

Exercicio 172 (S) - Para cada n = 2,3, ... seja
X 1 1
Qn=0q@@yeR:-1+-—<x<1-— A —n<y<n
n n

e seja
Q1= {(z,y) € R? .z = +1}

Seja X = Uff:l Q... Determine as componentes e as quase componentes de X.

7.2 Contragoes e expansoes num espago compacto

Exercicio 173 (S) - Seja X compacto e f: X — X tal que d(f(x), f(y)) <
d(x,y) para todos x # y € X. Mostre que f tem um tnico ponto fixo a € X o
qual é atractor, isto €, para todo v € X , lim,_. f"(z) = a.

Exercicio 174 (S) - Seja X um espago métrico compacto e f: X — X uma
aplicagao expansiva, isto é, d(z,y) < d(f(x), f(y)) para todos x,y € X. Mostre
que f é um homeomorfismo (em particular toda a imersao isométrica de um
espago compacto nele proprio é uma isometria - ¢f. exercicio 47)(Sugestio: para
mostrar que [ é sobrejectiva, suponha que x ¢ f(X); fazendo x, = f*(x) , n=
1,2,... seria d(zp, ) > d(z, f(z)) , Yn,m € N)
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Exercicio 175 x (S) - Seja X um espago métrico compacto e f : X — X
uma aplicagao expansiva. Prove que para todo x € X existem inteiros positivos
ny <ng <. <ng<..tas quelimg_ o [ (z) =x.

Exercicio 176 (S) - Seja X um espago métrico compacto e f: X — X uma
aplicagdo expansiva. Prove que d(f(z), f(y)) = d(z,y) para todos z,y € X,
isto é, f é uma isometria (Sugestio: supondo que existem x,y € X tais que
d(f(z), f(y)) > d(z,y), usando o exercicio anterior,existem my < mg < ... <
my < ... tais que limg_ oo f™ (z) = x e limp_oo [ (y) = y. Como d(z,y) <
d(f™(z), fm*(y)) teremos wma contradi¢ao...)

Exercicio 177 x (S) - Seja X um espago métrico compacto e conexo. Mostre

que dado um homeomorfismo h : X — X, existe um par de pontos a #b € X
tais que d(h(a), h(b)) = d(a,b).

8 Espacos completos

Exercicio 178 Mostre que uma sucessao é de Cauchy sse Ve > O existe um
indice k tal que d(xy, , Tpym) < € para todo m =1,2, ...

Exercicio 179 Verifique se R com a métrica d(x,y) = min{l,|z —y|} é ou
nao completo.

Exercicio 180 Recorde que se um espaco métrico tem a propriedade que todo o
subconjunto limitado estd contido num subespaco compacto entdo ele é completo.
Dé um exemplo que mostre que a implicagcGo reciproca nao se verifica.

Exercicio 181 Mostre que se num espaco métrico X , toda a sucessao encaix-
ada Fy D Fy D ... de fechados com lim,, 6(F,) = 0 tem interseccao nao vazia,
entdo X é completo.

Exercicio 182 Mostre que num espaco métrico a unigo de dois conjuntos am-
bos com interior vazio e um deles fechado tem interior vazio; dé um exemplo
que mostre que se nenhum dos conjuntos for fechado, a unido pode ter interior
nao vazio.

Exercicio 183 Mostre que num espago produto X =[]\, (X;,d;), uma sucessao

rn = (xk, 2%, 2™),n = 1,2,... é de Cauchy sse para todo i = 1,2,....m a

sucessdo (x%) é de Cauchy em (X, d;).
Exercicio 184 Mostre que um espago produto X = [[",(X;,d;) é completo
sse cada (X;,d;) é completo.

Exercicio 185 (S) - Recorde que se X é um espago métrico compacto entdo
X é completo e totalmente limitado. Mostre que o reciproco é verdadeiro.

Exercicio 186 (S) - Seja A C X um subconjunto denso e f: A — Y wuma
funcao uniformemente continua em que Y é um espagco métrico completo.

a) Mostre que existe uma extensdo de f a uma fungdo continua f*: X —
Y.

b) Mostre que a fungao f* é também uniformemente continua.

¢) Mostre, com um exemplo, que em a) nao se pode retirar a condigcdo de
ser'Y completo.
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Exercicio 187 Um subconjunto de um espago métrico, A C X , diz-se um G
se é interseccao numerdvel de abertos de X.

a) Mostre que todo o fechado de X é um G.

b) Mostre, usando o teorema de Baire, que Q C R nao é um Gs.

Exercicio 188 (S) - Seja f : X — Y wuma fun¢do entre espag¢os métricos
e, para cada n = 1,2,... seja A, C X definido por: x € A, se existe uma
vizinhanga aberta U de x tal que 6(f(U)) < +.

a) Mostre que os A,, sdo abertos.

b) Mostre que o conjunto Cy = (\,_, A, é o conjunto dos pontos de con-
tinuidade da funcao f. '

¢) Conclua que nao existe nenhuma func¢ao f : R — R que seja continua
apenas nos racionais (Cy = Q)

Exercicio 189 (S) - Seja f : R — R definida por: f(z) =0 se x € R — Q,
f0)=1, e f(x)= % sex=2%¢€Q comq>0 ea fracgio irredutivel (fungio de
Dirichlet). Mostre que o conjunto dos pontos de continuidade de f é o conjunto
dos irracionais.

Exercicio 190 (S) - Mostre que o espago de Hilbert R¥ é completo.
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