Toépicos de Geometria

2003/2004

Eduardo Francisco Régo
FCUP - Departamento de Matematica Pura

Resumo

O tépico central do programa é constituido por Grupos de Isometrias e Gru-
pos de Simetria no plano e no espago: uma consulta a lista de conteidos, em baixo,
dard uma ideia dos temas a abordar e da estrutura a seguir.

Como os titulos indicam, este ¢ um tema onde o encontro e fusdao de algebra
e geometria € especialmente forte. As isometrias no plano podem ser tratadas de
forma especialmente elegante com a identificacio de R? e C, recorrendo & estrutura
dos nimeros complexos; optdmos por nao o fazer pois hd alguns argumentos e
construgoes mais directas que, embora sejam menos elegantes, tém a vantagem de
se adaptar facilmente ao espago tridimensional, onde as vantagens do uso de uma
estrutura algébrica auxiliar aparecem de forma mais indirecta e restrita (mas nao
menos importante), através da relagdo rotagdes-quaternioes.

Os exercicios, defini¢oes, teoremas, etc., aparecem numerados de forma sequen-
cial; optdmos por manter este formato pois a maior parte dos "Fzxercicios” nao sao
mais do que provas e complementos aos resultados e teoremas enunciados: neste sen-
tido, sao exercicios de recolha, estudo e compreensao, por consulta dos livros indica-
dos nas referéncias. Estas notas irdo sendo completadas pela "publicagao"paralela
de resolucoes desses exercicios, que se espera sejam feitas e escritas maioritaria-
mente pelos alunos como parte de avaliagao continua. Exercicios do tipo usual -
que servem para testar e aprofundar os conhecimentos da parte tedrica - aparecem
agrupados em secgoes proprias; a referéncia a qualquer deles deve ser feita indicando
o nimero da secgao a que pertence seguido do seu nimero dentro da secgao (assim,
o exercico que pede para investigar porque é que o arco-iris é um arco e se é um
arco de circulo, ¢ o exercicio 3.1 - 11)
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1 Isometrias e simetrias - generalidades

O nosso tema central sao as isometrias e simetrias em espacos euclidianos, em especial no
plano e no espago (tridimensional). Recordemos as defini¢des mais gerais, envolvidas.

Definicao 1 Uma  isometria do  espagco  métrico (X,d) ¢é wuma  fungdo
f X — X que é sobrejectiva e que é uma imersao isométrica, isto é, preserva as

distancias: Yx,y € X | d(f(x), f(y)) = d(x,y).

Exercicio 2 Recorde a defini¢cio de espaco métrico. Mostre que uma funcao que preserva
a distdncia, como na defini¢ao anterior (uma imersao isométrica) é sempre injectiva mas
pode nao ser sobrejectiva.

Definicao 3 Consideramos em R" a métrica euclidiana dada, para x = (x1,...,2,),y =
(Y1, - Yn) € R™, por d(z,y) = ||z — yl|, em que |||| € a norma euclidiana: ||z||* = (z,z) =
Sor i a?, em que (v,y) = > o 2y € o produto escalar usual.

Exercicio 4 Recorde e escreva uma prova de que a métrica acabada de definir em R™,

d(xz,y) = \/ v (x; —y;)? € de facto uma métrica; recorde também, a propdsito, a de-

sigualdade de Cauchy-Schwarz: |(z,y)| < ||z|| ||ly||; recorde ainda a regra do paralelo-
_ 2 2 2 2

gramo: ||z + y[|” + [lz — y[|” = 2[[=[|" + 2 |y|

Dado um espago métrico, M, as suas isometrias, Isom(M) (ou simplesmente I(M))
formam um grupo para a composicao de fungoes, que é um subgrupo do grupo de todas
as bijecgoes , Bij(M).

Temos a seguinte cadeia de subgrupos:

Isom(M) < Sim(M) < Homeo(M) < Bij(M)

em que Sim(M) e Homeo(M) sdo os grupos das similitudes e dos homeomorfismos, re-
spectivamente.

Exercicio 5 Recorde as defini¢oes de similitude e homeomorfismo.

Dois tipos particulares de isometrias sao as translacoes e as aplica¢oes ortogonais.
Definicao 6 A translagdo pelo vector a é definida por T,(x) = x + a ; em particular a
identidade é translacao pelo vector nulo, 1d = 1 =1y ; é claro que a inversa é a translacdo
pelo vector —a Ta_1 =T 4, equeT,Ty="T,.

Notagao 7 Indicaremos frequentemente apenas por justaposicao a composicao de fungoes

, fg = fog, e também, desde que o conterto nao permita confusoes, as imagens de
elementos, f(z) = fz.



As translagoes formam, portanto, um subgrupo abeliano de I(R").

O grupo linear geral (real), GL(n,R), consiste das matrizes reais n X n, ndo-singulares;
identifica-se naturalmente ao espaco dos isomorfismos lineares L : R — R"™: A €
G L(n,R) representa a aplicagao linear que, relativamente a base candnica (ou outra qual-
quer base ortonormada), tem matriz A. O determinante define um homomorfismo de
grupos: det : GL(n,R) — R\ {0}. O ntcleo é o grupo linear especial, SL(n,R), das
matrizes com determinante 1.

Definicao 8 Uma aplicagdo linear L : R* — R" é dita ortogonal se (Lx, Ly) = (x,y)
para todos x,y € R™, isto é, se preserva o produto escalar.

Exercicio 9 Seja A € GL(n,R) e L : R — R" a aplicacdo linear correspondente.
Mostre que L é ortogonal se e s6 se A=t = At isto é, a inversa de A é a sua transposta
(diz-se, correspondentemente, que A é uma matriz ortogonal )

Temos o grupo ortogonal: O(n) = {A € GL(n,R): AA* = I'}. Note-se que para A €
O(n) temos det A = +1:

1 = det I = det(AA") = (det A)(det A*) = (det A)?

O grupo O(n) tem um subgrupo normal (de indice 2), o grupo ortogonal especial, SO(n) =
O(n) N SL(n,R), das matrizes ortogonais com determinante 1. E claro que O(1) = {£1}

e SO(1) = {+1}. O grupo O(2) consiste das matrizes l CCL 1 para as quais existe um

d
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Exercicio 10 Verifique a afirmagao anterior.

0 tal que

cosf) —sind
sinff  cosf
uma rotag¢do,de angulo 6, em torno da origem. Como SO(2) tem indice 2, os outros elemen-
. 1 cos @ sin

tos de O(2) sao os da classe SO(2) [ 0 sind — cosd } :
Cada uma destas representa uma reflexdo R; na recta [ que faz angulo de /2 com o eixo
dos zz. Ficamos, por agora, com o significado intuitivo deste outro tipo de isometria, as
reflexes; mais & frente daremos a definicao geral de reflexdes em hiperplanos de R™.

O conjunto de exercicios que se seguem conduz a uma caracterizacao bésica das isome-
trias de R™.

SO(2) consiste entao das matrizes . Uma matriz destas representa

0 . .
1 } que consiste das matrizes

Exercicio 11 Seja uma L : R* — R"aplicacao linear. Mostre que as sequintes afir-
magoes sao equivalentes: i) L é uma imersio isométrica; ii) L é uma isometria; iii)
|Lx|| = ||z]| , Yx € R" ; w) (Lz, Ly) = (z,y) , Vx,y € R" (isto é, L é uma aplicagdo
ortogonal ).

O que pode afirmar se considerar, mais geralmente, aplicacoes lineares L : R™ — R"?
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Exercicio 12 Seja f : R™ — R" uma imersdo isométrica. (Nao supomos que é linear! ).
Mostre que ezistem a € R™ e uma aplica¢io linear L : R™ — R" tais que f(x) =
Lz +a , Vo € R™. Em particular, se f(0) =0, entdo f é linear (!); se m =n entao f é
uma isometria e é a composta de uma aplicacao ortogonal sequida de wma translagao.
Sugestao: Comece por supor que f(0) = 0 ; a) mostre que, sendo {ay, as, ..., an} a base
candnica, e b; = f(a;) , i = 1,.m , {bi},_, ,, € um conjunto ortonormado: (b;,b;) =
1 =] . .
0ij = { 0 ’ zz z 74; Vi, j =1,...m; b) mostre, sequidamente, que f fica completamente
determinada pelas imagens b; = f(a;) , i = 1,..m ,isto é, se g(a;) = f(a;) = b; , Vi,
entao f = g .(Componha f com uma aplicag¢io ortogonal L € O(n) tal que Lf(a;) = a;.)

Recordemos que sao equivalentes:

a) {a; — ag,as — ay, ..., ax — ap} sdo linearmente independentes.

b) {ag,a,as, ...,a;} sdo independentes afim, isto é, Zf:o Aia; = 0, com Zf’;:o Ai = 0 sse
M=A=-=X=0

Exercicio 13 Sejam X C R™ nao-vazio e f : X — R" uma imersao isométrica. Mostre
que existe uma imersio isométrica (inica quando X gera R™) ¢ : R™ — R™ tal que
plx = f.

Sugestéiq: Comece por provar, usando também o exercicio anterior, que uma imersao
1sométrica f : R™ — R" fica completamente determinada pelas imagens de m—+ 1 pontos
independentes afim.

Provdamos assim os seguintes teoremas:

Teorema 14 Se f : R" — R" ¢ uma imersdo isométrica entio f € I (R™) e escreve-se,
de modo tnico, como a composta f =T,L, com L € O(n).

Defini¢ao 15 Se na decomposi¢ao do teorema anterior, f = T,L, temos que L € SO(n)
dizemos que [ é uma isometria directa (ou: que preserva a orienta¢ao); caso contrdrio
dizemos que é inversa (ou que inverte a orienta¢ao).

Teorema 16 Toda imersdo isométrica f : R™ — R™ fica completamente determinada
pelas imagens de m + 1 pontos independentes . Em particular, tomando m =n e f = id,
em R" qualquer ponto fica determinado pelas suas distancias a n+1 pontos independentes.

Teorema 17 Se {ag, ay,as,...,a,} e {bo,b1,ba,....,b,} sao dois conjuntos de n+ 1 pontos
independentes de R", com d(a;,a;) = d(b;,b;) para 0 <1i,j < n, eziste f € I(R"), unica,
tal que fa; = b; para 0 < i < n.



1.1 Subespacos afim e hiperplanos
Esta seccao contém definigoes e algumas propriedades bésicas sobre subespacos afim de
R™: a descricao mais sumadria é dizer que sao translatados de subespagos vectoriais.
Definigao 18 A C R™ é um subespaco afim se

Aa+pb e AVa,be AV N ueR: A+pu=1

isto é, se A contém a recta por dois quaisquer dos seus pontos.

Exercicio 19 Mostre que se A é um subespaco afim entao para todo o k verifica-se:

k k
Z)\iaiEA,aiEA,Z)\izl
i=1 =1

Exercicio 20 Seja A C R" um subespaco afim.
a) Mostre que V=A —a={x —a:x € A} é um subespago linear.
b) Mostre que A —a =A—b,Va,be A

Se A C R™ é um subespaco afim, a sua dimensdo é a dimensao do subespaco vec-
torial V.= A — ag, ap € A. Se {ay —ap,as — ag, ...,ar — ap} sdo uma base para V,
{ag, a1, as, ...,a} s@o independentes afim e formam uma base afim para A: todo o ele-
mento a € A se escreve de modo tinico como

k

k
CL:ZAiCLZ‘, Z)\Zzl
1=0

i=0
Exercicio 21 Sejam A C R", B C R™ subespacos afim e seja f : A — B uma aplicagao
afim, isto é,

F(A\a+ pb) = Af(a) + pf(d),Ya,b € AN\ p RN+ p=1

( e portanto que envia rectas em rectas - eventualmente degeneradas). Mostre que,para todo

ok,
k k k
=1

i=1 i=1

Exercicio 22 Sejam A C R", B C R™ subespacos afim, a € A, b € B. Mostre que:

a) Se L: A—a— B —1b é uma aplicacao linear, a aplicacio Ar, : A — B definida
por Ap(z) = L(x — a) + b é uma aplicacdo afim.

b) Se f: A— B é uma aplicagdo afim, Ly : A —a — B — b definida por L¢(x) =
f(x+a)— f(a) é uma aplicagdo linear e A, = f.

Definicao 23 Um hiperplano H de R™ é um subespaco afim de dimensio n — 1.



Se H é um hiperplano de R" e a € H, entao H — a é um subespaco linear de di-
mensao n — 1, logo existe b # 0 (e podemos supor ||b]| = 1) tal que H —a = {b}* =
{z € R": (b, z) = 0}: podemos considerar uma base ortonormal para H — a e estendé-la,
por um vector b, a uma base ortonormal de R" (veja o exercicio seguinte). Portanto H
pode ser descrito como H = {y € R": (b,y) =t}, ou seja como o conjunto dos vectores
que tém a mesma projecgao sobre o vector b.

Exercicio 24 Recorde o processo de Gram-Schmidt para a obtencao de bases ortonor-
madas: dada uma base {ay,az, ...,a;} de um subespago S de R", comega-se por obter a
partir dela, por recorréncia, uma base ortogonal:

k a.
ks Ji
flzal,..., Z( >fz,
AT
a) Aplique o método & sequinte base:

{a1 =(2,1,1),a2 = (0,1,0),a3 = (0,0,1)}

Os hiperplanos aparecem naturalmente como os bissectores ortogonais de segmentos:

Exercicio 25 Sea,b € R" coma # b, entdo B = {z : d(x,a) = d(x,b)} é um hiperplano
de R".

Exercicio 26 Seja H um hiperplano em R™. Mostre que todo x € R™ se pode escrever
de forma tnica como x =y +z comy € H e zL (H — y).

1.2 Reflexoes em hiperplanos

Definicao 27 Seja H um hiperplano em R". A reflexdo em H é a isometria Ry € I(R")
definida por

Rp(z) =y —=
emquex =y+z comy € H ezl (H—vy) (exercicio anterior).

Note-se que Ry? = id e que Ry ¢ a identidade em H. Se H é o bissector ortogonal
do segmento ab, Ry permuta a e b.

Exercicio 28 Seja H um hiperplano e 0 € H (H é portanto um subespago linear de
codimensao 1). Mostre que a reflexdo em H é dada por:

Ry(x) =2 —2(z,a)a em que aLH ||la]| =1

Exercicio 29 (Generalizacao do exercicio anterior) Mostre que se H é um hiperplano
dado por H = {z : (a,z) =t} em que aL(H — h),h € H (jd vimos que todo o hiperplano
pode ser dado desta forma)

a

(a,a)

Ry(z)=2—-2(z,a—1)



Exercicio 30 Fscreva a expressio em coordenadas cartesianas de R,,((x,y)) em que m
¢ a recta do plano de equagdo y = 5 + 5.

Exercicio 31 FEscreva a expressio em coordenadas cartesianas de Rp((x,y,z)) em que
P é o plano de equacao z = 2z + y + 3.

O teorema seguinte d& outra caracterizacao bdsica das isometrias de R” em termos de
reflexdes em hiperplanos e serd usado de forma essencial na classificacao das isometrias
de R? e R3.

Teorema 32 Uma isometria f € I(R™) que é a identidade num subespago afim A de
dimension —r (f(a) = a ,Ya € A) pode ser escrita como o produto de nao mais do que
r reflexoes em hiperplanos que contém A. Se f ndo tiver qualquer ponto fixo (A = 0),
pode ser escrita como o produto de nao mais do que n + 1 reflexées em hiperplanos.

Exercicio 33 Dé uma prova, por inducao em r, do teorema anterior.

Note-se que este teorema tem como coroldrio um resultado que j& tinhamos estab-
elecido anteriormente: se f € I(R™) verifica f(0) = 0, entdo f € O(n). De facto, pelo
teorema, f serd o produto de reflexdes em hiperplanos pela origem (subespagos lineares
de codimensao 1) e tais reflexdes sao claramente aplicagoes ortogonais inversas, isto é, em
O(n) — SO(n): note-se que se 0 € H, e se {ay as...,a,_1,a,} ¢ uma base ortonormal de
R™ tal que {ay as....,a,—1} € uma base para H, a matriz de Ry relativamente aquela base
¢ claramente .

0

—1

logo det A = —1. Se na prova do teorema que é pedida nao forem usados os exercicios
que conduziram antes aquele resultado teremos aqui um argumento alternativo.

Exercicio 34 Seja f € I(R") e Hy, Hy, ..., H; hiperplanos tais que f = Ry, Ry, ... Ry, Ry, .
Mostre que f é directa ou inversa conforme j é par ou impar,respectivamente.

Exercicio 35 a) Mostre que o conjunto das translagoes T C I(R™) forma um subgrupo
normal que é isomorfo a R™ e cujo quociente é isomorfo a O(n).
b) Mostre que I(R™) ndo é isomorfo ao produto directo dos seus subgrupos T e O(n).

2 Isometrias de R?

O 1ltimo teorema, aplicado ao caso particular da dimensao dois, conduz facilmente a uma
classificacdo das isometrias de R?. Temos quatro tipos de elementos f € I(R?), consoante
o numero de reflexoes, R;, em rectas [, em que f se decomponha.



1. Reflexoes em rectas: f = Ry.
2. Translacoes: f =1T,.

3. Rotagdes: [ = R(a,0); esta notagao representa a rotagao de angulo 6 e centro a (ou
"em torno de a"), isto &, f = T,LT_, em que L € SO(2) é a rotacdo de angulo 6
em torno da origem.

4. Reflexoes deslizantes: f =T,R; = R, T, em que a é um vector paralelo a recta .

As reflexoes, em rectas e deslizantes, sao as isometrias inversas, sendo as segundas
obtidas como o produto de reflexdes em trés rectas, e as translacoes e rotagoes sao as
isometrias directas, obtidas como produto de reflexdes num par de rectas, paralelas no
primeiro caso, concorrentes no segundo.

Exercicio 36 Mostre que as isometrias de R? sdo de facto dos quatro tipos descritos.

J& vimos que toda a isometria, f € I(R?), se escreve como f = T,L, com L €
O(n). H4 um modelo analitico para R?, muito 1itil, em que podemos ver as isometrias, e
mais geralmente as aplicacoes afim, como restricoes de aplicacoes lineares de R3 e, assim,
representé-las simplesmente através de uma matriz 3 x 3.

Identificamos R? ao hiperplano de R3, R2, de equacao z = 1, através do mergulho
natural

RQ FEN R?:
(z,y) — (2,91
Seja f uma aplicagdo afim dada por f(z,y) = L(x,y) + b, em que L é linear e b =
a1 G12
az1
f(z,y,1) = (f(x,y),1) pode ser dada simplesmente por

(b1, b2); se a matriz de L é l , a aplicacao afim correspondente f CR2 — RQ,

~

a;n a2 b z

a1 Qg by Y
0 0 1 1

Esta representagao tem a ver com as chamadas coordenadas homogéneas da geometria
projectiva; o livro de Cederberg indicado na bibliografia, [1], faz um uso deste modelo
analitico do plano euclidiano: consulte o capitulo 3; este livro bem como o de Rees, [5],
contém introdugoes a geometria projectiva.

Em particular uma isometria f = T,L, L € O(n), b = (by, by), representa-se como

R a1 :i:alg bl X
f (l’; Y, 1) = a2 F+an by Yy
0 0 1 1

com a3, + a2, = 1.



10.

Exercicios de revisao e aplicagao...

Escreva a expressao em coordenadas cartesianas, (x,y), da reflexdao R,,, em que m
é a recta de equagao y = 2x + 1.

Seja f : R? — R? definida por f(z,y) = (3‘”45“10, 4“”*35“15).

(a) Mostre que f é uma isometria.
(b) Escreva f como produto de reflexdes em rectas.
(c) Classifique f , indicando em particular o seu conjunto invariante.

Seja f € I(R?) dada por f = T,R,, em que m ¢é a recta de equagao y = 2z + 1 e
b= (—2,1). Classifique f , indicando, em particular, o seu conjunto invariante.

Recorde como uma isometria de R? pode ser descrita por uma matriz 3 x 3.

0
(a) Escreva a isometria definida por | 1 —1 | como produto de reflexoes
0

em rectas.

(b) Escreva agora a isometria como produto de duas reflexdes em rectas (cf. exer-
cicio 23 b., abaixo)

. Escreva a rotacdo R(C,«a) de angulo a = 7w (meio-giro), em torno do ponto C' =

(5,2), através de uma matriz 3 x 3.

Idem para a reflexao deslizante, f , na recta m de equacao y = = + 2 em que
d(Pnz ,Pynf(x)) =2, sendo P,y a projecgao ortogonal de y na recta dada.

Sejam [, m,n as rectas no plano de equagoes y = x + 2, y = —x + 3 e x = 2 respec-
tivamente. Considere f € I(R?) dada por f = R;R,,R,. Classifique f indicando,
em particular, o conjunto invariante.

Mostre que duas rotagoes, R(a,«) e R(b, 3), diferentes da identidade («, 5 # 0) e
com centros distintos (a # b) ndo comutam.

. Prove o Teorema de Hjelmslev: se a é uma isometria do plano e [ é uma recta, entao

existe uma recta m tal que para todo o ponto P de [, o ponto médio do segmento
Pa(P) estd em m.

. E verdade que toda a reflexio deslizante é o produto de 3 reflexdes em 3 rectas que

contém os lados de um tridngulo? Justifique devidamente.

E verdade que se a é uma isometria inversa do plano entao se pode escrever o =
R R,, R, em que uma qualquer das rectas [, m,n pode ser escolhida & partida?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.
22.

23.

Dados dois triangulos congruentes, AABC = ADEF, com A = (0,0), B = (5,0),
C =(0,10), D = (4,2), E = (1,-2), F = (12,—4), determine equagoes de rectas
tais que o produto de reflexoes nessas rectas envie AABC em ADEF.

Suponha que as rectas [, m,n tém, respectivamente, equagoes xr = 2,y = 3, e y = 5.
Determine as equacoes para R,,R; e para R, R,,.

Prove que se P é um ponto e [ e m sao rectas, entao existem rectas p e g tais que

Pestdempe R, = R, R,.

—_— =

Dadas rectas nao paralelas AB , C'D , mostre que existe uma rotagao p tal que
— —

p <AB> = CD (Note que ha orientagoes fixadas nas rectas). O que pode dizer

no caso de serem paralelas?

Diga, justificando, se s@o ou nao verdadeiras as seguintes afirmacoes:

(a) Toda a translacdo é um produto de duas rotagdes nao involutivas.

(b) Se P # () entdo existe uma tunica translagao que envia P em () mas existe um
numero infinito de rotagoes que enviam P em ().

Se I, m,n sao os bissectores ortogonais (mediatrizes) dos lados AB, BC, C'A, re-
spectivamente, do AABC, entao R, R,,R; ¢ uma reflexao em qual recta?

Quais sao as rectas que s@o invariantes por uma rotagao R(c,)?

Se R/ R,, R, é uma reflexao, mostre que as rectas n, m, [ ou sao concorrentes ou sao
paralelas.

Mostre que R, R,,R, = RR,,R,, se as rectas [, m,n sao concorrentes ou tém uma
7 J
perpendicular comum.

Mostre que o produto das reflexdes nas trés bissectrizes de um tridngulo é uma
reflexao numa recta perpendicular a um lado do tridngulo.

Se R,R.(x,y) = (x 4+ 6,y — 3), determine equagoes para rectas m e n.

Se [ e m sao duas rectas distintas e concorrentes, determine o lugar geométrico dos
pontos P tais que R(P,0)(l) = m para algum 6.

Prove o seguinte Teorema de Adi¢io de Angulos para Rotacoes:

(a) Uma rotagao de angulo © seguida de uma rotacao de angulo ® é uma rotagao
de angulo © + ® excepto se © + & = 0 ,caso em que se obtem uma translacao.

(b) Prove o resultado andlogo ao de a. para os casos de uma rotagao seguida de
translacao e de uma translacao seguida de rotagao.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

3

Prove os Teoremas de Adicao de Angulos do exercicio anterior usando a represen-
tacao das isometrias através de matrizes 3 x 3.

Suponha que o segmento PQ tem ponto médio M e bissector ortogonal m. Mostre
que o conjunto das isometrias que enviam P em () consiste precisamente das isome-
trias R, R, e R(M,m)R, em que p é uma qualquer recta por P e R(M, ) designa
o meto-giro de centro M.

Se a recta [ intersecta as rectas m e n em pontos distintos N e M, respectivamente,
mostre que o eixo da reflexao deslizante R,, R;R,, contem os pés das perpendiculares
a m e n que passam pelos pontos M e N, respectivamente. (Note que isto d4 uma
construcao geométrica fécil para o eixo de uma reflexao deslizante).

Se 2’ =ax+by+cey =br—ay+d, coma®+ b? =1, sdo as equacoes de uma
isometria o , mostre que « é uma reflexao sse ac+bd+c=0 e ad — bc —d = 0.

_ 3z 4 _ 4z 3 = ~ :

Se 2’ = = + ¥ ey = T — 2 sao equagoes para R, determine m.

Classifique e descreva a isometria dada pelas equagoes 2x’ = 3o — y+2e2y =
1

r— 32y — 1.

Numa figura consistindo de dois pontos A e B, faga uma construgao para o ponto

P tal que Tp_pR(B,60°) fixa A.

Dada uma recta p e dois pontos, A e B que nao lhe pertencem faga uma construcao
da recta r que ¢é invariante por R(B,7)R,R(A, 7).

Prove ou apresente um contra exemplo: Dada T4 e uma rotagao diferente da iden-
tidade, R(C,#), existe uma rotagao R(D, ¢) tal que T4y = R(D, ¢)R(C,0).

Mostre que se Ry, Ry, RoR;, e Ry 'R, sdo rotacdes, entdo os centros de Ry, RyRy,
e Ry 'R, sdo colineares.

Similitudes de R?

Recorde que uma similitude de um espago métrico (M, d) é uma aplicagao bijectiva f :
M — M tal que para algum k > 0 (dito a razao da similitude) se verifica

d(f(x),f(y)) =k d(l’,y) , Vo,y e M

Se k = 1 temos uma isometria; é claro que f~! é também uma similitude de razao 1/k e
o conjunto das similitudes de M, Sim(M) (ou apenas S(M)), formam um grupo de que
as isometrias sao um subgrupo:

Isom(M) < Sim(M) < Homeo(M) < Bij(M)

como ja viramos.
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No caso de R", o exemplo mais 1itil sdo as (de centro 0), D(0, k), que enviam cada
r € R" em kx. Podemos, mais geralmente, definir homotetias (também ditas estices) de
centro arbitrario C' € R™ por

D(C, k) = TeD(0, k)T

O significado geométrico é claro: D(C,k) fixa C' e envia cada semirecta de origem C
em si mesma, esticada pelo factor k. Os exercicios da sec¢ao 1 que conduziram aos trés
primeiros teoremas podem ser usados ou adaptados de forma imediata, com a inclusao de
um factor k, para dar provas de teoremas analogos para similitudes:

Teorema 37 Seja f € Sim(R"™), de razdo k.

1. Se f(0) = 0, entdo f é linear e temos f = D(0,k)L = LD(0,k) com L € O(n),
isto é, [ é uma aplicag¢do ortogonal sequida de uma homotetia central (ou precedida:
comutam pois, sendo L linear, L(kx) = kL(x)).

2. A forma geral de [ é f = T,LD(0,k), com L € O(n), isto é, f é uma homotetia
central sequida de uma isometria (de acordo com o tipo dessa isometria, f diz-se,
também, directa ou inversa)

3. f fica completamente determinada pelas imagens de n + 1 pontos independentes-
afim e se {ag, a1, a9, ...,a,} € {bo,b1,bs,....,b,} sao dois conjuntos de n + 1 pontos
independentes de R", com d(a;,a;) = kd(b;,b;) para 0 < i,j < n, existe f €
Sim(R™), dnica, tal que fa; = b; para 0 < i <n.

Relativamente ao pontos 1. e 2. do teorema, note-se que em dimensao dois, D(0, k)L
se representa matricialmente por

k 0 a1 :|:CL12 . k:an :tk’alg
0 k a2 Fa11 kaia Fkan

com a3, + a2y =1, logo f € Sim(R™) representa-se por uma matriz 3 x 3:

R C11 :|:C;[2 bl T
f(z,y,1) = c12 Fen by Y
0 0 1 1

2 2 _ .2
com ¢y + cfy = k*.
Exercicio 38 Dé uma prova do teorema anterior.

Exercicio 39 Se f € Sim(R"), por 2. do teorema anterior, f é uma homotetia central
sequida de uma isometria; diga se também se pode representar f como uma isometria
sequida de uma homotetia central.

A classificacao das similitudes de R?, ansloga & das isometrias, baseia-se no seguinte
facto:
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Teorema 40 Uma similitude que nao tem nenhum ponto fixo, é uma isometria.

Quer isto dizer que se uma similitude tem razao k # 1, entao tem necessariamente um
ponto fixo, que por razoes ébvias serd tinico.

Antes de provar o teorema vamos proceder 4 classificacao das similitudes de R?. Seja
f € Sim(R?) e k a sua razao. Se k = 1, entdo f ¢ uma isometria, de um dos cinco
tipos anteriormente descritos na classificagao dessas transformacgoes. Se k # 1, seja C' o
ponto fixo de f; consideremos a composta de f com a homotetia de centro C' e razao 1/k,
g=D(C,1/k)f. Como ¢ tem razao k' = 1, ¢ uma isometria e tendo C' como ponto fixo
ou ¢é a identidade, g = id, ou uma rotagao de centro C, g = R(C,«), ou uma reflexdo
numa recta por C, g = R;, C' € [ (as translagoes e as reflexdes deslizantes nao tém pontos
fixos). Correspondentemente temos que f = D(C,k)g é um esticio de centro C, ou uma
rota¢do esticada (de centro C') ou uma reflexao esticada (em C). Resumindo, temos os
seguintes tipos de similitudes:

1. Isometrias (de cinco tipos)
2. FEsticoes (homotetias)

3. Rotagoes esticadas

4. Reflexoes esticadas.

1 prova do teorema:

Seja a : R" — R™ uma similitude de razao k # 1. Sem perda de generalidade (s.p.g.)
supomos k < 1 (caso contrério trabalhamos com a inversa de a:: um ponto fixo de a ¢ um
ponto fixo de a™!). Considerando um ponto arbitrdrio, Py, escrevemos P, = a"(F), a
sucessao obtida por aplicagao sucessiva de a. Vamos ver que esta sucessao é convergente:
P, — P. O ponto limite, P, serd entao o ponto fixo de a: como « é uma aplicagao
continua ( ¢ mesmo uniformemente continua), o(P,) — «a(P); mas «(P,) = P11 — P,
logo P = a(P). Como R" & completo basta ver que (P, )nen € sucessdo de Cauchy. Fixe-se
m arbitrario; para n = m + r temos

HPm_PHHS

< P = Pl + 1 Bnta = Pzl + [Pz = Pl + -+ 4+ [[Boa = Pl =

= ||Pm_Pm+1||”‘kHPm_Pm—H||+k2||Pm_ m+1||+"'+kTHPm_Pm+1H:
(L+k+k 4+ k) || Pn— Pnsl|

logo, para qualquer n > m
[P = Pull < || P — Pt | (Zk > = 1P = Pl 7—
=0

Por outro lado,
Jim ([P = Pl = lim k7 [F— Pi] =0

porque 0 < k < 1. Logo, dado € > 0, existe p € N tal que m,n > p = ||P,, — P,|| <€,
isto é, a sucessao é de Cauchy W
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Exercicio 41 Verifique os detalhes desta prova.

A segunda prova que vamos dar é menos geral, feita apenas em dimensao 2, mas é
mais geométrica e mais rica pois traz, e usa, informacao adicional sobre as transformacoes
do plano chamadas dilatacoes.

Definicao 42 Uma aplicagdo o : R? — R? diz-se uma dilatacio se é bijectiva e para
toda a recta l/a sua imagem por « é uma recta paralela: 1 || «(l).

Como veremos as dilatagoes formam um subgrupo Dil(R?) = D(R?) < S(R?). E claro
que as homotetias D(C, k) sao dilatagoes: as rectas por C' sao enviadas nelas préprias;
para as que nao passam por C, e baseando-nos na figura seguinte:

Sendo P’ = «a(P) e Q' = «(Q), temos, designando por XY o comprimento do segmento
XY, que
CP' =kCP, CQ =kCQ, PQ =kPQ

portanto temos semelhan(;a dos triangulos, ACPQ ~ ACP'Q), logo LCPQ = LCP'Q" e
—

entao as duas rectas PQ P’ Q' sao paralelas, fazendo, com a recta C'() 4ngulos alternos
internos iguais.

E claro que um meio-giro, R(C,m) é também uma dilatagdo. Logo um esticio com
meio-giro, R(C,m)D(C, k) = D(C, k)R(C, ), que também se indica por D(C, —k), ¢ uma
dilatacao. Finalmente as translagoes T, sao dilatagoes e como veremos de seguida sao
estas as unicas dilatagoes.

Consideremos dois segmentos de recta paralelos, AB || A’B’. Se existir uma dilatacio
0 com §(A) = A’ e §(B) = B’ temos:

Dado P nao colinear com A e B, P’ = §(P) sera determinado pela intersecgao da
paralela a AP por A’ com a paralela a BP por B'. Se () estd na recta E, Q' = 6Q)

— —
é determinado pela intersec¢ao da recta paralela a PQ) por P’ = §(P) com a recta A'B’.
Portanto a imagem de cada ponto é completamente determinada pelas imagens A’ e B’
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de A e B, respectivamente.

Concluimos assim que existe no mdzimo uma dilatagado § com §(A) = A’ e 6(B) = B'.
Por outro lado, como AB || A'B’, a translaccio T_4 que leva A em A, seguida do
esticao de centro A’ (simples ou com meio-giro, se necessario) que leva Ty 4B em B’ é
tal dilatacao. Provamos, assim o seguinte teorema:

Teorema 43 Se AB || A/B’, eriste uma tnica dilatacdo, § tal que 5(A) = A’ e §(B) = B'.

“—
Note-se que se § é uma dilatacao e §(A) = A’, a recta AA’ é invariante por §, porque
—>
as duas rectas AA" e §(AA’) sdo paralelas, por definicao de dilatagao, e como tém um
ponto comum, A’, sdo coincidentes.
Seja a uma dilatagao diferente da identidade; existe uma recta [ tal que [ e I' = a(l)
sao rectas distintas e paralelas.

—

Sejam A, B pontos de [ e A’, B' as suas imagens por «.
Se AA’ || BB’ entao AA’BB’ &€ um paralelogramo e portanto T4 4 leva A em A’ e B
“— <>
em B’. Pelo teorema anterior, o« = T/ 4. SeAA’ }f BB’ seja C' o ponto de intersecgao de
—> —> . —> —> N . .
AA" e BB’ (figura seguinte). Como AA’ e BB’ sdo invariantes por «, C' é ponto fixo de
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a. Por semelhanca de triangulos, CA'/CA = C'B’'/CB, logo existe um esticao de centro
C' (com meio-giro na situacao da esquerda da figura), 6 = D(C, £k), que envia A em A’
e Bem B'.

A

A’ '
B B B

De novo pela unicidade, @ = d. Acabdmos, assim, de provar a seguinte classificacao de
Dil(R?)

Teorema 44 Uma dilatacdo é uma translagao ou um esticio (simples ou com meio-giro).

Podemos agora passar a segunda prova, estabelecendo primeiro o seguinte lema:

Lema 45 Consideremos a recta pelos pontos A e B, com uma orientacao fixada, A—B> .
Definimos, para um segmento de recta arbitrdrio, X__Y; a distancia dirigida XY por XY
=1 ||Y — X|| conforme a orientagdo do segmento XY coincide ou nao com a orienta¢do
fixzada; é claro que XY = —Y X e para todo o ponto C, AC/CB é independente da
orienta¢ao fixada.

Sey # —1 existe um tnico ponto P # B na recta, tal que AP/PB = y; reciprocamente
para todo P # B, AP/PB # —1 e AP/PB > 0 se e s6 se P estd entre A e B.

Exercicio 46 Prove o lema anterior ( sugestio: existe uma correspondéncia natural entre
“—
0s pontos da recta AB e R dada pela parametrizacio A+ (B — A) = (1 —x)A+xB)

2% prova do teorema:

Seja a € S(R?) — I(R?); Sem perda de generalidade (spg) « nao ¢ uma dilatagao, logo
existe uma recta [ tal que [ Jf a(l) =1". Sejam A =1N1l"e A = a(A); spg A # A’; seja
m uma recta por A’ paralela a l e m' = a(m). Entao m’ || I’ porque uma similitude (ou
mais geralmente uma aplica¢ao afim injectiva) envia rectas paralelas em rectas paralelas.
Sejam B=mnNm' e B'= «a(B); spg B # B’. Com referéncia a figura seguinte

spg AB K :ﬁ, caso contrario AA’ B’ B seria um paralelogramo e portanto A’B’ = AB
e « seria uma isometria. Logo existe um ponto P na interseccao das duas rectas. Por
semelhanca de triangulos, AP/PB = A'P/PB’; por outro lado, se a tem razao k e
P" = «(P), AP/PB = kAP/kPB = A'P'/P'B’; logo AP/PB'" = A'P'/P'B’; como
P, P = «(P) € :ﬁ, passando a distancias dirigidas em :@, e fixando uma qualquer
orientacdo ja que estamos a considerar os quocientes, temos que A'P/PB’' = A'P'/P'B’
logo, pela unicidade estabelecida no lema, P = P B
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Exercicios de revisao e aplicagao...

. Diga quais sao as similitudes cujo quadrado é uma dilatacdo. Justifique devida-

mente.

. Determine todos os pontos fixos e rectas invariantes de R,,D(A,2) em que AABC
—>

é equildtero e m = BC.

Determine o ponto P para o qual um esticao de centro P, D(P, k) tem equagoes
¥=-2x+3,y =-2y—4.

Mostre que duas quaisquer pardbolas sao semelhantes.

Quais sao os pontos fixos e as rectas invariantes de uma reflexdo esticada? Quais
sao os pontos fixos e as rectas invariantes de uma rotacao esticada?

. Dados dois pontos distintos A e B, esboce o conjunto de todas as rectas invariantes

por D(B,3)D(A, —2).
Classifique e descreva as seguintes similitudes:

(a) f dada por f(z,y) = (3z + 7,3y — 5)
(b) g dada por g(z,y) = (3x + 5y + 2,tx — 3y) em que t deve ser determinado.

Se a & uma similitude tal que «(0,0) = (1,0),«(1,0) = (2,2),«(2,2) = (—1,6)
determine a(—1,6).

. Dé uma prova ou apresente um contra-exemplo para cada uma das afirmagoes

seguintes:
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(a) Dilatagoes a e 5 ,diferentes da identidade,comutam sse sao translagoes.

(b) Ha exactamente duas dilatagdes que enviam o circulo C' no circulo C".

10. Dado um triangulo agudo (i.e. acutdngulo), AABC, construa o quadrado inscrito no
tridngulo que tem um lado em AB (Sugestao: todos os quadrados sdo semelhantes...)

11. Investigue a seguinte questao: porque é que o arco-iris é um arco? E um arco de
circulo? (Note que é um fenémeno fisico, logo sera necessério comegar por perceber
a sua explicagao fisica...)

4 Transformacoes afim de R?

E possivel fazer também, em dimensdo 2, nio uma classificacio, mas uma caracteri-
zagao interessante das transformagoes afim, isto é, aplicagoes afim injectivas. Recorde,
da subseccao 1.1, que uma transformacgao afim de R™ serd do tipo f = T,L em que
L € GL(n,R) é um isomorfismo linear. O conjunto das transformagdes afim é um grupo,
Afim(R"™) = A(R™) de que as isometrias e similitudes sdo subgrupos:

Isom(R") < Sim(R") < Afim(R")
Exercicio 47 Verifique que Afim(R") é de facto um grupo.

No caso de R? podemos representar f € A(R?) de forma andloga as isometrias e
similitudes por uma matriz 3 x 3: se f = T,L, b = (b1, by), temos

ain Qa2 b R z
A= 21 G922 b2 com |A‘ 7é Oe f(x,y, 1) =A Y
0 0 1 1

E claro, da definicio e da subseccdo 1.1, que dados dois triangulos AABC e AA'B'C’
existe uma e uma sé transformagao afim que envia um tridngulo no outro, seguindo aquela
ordem dos vértices.

Exercicio 48 Verifique a afirmac¢ao anterior.
Definigao 49 Uma transformacdao diz-se equiafim se é afim e preserva as dreas.

Dada uma transformacao afim f = T,L com matriz A, como em cima, entao f é
equiafim sse |A| = 1: na verdade as dreas das imagens por uma transformagao afim sdo
destorcidas pelo factor |A|: se 0 APQR tem drea S, entdo f(APQR) tem drea |A| S.

Exercicio 50 Verifique a afirmagao.

H4 dois tipos especiais de transformacoes afim do plano, "shears”e "strains” que
passamos a descrever.
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Exercicio 51 Fscolha tradugées adequadas para "shears"e "strains" (por adequadas entenda-
se simples e sugestivas: melhores do que "rotagdo axial”ou "esticao axial”"que sdo nomes
que as descrigoes abaizo podem sugerir...): as melhores serao depois escolhidas para sub-
stituir, no futuro, estas duas palavras que por agora vou continuar a usar!

Um shear, S,,, com eixo a recta m é a aplicagao afim que fixa m e envia um ponto P
em P’ tal que PP’ || m. As figuras seguintes representam esta transformagao:

P

L/ //.

Um strain, Tm (poderemos escrever apenas 1), se o contexto nao permitir confusao
com a notagdo para translagoes...) com eixo a recta m é a aplicacdo afim que fixa m
e envia um ponto P em P’ tal que PP’ 1 m. As figuras seguintes representam esta
transformacao;

Para um shear S,, com m o eixo dos zx, como na representacao gréfica anterior e que
indicamos por S, temos as seguintes equacoes : ' = x + ky , ¥ =y, a que corresponde
a representacao matricial

k
1
0

o O =
_ o O

~

Analogamente, para um strain T,, com eixo xx (note que a representagao grafica
seginte é de 7T}) temos

1 0
0 0
0 1

o ™ O
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f(e)= 2
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-10 -5 5 10

fo)=2

R e e e e il it St S i e S I S
] A .

Em geral a representacao matricial de S, ou de T, m pode ser obtida através de S, =
SS.S71 (ou T,, = ST,S™') em que S representa uma isometria directa enviando zx em
m. Note-se que no caso particular de ser £ = —1 temos que T, é a reflexao R,,.

Exercicio 52 Escreva a representagao matricial para Sy e T),.

Temos agora a caracterizacao das transformacoes afim de R?:
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Teorema 53 Toda a transformacgao afim se pode escrever como o produto de um shear,
Sz, um strain, T, e uma similitude directa.

Prova.
a;; a2 by a;; —ag by 100 170
A = o1 Q9292 bg == a921 a1 bg 0 k£ O 010
0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1
comj = <a11a;2+a§1a22)’ = (alla? _a;QaQ]‘), nao nulos porque |A| # 0
(af, + a3;) (af, + a3)
|

Exercicio 54 Verifique a prova anterior.

Exercicio 55 Mostre que um um shear, S,, se pode escrever como um produto de simil-
itudes e strains.

Pelo 1ltimo exercicio e pelo teorema anterior temos

Teorema 56 Toda a transformagao afim se pode escrever como um produto de strains e
simalitudes
(Na verdade vale um resultado mais geral: o produto de um strain e uma similitude)

Exercicio 57 Consegue provar a versao mais geral do teorema?

Por outro lado uma similitude é o produto de uma isometria e de uma homotetia
(de centro 0); uma isometria é um produto de (ndo mais do que trés...) reflexdes, que
sao strains, e uma homotetia é o produto de Ddois strains. Temos, assim, a seguinte
caracterizagao das transformacoes afim:

Teorema 58 Uma transformacgao afim é um produto de strains.

4.1 Exercicios de revisao e aplicagao...

1. Determine as equagoes (ou a matriz) de uma transformagao afim que envie os pontos
P(1,-1), Q(2,1), R(3,0) em P'(0,1), Q'(1,2), R'(0,3) respectivamente.

2. Se P=(-2,—-1),Q =(1,2) e R = (3,—6), qual é a drea do APQR? Quais sao
as dreas das imagens de APQ R pelas transformacoes oy, e 3, definidas no exercicio
seguinte?

3. Para um dado k, determine todos os pontos fixos e rectas fixas pelas transformagoes
ay e [, que tém equagoes, respectivamente

{x’:kx {x’:x—i—ky
/ € /
y =y y =Yy
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10.
11.

Mostre que {ay : k # 0} e {8}, ar e B, definidas no exercicio anterior, formam
grupos abelianos.

. Determine as equagoes (a matriz) de

(a) Um shear com eixo y = x.
(b) Um strain com eixo x = 5.

(¢) um strain de razao k e com eixo y = mx

Mostre que uma homotetia D(C, k) é o produto de dois strains.

Diga, justificando, se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou sao falsas:

(a) Uma transformacao afim fica determinada pelas imagens de trés pontos dados.

(b) Se AABC = ADEF, existe uma tnica transformagao afim « tal que a(A) =
D,a(B)=FealC)=F.

(c) Se AABC ~ ADEF, existe uma tnica transformagao afim « tal que a(A) =
D,a(B)=FealC)=F.

(d) Dados dois triangulos, AABC ¢ ADEF, existe uma tnica transformagao afim
a tal que a(AABC) = a(ADEF).

Strains e shears sao equiafins.
Um shear é um produto de strains e similitudes.

)
)

g) Uma transformagao afim é um produto de strains e similitudes.
) Uma transformagao afim é um produto de strains e isometrias.
)

Uma homotetia é um produto de strains; um strain é um produto de homote-
tias.

Suponha que uma transformacao afim é o produto de um strain e uma similitude (ver
exercicio que segue um teorema anterior...). Mostre que, entdo, uma transformagao
afim é o produto de dois strains com eixos perpendiculares e uma isometria (Que os
eixos perpendiculares nao podem ser escolhidos arbitrariamente, vé-se no exercicio
seguinte).

Mostre que o shear de equagoes 2’ = x+y e 3y = y , ndo é o produto de strains com
eixos os eixos coordenados seguidos de uma isometria.

Mostre que os shears nao formam um grupo (e os strains?)
Prove as seguintes afirmacoes ou as suas negagcoes:
(a) Os shears geram o grupo Afim(R?).

(b) Uma similitude equiafim ¢ uma isometria.

(c) Uma transformacao afim involutiva ¢ uma reflexdo ou um meio-giro.
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4.2 Colineagoes

Sabemos da defini¢ao de aplicacao afim (subsec¢ao 1.1) que uma transformacao afim
a € Afim(R™), envia rectas em rectas: se | ¢ uma recta, entdo I’ = «(l) é também
uma recta (ndo degenerada...): « é, por isso, o que chamamos uma colinea¢do (por que
preserva a colinearidade). Haverd outras colineagoes para além das transformagoes afim?
Pode-se mostrar que a resposta é nao:

Teorema 59 se a € Bij(R") é uma colineagdo entio o € Afim(R™).

Podemos ver que o problema se reduz, sem dificuldade, ao caso de dimensao 2. Se
a € Bij(R") é uma colineagdo e a(0) = A, entdo L = T_ s« é também uma colineagao e
L(0) = 0; basta mostrar que L ¢ linear:

L(A\a+ pb) = AL(a) + pL(b) , Ya,b € R" | VA, p € R

Sejam a,b € R", arbitrarios; Seja V' = (a,b) o subespago de dimensao dois gerado pelos
dois vectores e V' = L(V). V' é também um subespago de dimensao dois, gerado por
a' = L(a) e b’ = L(b): como, por hipétese, L é uma colineagao, a recta [ = 0a é enviada
na recta [’ = @ (o subespaco de dimensao 1 gerado por d’) e a recta m = E) na recta
m' = <O-b’> (o subespago de dimensao 1 gerado por ). Dado 0 # ¢ € V' seja ¢ o ponto
de V tal que L(c) = ¢; como ¢ # 0, existe uma recta n ,por ¢, que intersecta [ U m
em dois pontos e entdo ¢ € n’ = L(n) que é uma recta que intersecta I’ U m’ em dois
pontos; reciprocamente se ¢ estd numa recta por dois pontos de I’ Um’ entdao ¢ € V.
Concluimos entao que V' consta da unido de todas as rectas que passam por pontos de
" Um’ e portanto V' = (a/,V'). Seja g um isomorfismo linear de R" que envie V'’ em
V; entao gL é ainda uma colineagao cuja restricao a V', f = gLy, é uma colineagao de
V; supondo provado o teorema em dimensao 2, temos entao que f é linear e portanto
Ly =g'f:V — R" & também linear logo L(Aa + pub) = AL(a) + pL(b) , VA, p € R.

Exercicio 60 Fstude e prepare uma exposicao de uma prova do teorema em dimensao
dois (consultando, por exemplo, [4, Capitulo15] : note que a defini¢do de aplicagao afim
ai? dada coincide com a nossa de colineacao, mas, como verd, é apenas uma questao de
palavras...)

5 Grupos de simetria - introducao

Seja X C R". f € Isom(R"™) diz-se uma simetria de X se deixa X invariante: f(X) = X.
O conjunto das simetrias de X, S(X), é um grupo. Em geral consideramos apenas
subconjuntos X C R" que contém n+1 pontos independentes afim, porque nesse caso, e
s6 nesse, S(X) coincide (isto é: é isomorfo) com o grupo Isom(X).

Exercicio 61 Justifique a afirmagao anterior.
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Exercicio 62 Seja | C R? uma recta; Mostre que S(I) < I(R?) contém um subgrupo
normal com dois elementos cujo quociente é isomorfo a I(l) ~ I(R). Conclua que S(I)
nao é isomorfo a (1) ~ I(R)

Exercicio 63 Seja X = {(,0) : x € R}U{(0,y) : |ly|]| < 1}. Mostre que S(X) é isomorfo
ao grupo de Klein, S(X) =~ Zo @ Zo, descrevendo, em particular, os trés elementos nao
nulos.

5.1 Poligonos regulares

Um exemplo natural a analisar é o dos poligonos requlares: seja P, C R? um poligono
regular com n lados; spg podemos supor que o centroide de P, (o centro do circulo
circunscrito) é a origem das coordenadas e que um dos vértices estd no semi-eixo positivo
dos zx (ver figuras seguintes)

Exercicio 64 FEzplique o sentido preciso da afirmagdo anterior, mostrando que S(P,) é
conjugado a S(P)), em que P! é um poligono de n lados na posi¢ao particular descrita.

A primeira observagdo é que P, é claramente invariante por p = R(0,27/n) e por
0 = R, (reflexdao no eixo dos zx), isto ¢, p,o € S(P,). Note-se que p" = 02 = 1; é claro
que, em S(P,), temos n rotagoes distintas, {p, p? ..., p"} = (p) e também n simetrias
inversas distintas, po, p?c, ..., p"o: temos assim, pelo menos, 2n simetrias distintas de B,.

84

Por outro lado, se escolhermos uma das arestas de P,, digamos AB, uma simetria
s € S(P,) fica completamente determinada pela imagem de AB, que serd também uma
aresta de P,; temos n escolhas possiveis para a imagem do vértice A e, para cada uma
dessas, duas escolhas possiveis entre os vértices adjacentes a s(A), para a imagem de B.
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Temos portanto precisamente 2n simetrias de P,, que sao as que acabamos de descr-
ever.

Ao grupo de simetrias do poligono regular de n lados chamamos grupo diedral (de 2
geradores) e designdmo-lo por D,,; este grupo contém, como subgrupo, o grupo ciclico de
ordem n: C,, = (p) =~ Zp,.

Em termos de apresentagées (finitas) de grupos (ver [2]) temos:

D, = (polp"0%)
Co = (p,] p")

Note-se que nos casos n = 1 e n = 2, que nao correspondem a grupos de simetria de
poligonos regulares, temos também

D, = <J\J2>:C’2222
-D2 = <P70' ‘ p2702>222@22
Estes sao ainda grupos de simetria de figuras do plano: os tridngulo isésceles nao equi-

lateros e os rectdngulos nao quadrados.
Os grupos ciclicos, C,,n > 1, sao também grupos de simetria de certas figuras:

Exercicio 65 Dé exemplo, para cada n > 1, de uma figura F C R?(se possivel, e por
razoes estéticas, um poligono convezo) tal que S(F') ~ C,,.

Dois casos de grupos diedrais que destacamos sao D3 , Dy e D5, os grupos de simetria
respectivamente do tridngulo equildtero, do quadrado e do pentdgono: no caso de Ds,
o argumento anterior que usdmos para ver que temos precisamente 2n elementos em
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D,,, mostra que D3 é naturalmente isomorfo ao grupo das permutacoes dos vértices do
tridngulo que é o grupo simétrico S3. O grupo D,, também chamado grupo dctico é um
dos trés grupos (a menos de isomorfismo...) nao abelianos com oito elementos. Ds é tinico
(a menos de isomorfismo...) grupo nao abeliano de ordem 10.

Exercicio 66 Descreva os elementos de Ds , Dy e Ds, em termos de reflexdes e rotagoes
de I(R?) e exprima-os como produtos dos dois geradores, p e o. Identifique em D3 ~ S3
o (sub)grupo alterno, As. Determine os centros destes grupos diedrais.

5.2 Grupos finitos de isometrias do plano

O que ¢ interessante é que os dois tipos de grupos de simetria dos poligonos esgotam os
possiveis tipos de subgrupos finitos de I(R?). E isso que afirma o teorema de Leonardo
(da Vinci: ver [4, §8.2]):

Teorema 67 (Leonardo) Todo o subgrupo finito de I(R?) é ciclico ou diedral.

Prova. Seja G < I(R?), finito e seja a € R?, arbitrdario. A érbita de a, Orb(a) =
Ga = {ga:g€ G}, é finilo, digamos com n elementos; seja ¢ = 3 g Lga o cen-
troide dos n pontos da orbita. Dado g € G, arbitrdrio, como g sendo isometria é apli-
cacdo afim, respeita a combinac¢do linear anterior; mas como, por definicao de drbita,
g(Orb(a)) = Orb(a), temos que g(c) = c, isto é, ¢ é fixrado por todas as isometrias de G.
Da classificagao das isometrias sabemos que se g(c) = ¢, entdo g é uma rotag¢do em torno
de ¢ ou uma reflexao numa recta por c. O subgrupo de G das isometrias directas, Gy,
consiste entdo num nidmero finito de rotacées de centro c. E facil provar que G4 é ciclico,
gerado pela rotagio p de menor dngulo: Gq = (p) = {p,p?,...,p" =1}. Se G =G4~ C,
entio G € ciclico; caso contrdrio contém m reflexdes em rectas por c; seja o uma dessas
reflexoes: € facil ver que n = m e portanto que p e o geram G, isto é, G~ D,,. m

Exercicio 68 Complete os detalhes da prova anterior, mostrando que G4 é ciclico e jus-
tificando a dultima afirmacao.

O exercicio seguinte dd um argumento alternativo ao do centroide da prova anterior,
para a existéncia do ponto fixo c.

Exercicio 69 Seja G < I(R?). Mostre que G é infinito se contém wma rota¢io (nao
trivial) em torno de um ponto a e uma reflexdo R tal que a ¢ I. Mostre entdo que G é
infinito se contém reflexoes em trés rectas nao concorrentes. Conclua que se G ¢ finito,
entao existe um ponto fixo por todas as isometrias de G.
5.2.1 Exercicios de revisao e aplicagao...
1. Diga se as seguintes afirmagoes sobre subgrupos de I(R?) sao ou nao verdadeiras:
(a) Um grupo que de isometrias com ordem 35 tem de ser ciclico.

(b) Todo o grupo de isometrias finito ¢ grupo de simetria de algum poligono.
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(¢) Todo o grupo de isometrias finito é grupo de simetria de algum poligono regular.
(d) Se um grupo de isometrias directas ¢ finito, entao ¢ ciclico.

(e) Se um grupo de isometrias directas ¢ ciclico e tem um ponto fixo entao ¢ finito.

2. Descreva os grupos finitos de isometrias tais que cada elemento do grupo fixa uma
dada recta [. Descreva os grupos finitos de isometrias tais que cada elemento do
grupo fixa um dado ponto P.

3. Liste todos os grupos de simetria que sao grupos de simetria de quadrildteros e para
cada um desses grupos esboge um quadrilatero do qual ele seja grupo de simetria.

4. Se um poligono de n lados tem grupode simetria C4, o que pode afirmar sobre n?

5.3 Accoes de grupos - nocoes gerais

Os grupos de simetria S(X), X C R", constituem um dos exemplos mais interessantes e
liteis da nocao de acgao de grupo, de que damos agora a defini¢ao e propriedades gerais.
Dado um grupo G e um conjunto X, uma acgao de G sobre X ¢é uma fungao

x:GxX — X
(g2) — gx*z

que verifica as seguintes propriedades (por facilidade de notacaoD, indicamos simples-
mente a ac¢ao por justaposigdo: g * x = gz) : sendo e o elemento neutro de G

. ex =x,Vr € X
2.(192)r = g1(g2x), Vo € X, V1,92 € G

Diz-se que G age em X e que X é um G-conjunto (G-cjt).

Para cada ¢g € G, temos definida uma funcao f, : X — X definida por f,(z) = gz.
Dar uma accao de G em X equivale a dar uma familia de fungoes, indexada por G,
{fi: X —X }g ¢ tal que a composigao de fungoes corresponde ao produto em G-

fe = ZdX
fab = faoflnva'?bEG

No caso de X ser um espago métrico e G < Isom(X), como o produto em G é dado
pela composigao de fungoes e o elemento neutro é idy, temos naturalmente uma acgao
de G em X em que a cada g € G associamos a funcao de X em X que é o préprio g:
fq(x) = g(x) = gx (neste caso a simplificacao de notacao por justaposicao coincide com a
que ja introduziramos para abreviar a notagao para as imagens por uma fungao). Outro
exemplo 1til e andlogo é o de subgrupos de homeomorfismos: G < Homeo(X).

Dado um G-cjt X, a relacao ~ definida em X por z ~y < dg € G : gr = y € uma
relacao de equivaléncia;

Exercicio 70 Prove a afirmacdo anterior.
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As classes de equivaléncia, [a], para esta relagdo dizem-se as drbitas da acgdo e temos
para cada a € X, [a] = Orb(a) = Ga = {ga:g € G} (O nome de drbita tem um
sentido dinamico e vem precisamente dos exemplos de acgoes por grupos de isometrias
ou de homeomorfismos, em que a 6rbita de um ponto consiste das suas imagens pelas
isometrias, ou homeomorfismos, do grupo)

Dado x € X, definimos o subgrupo de isotropia (ou estabilizador) de x como o conjunto
dos elementos de G que fixam x na acgao: Stab(x) =G, ={g€ G:gx =z}

Exercicio 71 Verifique que Stab(z) = G, é de facto um subgrupo de G.

Exercicio 72 Seja X um G-cjt, G finito. Mostre que para cada x € X, o nimero de
elementos da sua orbita é igual ao indice do seu estabilizador: |Gx| =[G : G,].

Exercicio 73 Dé exemplo de um G-cjt X e de x € X tal que Stab(x) nédo seja subgrupo
normal (sugestio: use Dy)

Vamos estudar de seguida grupos de simetria e acgoes de grupo no espaco tridimen-
sional, mas antes precisamos, tal como para o plano, de ter uma classificacao das isome-
trias.

6 Isometrias de R?

Recorde-se, da secgao 1, que uma isometria f € I(R3) se pode escrever como produto
de, no maximo, 4 reflexdes Ry em (hiper)planos H. Vamos comegar por descrever sete
tipos de isometrias de R3 e s6 depois provar que esses sete tipos esgotam de facto todas
as possibilidades:

1. Translagoes

2. Rotagoes: seja [ uma recta orientada em R3; R(I,a) designa a rotagao de eixo I
e angulo «a, que fixa [ e roda cada plano ortogonal a [ e orientado com [ de acordo
com a regra do saca-rolhas, em torno do ponto de interseccio de um angulo a. E
claro que se !’ designa a recta [ com a orientagao oposta, R(l,a) = R(l', —«a). No
caso de [ ser o eixo dos zz, R(l,a) € SO(3) e tem matriz

cose —sina 0
sinaw cosa O

0 0 1
3. Parafusos: sao as compostas T,R(l,a) = R(l,«)T, em que a || [.
Exercicio 74 Na defini¢ao de parafuso dada, a || [. Mostre que, em geral, a com-
posicao T, R(l, &) é um parafuso, excepto se a L 1, caso em que é ainda uma rotagao

R(m, ) comm || [.
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4. Reflexoes: Ry, H um plano.

5. Reflexoes deslizantes: sao as compostas T, Ry = RygT,, em que a || H.

Exercicio 75 Na defini¢io anterior, a || H. Mostre que, em geral, T,Ryg é uma
reflexao deslizante, excepto se a 1 H, caso em que é uma reflexdo, Ry:. com
H' || H. O que acontecerd no caso geral com RyT,?

6. Reflexoes rotativas: sdo as compostas RyR(l,a) = R(l,a)Rg, em que [ L H.
Um caso particular importante é quando o = 7; nesse caso, esta isometria também
se chama Inversao no ponto a = [ N H, com notagao [,: envia cada ponto b no
ponto ¢ tal que a é ponto médio do segmento bc. Quando a = 0, entdo I, € O(3)
e tem matriz diagonal com os elementos da diagonal todos iguais a —1. A inversao
em a é o produto das reflexoes em trés quaisquer planos mutuamente ortogonais
cuja interseccao seja esse ponto.

Exercicio 76 Prove a tltima afirmagao (pode talvez usar a férmula para a reflexdo
num (hiper)plano, deduzida num exercicio anterior)

6-a Uma Inversao Rotativa é a composta de uma rotagao de eixo [ e de uma
inversdo num ponto a € [. Claro que temos R(l,a)l, = I,R(l, «).

2

Exercicio 77 Mostre que toda a inversao rotativa é uma reflexdo rotativa (in-
cluindo o caso particular das reflexées como reflexdes rotativas de dngulo 0) e vice
-versa.

Exercicio 78 Na definicao de reflexao rotativa exigimos que | 1. H. Mostre que,
em geral, desde que l ¢ H (seja ou nao ortogonal), Ry R(l, ) é ainda uma reflexdo
rotativa. E R(l,a)Ry ¢ E o que acontecerd no caso em que l C H ¢

Note-se que destas isometrias, as trés primeiras sao isometrias directas e as outras
inversas.

Teorema 79 Toda a isometria de R é de um dos seis tipos anteriores.

Exercicio 80 Prove o teorema anterior, analisando os vdrios casos de acordo com o
numero minimo de reflexoes em planos mecessdrios para escrever as isometrias f €
I(R3) (Sugestio: mo caso de termos quatro reflexdes, distinga dois casos: [ ter ou nao
um ponto fixo; se f tem um ponto fizo entdo escreve-se como o produto de mo mdximo
trés reflexoes, mas como estamos a supor que [ é directa entdo serd o produto de duas
reflexoes; se [ nao tem um ponto fixo, considere T, f com um ponto fixo...)
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Note-se que entre as isometrias directas descritas, apenas as rotagoes tém pontos fixos,
que constituem o eixo, isto ¢, se uma isometria directa de R? tem um ponto fixo entao
tem uma recta fixa; este facto é frequentemente referido dizendo que "toda a rotacdao tem
um eizo”.

Exercicio 81 Mostre que o produto de duas inversoes é uma translagao e que, recipro-

camente, uma translacao é o produto de duas inversoes em que um dos pontos pode ser
fixado arbitrariamente.

Exercicio 82 Mostre que o produto de trés inversoes é uma inversao e que Ixlglc =
IcIgly = Ip , em que OABCD é um paralelogramo se A, B,C ndo sao colineares.

Exercicio 83 Mostre que o produto de duas rotagées, R(l, ), R(m,[3) é uma rotagio ou
transla¢ao (quando o + f = 271), uma rota¢io ou um parafuso conforme as rectas l e
m sdo, respectivamente, paralelas, concorrentes ou enviesadas ("Skew"em inglés); mostre
que, reciprocamente, uma translacdo, uma rotagdo ou um parafuso se podem obter como
produto de duas rotagdes de dngulo m (meios-giros)

6.1 Similitudes de R?

O estudo das similitudes que fizemos no caso de R?, adapta-se de imediato ao caso de
dimensao 3 para dar uma classificacdo das similitudes de R3, a partir da classificacao das
isometrias que acabamos de fazer; recordemos que toda a similitude, f € Sim(R?), se
escreve como f = T,D(0,k)L, com L € O(3) e se 0 < k # 1 tem um ponto fizo, que é
Unico: a primeira prova deste facto dada na seccao 3 é vilida em todas as dimensoes e a
segunda, baseada no conceito de dilatacao, pode ser facilmente adaptada ao espaco.

Temos assim, de modo andlogo ao de R?, que uma similitude de R? que nao ¢ uma
isometria, com ponto fixo C, se escreve como D(C, k)g em que g ¢ uma isometria que tem
C' como ponto fixo: assim, considerando as isometrias de R? que tém pontos fixos, somos
conduzidos a seguinte classificacao:

1. Isometrias (de seis tipos)

2. FEsticoes (homotetias): D(C, k)

3. Rotagoes esticadas: D(C,k)R(l,«) = R(l,«)D(C, k), com C €[
4. Reflexoes esticadas: D(C,k)Ry = RyD(C, k), com C' € H

5. Reflexoes rotativas esticadas: D(C,k)RgR(l,a) = RyR(l,a)D(C, k), com | L H e
C=INH.

5" Inversdes rotativas esticadas , D(C, k)IcR(l,«) como uma "varia¢do"do caso
anterior.
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Neste caso, podemos dar uma versao mais elegante e simples da classificagao em termos
de inversoes, ja que as reflexoes sao um caso particular de inversao rotativa, quando a
rotagao ¢ um meio-giro: assim toda a similitude que nao é uma isometria é um esticao,
uma rotacdo esticada ou uma inversao rotativa esticada.

Nota: Por vezes define-se um esticao generalizado D(C,s), considerando também
valores negativos de s, por: D(C,s) = [cD(C,—s) = D(C,—s)lc se s < 0; nesse caso
chamamos simplesmente rotacao esticada a D(C, s)R(l, «v), englobando entao as inversoes
rotativas esticadas (¢ nestes termos que aparece a classificagdo em [4, §16.2]).

6.2

1.

10.

11.

Exercicios de revisao e aplicacao...

Considere f : R® — R3 dada por f(z,y,2) = (1 —y,z + 1,2z + 1). Mostre que
f é uma isometria, indicando, em particular, a sua parte ortogonal; classifique e
descreva f indicando, em particular, pontos fixos e rectas invariantes.

Idem para f : R® — R3 dada por f(z,y,2) = (2 + 3,y + 2,1 — ).
Mostre que os seis tipos de isometrias de I(R3) sao de facto diferentes.

Diga, justificando, quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras e quais sao falsas:

a) Um produto de quatro reflexdes é um produto de duas reflexoes.
b

)
)
¢) Um produto de duas rotagdes pode ser um parafuso.
)
)

(
( Uma isometria com trés pontos fixos é uma reflexao.
(
(d

(e) Um parafuso seguido de uma inversao é outro parafuso.

Um produto de dois parafusos pode ser uma rotacao.

Que isometrias sao involugoes? Que similitudes sao involucoes?

Uma dilata¢io &€ uma colineagao o (ver secgao 4.2) tal que para toda a recta [,
[ || a(l). Diga quais as similitudes que sao dilatagoes.

Descreva Rylp quando P ¢ H.

Se « é uma similitude, 7 uma translagdo, ¢ uma rotacao e n um parafuso, entao
ata~! é uma translacao, aoca ™! uma rotacio e ana~! um parafuso.

Que similitudes comutam com um parafuso?

Determine uma condig¢ao necesséria e suficiente para uma translacao 7' e uma ro-
tacao R comutarem.

Prove as seguintes afirmacoes ou as suas negagoes:

(a) A isometria Ry R(l, ) é uma reflexao deslizante sse l || H el ¢ H.
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(b) A isometria R(l,«)l, ¢ uma reflexdo deslizante sse a ¢ .
(c) Uma rotagao R(l,«) deixa invariante o plano H sse | 1 H.

(d) Toda a isometria é produto de isometrias de ordem 4.

12. Porque é que um espelho troca direita e esquerda mas nao topo e base?

7 Quaternioes e rotacoes

Entre as isometrias de R? as rotacoes tém especial importancia: como vimos, todas as
isometrias directas se podem obter como produto de rotacoes; para além disso sao essen-
ciais em certas descricoes da Fisica. As rotacoes estao intimamente ligadas a estrutura
algébrica dos quaternides, H (de Hamilton, seu inventor -16/10/1843, embora se saiba que
Gauss j4 teria descoberto esta estrutura em 1820...). Os quaternides tém, por isso, muitas
aplicacoes, em particular em aplicagoes computacionais para realidade virtual (ver [8]).

Recorde-se que se f ¢ uma isometria directa de R3 tal que f(0) = 0, entdao f é
uma rotagao e f € SO(3): as isometrias directas que fixam a origem sdo precisamente
as rotagoes, que constituem o grupo SO(3). J& vimos que toda a rotagdo tem um eixo;
podemos ver de novo esse facto, verificando que se M é matriz de f € SO(3) (relativamente
a uma qualquer base ortonormada), isto é, M é ortogonal e det(M) = +1, entdo A = +1 é
valor préprio de M e portanto os vectores proprios associados ficam fixos, Mv = Av = v,
constituindo um eizo. Vejamos: como M~! = M!, temos

det(M — 1) = det(M — I)det Mt = det((M — [)M?)
— det(] — M) = det(I — M)! = det(I — M)
= —det(M —1)

(Como det(—A) = (—1)"det A e neste caso n = 3, temos a udltima igualdade) Entao
det(M — I) =0, ou seja, A = +1 & valor préprio.

Seja f € SO(3) e seja a um vector unitdrio tal que fa = a (a é portanto um vector
préprio, gerador do eixo da rotagdo). Se escolhermos uma base ortonormal {a,b,c} a
matriz relativamente a esta base serd

1 0 0
0 cosf —sinf
sinf cos®

em que 6 é o angulo de rotacao.
Nota: E claro que podemos fazer algo andlogo para o caso de f € O(3) ser uma
reflexao rotativa, a nica diferenca sendo um —1 em vez do 1 na matriz anterior.
Vejamos, com um exemplo, como se pode determinar o eixo e dngulo de rotacao de
uma rotacao, encontrando uma representagao matricial nesta forma.
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Exemplo 84 Seja f dada, relativamente a base candnica, por

M=

— o O
o O =
o = O

Verifica-se de imediato que M é ortogonal especial(representa uma rotagdo obtida sim-
plesmente por permutacdo dos vectores da base candnica). Para encontrar a unitdrio tal
que Ma = a:

010 aq Qo a1
0 01 ag = as = as < a1 = a9 = as
1 00 as ax as

Podemos entao tomar a = %(1, 1,1) = %(l + j + k). Construimosde seguida uma base
ortonormal {a,b,c}: se b= (by,be,b3), a L b< (1,1,1) L (by,ba,b3) < by 4+ bs + b3 = 0;
podemos entao tomar b = %(1, —1,0); finalmente o terceiro poderd ser ¢ = a X b =

%(1, 1,—2). Escrevemos a matriz da transformagao relativamente & nova base {a,b,c}.
A matriz de mudanca de base é

U= =la|b]

= gfsk-

S-S5l
e e

A matriz procurada serd entao U MU = U'MU. Fazendo os cdlculos obtemos

1 0 0
0 =L B
0 = -1
2 2
Comparando com a forma anterior temos: cos = —1/2 < 0 = —27/3.

Nota: Podemos também calcular o valor do dngulo de rotagao, através do traco da
matriz dada, tr(M):
tr(M) =14 2cosf

De facto tr(BA) = tr(BA), logo tr(U*MU) = tr(MUU™) = tr(M) e tr(U'MU) =
1+ 2cosf. No exemplo, tr(M) =0, logo cos = —1/2, como ja tinhamos visto.
Nota: Podemos fazer algo andlogo para reflexdes rotativas, substituindo 1 por —1.

Os quaternides resultam de se adicionar ao espaco vectorial real R, com a sua soma
usual de vectores, um produto que o transforma numa algebra de divisao nao-comutativa
(se nao conhece ou nao se lembra da defini¢do, consulte [2]). A ideia inicial de Hamilton
era procurar um produto que preservasse as distancias a semelhanca do que acontece em

R? = C com o produto de complexos, cujo médulo ¢ o produto dos médulos: |XY| =
[ XT[Y].
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Nota: Sabe-se hoje que os tinicos R em que existe tal produto sdo os casos n = 1(os
reais), n = 2 (os complexos), n = 4 (os quaternides, que definimos ja a seguir) e ainda
n = 8 (os octonides ou numeros de Cayley - do seu inventor, Arthur Cayley) (Uma
diferenga fundamental entre os quaternioes e os octonides é que o produto dos primeiros
é associativo e o dos segundos no...)

Considere-se entao

R'=RxR*={(a,a):a€R, ac R} =H, (H,+,)

com a soma usual, («,a) + (5,b) = (a + §,a + b) e o produto, que indicaremos apenas
por justaposicao, definido por

(o,a)(B,b) = (af—a-b, ab+ fa+a xb)

em que a - b representa o produto interno dos vectores e a X b o produto externo.
Notagao: se ¢ € H, ¢ = (o, a), dizemos que « é a parte real (ou temporal), o« = R(q)
e que a é a parte imagindria (ou espacial), a = I(q). Assim

R = {(o,0):aeR} =R

R = {(0,a):aeR*} =T
ou seja, identificamos o espaco tridimensional aos quaternioes imagindrios puros, L.

Outra forma, mais usual, de introduzir os quaternioes é a seguinte: designando por
{1,4,7,k} a base canénica de R* = R x R* como espaco vectorial real, e escrevendo g =
(a,a) =t+ (xi+yj+2k), ¢ = (¢/,d) =t + (2"i + y'j + 2'k) € H, definimos a soma da
forma usual
q+q =0+ +@+2)i+y+y)j+ (z+2)k

e o produto de forma a ser bilinear com R central (isto é, os reais comutando com todos
os elementos)
qq = ---escreva!

Assim o produto fica determinado indicando simplesmente os vérios produtos
i, 3% k2 ig, gi, ik, ki, gk, kg
Exercicio 85 Mostre que estabelecendo a relacao fundamental para o produto
=2 =k =ijk=—-1
se obtem uma defini¢do equivalente & anterior. Sugestdo: comece por mostrar que se tem
y=—ji=%k, jk=—-kj=i, ki=—k=)

Tera sido aquela relacao fundamental que Hamilton gravou, no momento com a exci-
tacao da descoberta, numa pedra: ver a citacao de Hamilton no comego do capitulo 9 de
[3].
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Uma descrigao alternativa e 1itil do produto de quaternioes é considerar as matrizes
complexas 2 x 2, M(2,C), da forma

em que 7 representa o complexo conjugado de z. Identificando R* = C x C, um quaterniao
q = t+xi+yj+ zk identifica-se ao par de complexos (z,w) em que z = t+zi e w = y+ zi
(em termos de produto de quaternides, e atendendo as relagdes fundamentais, temos que
¢ = z+wj). Identificamos entdo ¢ & matriz M,.

Exercicio 86 Mostre que o produto das matrizes M, corresponde ao produto de quater-
nioes, isto é
Mg, g, = Mg, My,
E claro que a soma destas matrizes também corresponde a soma de quaternioes, e como

o produto de matrizes é distibutivo e associativo, temos verificadas essas propriedades para
o produto de quaternioes.

7.1 Conjugados e inversos:

E claro que um quaternidao ¢ = (a,a) = t + (xi + yj + zk), como elemento de R*, tem a
norma ||¢||(ou médulo |g|) usual:

g = a® + |a]> = 12 4+ 22 + 9% + 22
Tal como em C, temos a nocao de conjugado, que tem relacoes andlogas com a norma

e os inversos: o conjugado de ¢ = («,a) € G = (o, —a). E claro que ¢7 = §q = ]q|2.
O inverso de um quaterniao q # 0 é dado por

_ 1 _
¢ =—=7
4|

E facil verificar que
QW+ =0+¢, 1@2=¢q
ou seja, a conjugacao inverte a ordem do produto. Temos entao que
° 119201 Q2 = 1G2q2 1 =
2__ 2 2
= et =aq|e” = ol e

|Q1Q2
‘2

. 2 .
em que a quarta igualdade vem do facto de |ga|” ser real e por isso comutar com todos os
quaternioes. Temos assim a lei do modulo para H:

|C]1C]2\ = |Q1| |CI2\

Note-se que a lei do médulo podia também ser obtida de imediato a partir da repre-
sentacao matricial: de facto |¢| = det M, e o determinante do produto de matrizes é o
produto dos determinantes, det(AB) = (det A)(det B).
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7.2 Quaternioes unitarios:

Um quaterniao unitério é um quaterniao de norma 1. O conjunto dos quaternioes unitdrios
identifica-se naturalmente & esfera tridimensional

P ={qgeR": ||q =1}

Da lei do médulo temos que este espago é um grupo para o produto, dito Sp(1) (de
"spin", conceito da fisica (quantica) em que estes grupos tém grande relevancia)

Exercicio 87 Mostre que S* = Sp(1) contém como subgrupo (nio comutativo)
Q = {1, 40, +j, +k}

Este grupo, dito quaternidnico, é um dos trés grupos (a menos de isomorfismo) nao
abelianos, com 8 elementos (outro que jd vimos é Dy)

Se |q| = 1, podemos escrever ¢ na forma g = cos 0+ (sin #)n, em que cos ) é a sua parte
real e (sinf)n a sua parte imagindria, sendo n um imaginario puro unitario; é claro que
0s imagindrios puros unitdrios se identificam naturalmente a esfera de dimensao dois:

S*NI={(0,a) ERxR?: o =1} = 52

Exercicio 88 Mostre que ¢ € H wverifica ¢*> = —1 se e s6 se q¢ é um imagindrio puro
unitdrio;
Portanto em H
v—1= 52
t ' linémio 2*+1 t i nfinit qQ jvel) d
e temos assim que o polindmio x*+1 tem um nimero infinito (mesmo nao numerdvel) de

zeros (o que contrasta com o que se passa com 0s polinémios com coeficientes num corpo,
em que o nimero de zeros é menor ou igual ao grau)

Mais geralmente podemos escrever qualquer quaterniao na sua forma polar

g = p(cosf+ nsind)

p = lq
2

n? = —-leones?
O angulo @ é dito o argumento de g, e, tal como no caso complexo, ¢ € R sse § = 0 ou
0 =m.

Exercicio 89 Se q é um quaterniao que escrito na forma polar é ¢ = p(cos + nsinf),
defina C, como o subespaco vectorial de dimensdao 2 de R* gerado por 1 e n: é claro que
C e C, sao naturalmente isomorfos através da correpondéncia a+bi < a+0bn. Considere

o comutador de dois quaternides, [q,q'] = q¢' — q'q; como se sabe, q e ¢ comutam sse
9. ']
Mostre que [q,q'] = —[q,¢'] e que [q,q'] € . Deduza que q,q' comutam sse um deles

é real ou se ¢’ € C,.
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7.3 Accao de grupo de S° em R?
Seja ¢ um quaternido unitério, ¢ € S3; entdo § = ¢~ !. A conjugacao por ¢ ¢ a aplicacao

C,p: H — H
P — qpq

Exercicio 90 Mostre que C, é uma isometria de H.

Note-se que C, restrita a R é a identidade, ja4 que os reais comutam com todos os
elementos de H. O que acontecerd com a restricio a Z =R?® ? Temos o seguinte teorema:

Teorema 91 Seja C, : H — H a conjugagao por q. Entdao

1. Sepel ,Cyp) el.

2. Se q = cos B+ (sinf)n, C, restrita a T =R3 representa uma rotagao de dngulo 260 e
eixo gerado por n.

3. Toda a rotagao pode ser representada por Cy para algum q e Cy, = Cy, sse g1 = £q.

4. O produto de rotagoes corresponde ao produto de quaternioes: Cg,q, = Cq Cys, .

Prova. 1. E facil verificar que Cy ¢ um homomorfismo de anel. Recorde-se que se
peH, p+p=0&peT ; note-se que

2|

qp = qp 7§ = Cy(D)

Colp) = qp

[

e portanto

Cy(p) + Cy(p) = Cy(P) + Cy(p) = Cy(p + D)
Entao, p e T = Cy(p+Dp) = Cy(0) =0 = Cy(p) € Z . Concluimos assim que a restri¢ao
de C, aos inagindrios puros define uma isometria

Cy: R3 =, R3

7z 7z

e como Cy(0) =0, C, € O(3); na verdade C, € SO(3) como veremos.

2. Se q = cosO + (sinf)n, n € S? C R® = T , escolha-se uma base ortonormal
de R? cujo primeiro vector seja precisamente n: {ni,n;,n} , n; = n; verifica-se facil-
mente a partir da primeira definicao do produto, dada em termos dos produtos escalar
e vectorial,que uma base ortonormal de tmagindrios puros verifica as mesmas relagoes
fundamentais que {1, j, k}: por isso, para simplificar a notagio designamos n;,n;,ny por
1, J, k respectivamente.
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Calculando, obtemos

(0089 + (sinf)i) i (cos@ — (sinf)i) =
(cos? )i — sin @ cos @ — (cos 0 sin 0)i* 4 (sin? )i =
Cy(j) = (cosO+ (sinh)i) j (cosh — (sinf)i) =
((cosf)j + (sinB)k)(cosh — (sinf)i) =
(cos?6)j + (sin 6 cos O)k — (sinf cos §)(—k) — (sin®6)j =
( J+ (sin20)k

Q
o
n
[\
>
~—

(cos 29)k — (sin26)j
Portanto a matriz de C, relativamente aquela base serd

1 0 0
0 cos20 —sin26
sin20  cos 20

isto €, Cy é uma rotagao de dngulo 20 em torno do eizo n. Em particular, vemos também
que C, € SO(3).

3. E claro do ponto anterior que uma qualquer rotagio de eizo gerado por n € S? e
dngulo ¢, pode ser obtida como C, em que ¢ = cos 0+ (sinf)n e 0 = /2. Antes de provar
a sequnda afirmagdo vejamos primeiro a prova de 4.

4. Decorre de um cdlculo rotineiro:

Cag(D) = (12D G2 = Q1Q2 D G2 1=
= qCy,(p)T = Cy (Cy,(p))

Concluimos assim que a conjugacao, C', define um homomorfismo de grupos
C: 5% — SO(3)

Ora se ¢ = cos @ + (sinf)n, C, = id se e s6 se 20 = 0(mod 27), ou seja § =0 ou 0 =,
e portanto ¢ = £1. Temos assim que o nicleo do homomorfismo é ker C' = {1, —1}.
Podemos agora concluir a prova do ponto 3.: por definicao de nicleo, temos que, para
cada q € S3, o conjunto dos elementos que tém a mesma imagem que q é C~1(C(p)) =
{pk:kekerC} ={q,—q}. m

Em consequéncia da prova do teorema anterior, podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 92 A conjugacao induz um isomorfismo
S3/{£1} — SO(3)

Esta descrigao do grupo de rotagoes como S/ {#£1} ¢ 1til em mecanica quéntica, no
estudo do "spin".
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7.4 Exercicios de revisao e aplicacao...

1. Calcule (24 3i — k)~ !

2. Verifique que uma base ortonormal de imagindrios puros verifica as mesmas relagoes
fundamentais que {1, j, k}.

3. Use a lei do mddulo para mostrar que se dois inteiros sao a soma de quatro quadra-
dos, também o é o seu produto.

4. Escreva a rotagao f € SO(3) cuja matriz, relativamente a base canénica é

_ o O
o O =
o = O

como C,.

5. Mostre que dois quaternioes nao nulos p, g sdo ortogonais (entenda-se: como vectores
de RY) sse p~lqge T .

8 Grupos de simetria finitos de R?

Recorde-se (Teorema de Leonardo) que todo subgrupo finito de I(R?) & diedral, D,,, ou
ciclico, C,,, sendo que D,, é o grupo de simetrias do poligono regular de n lados e C), o seu
subgrupo das simetrias directas. Estes grupos sao também subgrupos finitos de I(R3):
é claro que o subrupo («) gerado por uma rotagdo o = R(l,2m/n) é ciclico; vejamos
como podemos obter também D,,. Podemos considerar nas duas primeiras varidveis x, y
as isometrias do poligono regular de n lados, P,, como representado nas figuras da seccao
5.1, e tomar a identidade na terceira coordenada z; recorde-se que aquelas isometrias sao
{p,p?, ..., p"} = (p) , em que p é a rotagao de centro na origem e angulo 27 /n, e também
n simetrias inversas, po, pc, ..., p"o, em que o é a reflexdo no eixo dos zx, e que sao
reflexoes em n rectas que fazem entre si sucessivos angulos de 7/n. Assim em R? temos
o anslogo com p = R("Z",27/n) a rotacdo em torno do eixo dos 2z, e 0 = Ry a reflexio
no plano y = 0.

Mas note-se agora que em P, C R? x {0} o efeito da reflexdo o pode também ser obtido
pela rotagao no espago em torno do eixo dos zx e de dngulo 7 (meio-giro): designemos
essa rotacdo também por o: o = R(Z,7). Temos entdo que o grupo diedral D, =
{(p,o | p*,0%) & também um grupo de rotagoes de R3, neste caso um subgrupo de SO(3)
ja que 0 fica fixo; mais geralmente, tomando p = R(l,27/n) e 0 = R(m,m), em que m L [,
obtemos o grupo diedral gerado por essas duas rotacoes: po, p?o, ..., p"c sao n rotacoes
com eixos perpendiculares a [ no ponto [ N'm, e fazendo entre si sucessivos angulos de
7/n. Podemos entdo enunciar o teorema:

Teorema 93 Os grupos ciclicos C,, e 0s grupos diedrais D,, sao grupos de rotacoes de
R3.
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Na prova do Teorema de Leonardo, em 5.1, vimos que todo o grupo finito de isometrias
tem um ponto fixo por todos as isometrias do grupo: a prova desse facto é geral e vale
também em R?; mas, mais geralmente, no caso de grupos de rotacoes a existéncia desse
ponto nao depende do grupo ser finito como os exercicios seguintes mostram:

Exercicio 94 Mostre que se os eixos de trés rotacoes o, 3,y nao sao concorrentes mas
intersectam-se dois a dois, entdo o produto yfa é um parafuso (Sugestdo: recorde um
exercicio anterior sobre o produto de duas rotagoes)

Exercicio 95 Mostre, usando o ultimo exercicio, que num grupo de rotacoes todos os
eizros sao concorrentes num ponto que €, por isso, fixo.

Teorema 96 Um grupo de rotagoes tem um ponto fixo;
Um grupo finito de isometrias tem um ponto fixo.

8.1 Prismas e anti-prismas

Podemos construir poliedros P C R? cujos grupos de simetria S(P) sao C, ou D,,, constru-
indo prismas ou anti-prismas sobre os poligonos regulares P, C R? x {0}, e adicionando,
por vezes, alguns elementos (telhados) num ou em ambos os topos. Um prisma obtém-se
simplesmente como P, X [—a, a]; temos portanto n faces laterais que sao rectangulos. Um
anti-prisma obtém-se rodando um dos poligonos de um dos topos, P, x {—a} ou P, x {a},
de um angulo 7/n, e considerando como faces laterais n tridngulos (que podemos supor
equildteros para uma escolha conveniente de a...): ver a figura seguinte em que estao
representados um prisma e um anti-prisma triangulares

Designamos ainda estes prismas e anti-prismas por P, e P, | respectivamente.

Note-se que para n par, os prismas P, tém um ponto de simetria, O (a origem na
nossa descri¢ao), isto é, sdo invariantes pela inversao [y, mas os anti-prismas [P, nao; ao
contrario, para n ¢mpar, os anti-prismas P/, tém um ponto de simetria mas os prismas P,
nao.

Considerando o prisma P,, é claro que o grupo diedral D,, de rotacoes gerado pela
rotagio p = R(Z’,27/n) e pelo meio-gito 0 = R("Z,7) estd contido em S(P) mas
estritamente; hd ainda as n reflexdes em planos que contém o eixo dos zz, pa’, p>c’, ..., p"o’,
o' = Ry a reflexado no plano y = 0, e a reflexdo no plano z = 0.
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O que fazemos é modificar o prisma, acrescentando telhados num ou nos dois topos, de
forma a obter um poliedro para o qual estas reflexdes nao sejam simetrias. Construimos
um telhado considerando, no topo, uma figura que tem apenas as rotagoes como simetrias,
como, por exemplo

O telhado é construido cortando um pouco os cantos (nao sombreados), por diminui¢ao
da coordenada z dos vértices do topo, de um pequeno € como se ilustra na figura seguinte.

LI s s s o

Este poliedro, em virtude do padrao do topo, que nao se repete na base, tem como tnicas
simetrias as n rotaces do grupo (p), p = R("Z",2m/n), e por isso o seu grupo de simetria
é C,.

Se agora acrescentarmos & base o telhado que é imagem daquele pelo meio-giro em
torno do eixo dos xx, obtemos um poliedro que além daquelas rotacoes tem também como
simetria esse meio-giro e portanto o seu grupo de simetria serd D,,.

42



Convengao grafica: como se percebe olhando para a figura anterior, as figuras de
prismas ou anti-prismas com telhados adicionados sao complicadas e dificeis de realizar;
por isso, é conveniente introduzir uma convencao gréfica, representando-os por figuras
mais simples, que nao sao poliedros, mas que tém os mesmos grupos de simetria: o que
fazemos, seguindo [4, §17.2], é subtituir os prismas e anti- prismas pelos cilindros que os
circunscrevem, mantendo os vértices assinalados como nédulos, e simular os telhados pela
indicagdo de uma orientagao dos arcos entre os vértices (ver figura seguinte).

Entende-se que as simetrias destas figuras permutam os vértices e preservam as orientacoes
dos arcos: a flecha de um arco orientado deve ser enviada para a flecha de outro arco
orientado!

A figura representa um prisma e um anti-prisma triangulares, na parte superior, e um
prisma e um anti-prisma quadrangulares na parte inferior; o prisma triangular tem um
telhado no topo e portanto tem grupo de simetria C3; o prisma quadrangular tem dois

telhados que permutam por accao do meio-giro em torno do eixo dos zx e por isso tem
grupo de simetria Dj.

8.2 Os sélidos Platénicos

Para além dos grupos ciclicos e diedrais,devemos também estudar os grupos de simetria
dos poliedros que correspondem, no espago, aos poligonos regulares do plano: sao os
poliedros requlares.

Recorde-se que um subconjunto X C R" diz-se convero se para quaisquer dois dos
seus pontos, x,y € X, contém o segmento por eles definido: para todot, 0 <t <1, o
ponto tx + (1 — t)y pertence a X.

Um subconjunto compacto (fechado e limitado) de R™ definido por um nimero finito
de desigualdades lineares ¢ claramente convexo e, se tem interior nao vazio, diz-se um
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poliedro convero (uma desigualdade linear define os pontos de R"que estdo num dos lados
do hiperplano definido pela igualdade correspondente); a unido de um nimero finito de
poliedros convexos diz-se simplesmente um poliedro.

Em R? um plano divide-o em dois semi-espacos cuja interseccao é esse plano; um
poliedro convero, P, é assim a interseccao de um nimero finito de semi-espacos; a inter-
seccao de P com cada um dos planos que o delimitam é um poligono convexo que se diz
uma face de P; a interseccao de duas faces é uma aresta e a interseccao de duas arestas
é um vértice.

Um poliedro diz-se reqular se todas as faces, arestas e vértices sao idénticos entre si:
para as faces e arestas isso significa congruentes; para os vértices significa que em cada
vértice hd o mesmo nimero r de arestas e que fazem entre si os mesmos angulos ; em
consequéncia, as faces sao poligonos regulares P, para algum n fixo.

Os sdlidos platonicos sao os poliedros regulares convexos de R3.

Como j4 era conhecido na antiguidade grega, ha precisamente 5 sélidos platénicos (a
menos de semelhanga):

n | r | Vértices | Arestas | Faces
Tetraedro | 3 | 3 4 6 4
Cubo 413 8 12 6
Octaedro | 3 |4 6 12 8
Dodecaedro | 5 | 3 20 30 12
Icosaedro |3 |5 12 30 20

Exercicio 97 Construa modelos de cartao para cada um dos 5 sélidos platonicos; vao ser
uteis na andlise dos seus grupos de simetria, em especial para o dodecaedro.

As figuras seguintes representam os cinco solidos:

e
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8.2.1 A Foé6rmula de Euler:

Recorde-se que se P é um poliedro convexo com v vértices, a aresta e f faces, se verifica
a formula de FEuler
v—a+f=2

Chama-se caracteristica de Fuler de um poliedro ao nimero v — a + f que designamos
por x(P). Assim, dizemos que para um poliedro convexo, P, temos x(P) = 2.

H& muitas provas desta férmula; uma "prova'"de tipo heuristico, muito interessante
e curta, e, acho eu, convincente, ¢ dada no comego do capitulo 17 de [4], em termos de
diques e inundagoes.

O que interessa salientar é que este resultado tem formulagoes mais gerais; em partic-
ular nao é relevante que o poliedro seja convexo, mas apenas que o seu bordo seja homeo-
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morfo & esfera S? (o que acontece de facto no caso convexo). Por exemplo, o poliedro T2
representado na figura seguinte tem caracteristica de Euler diferente de 2. Designdmo-lo
por T por causa da superficie do seu bordo ser homeomorfo ao toro bidimensional que &
T? = S1 x S, 0 espaco produto da circunferéncia unitdria consigo mesma.

Exercicio 98 Cualcule a caracteristica de Fuler de T?.

A caracteristica de Euler é o primogénito dos invariantes topoldgicos, usualmente es-
truturas algébricas -neste caso uma simples contagem e soma de nimeros - associadas
aos espacos de tal forma que espagos homeomorfos tém a mesma estrutura associada; O
estudo destes invariantes constitui o objectivo primeiro da chamada Topologia Algébrica:
uma boa introdugao pode ser encontrada no livro [7].

Vejamos agora que os tnicos sélidos platénicos sao de facto os cinco que descrevemos
e representamosem cima:

Seja P um poliedro regular convexo que tem como faces poligonos regulares de n lados
e tal que cada vértice tem r arestas incidentes. E claro que n > 2 e r > 2. Suponhamos
que P tem v vértices, a arestas e f faces. Como cada aresta é comum a duas faces e
contém dois vértices, nf e rv dao ambos duas vezes o nimero de arestas:

nf =2a=rv
e pela férmula de Euler temos

2 = v—a+f=v—(rv)/24+ (rv)/n
(2n 4+ 2r —nr)(v/2n)
= [4=(=2)(r—2)](v/2n)
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Calculando, temos

4n
V=
2n+2r — nr

TV

a=—

2

TV

r==

n

(n—2)(r—2) <4

As trés primeiras equacoes dizem que v, a, f sao tnicamente determinados por n e r,
isto ¢, um dado par (n,r) determina, no maximo, um sélido platénico. Como n,r >
2, a desigualdade resolve-se facilmente e vé-se que ha exactamente 5 solucoes que sao
precisamente os pares que aparecem nas duas primeiras colunas da tabela em cima; pode
verificar-se nessa tabela os correspondentes valores de v, a e f. Concluimos assim que
hd no méaximo aqueles 5 sélidos platénicos; como cada um deles pode ser efectivamente
construido, temos a conclusao.

Exercicio 99 Mostre que a desigualdade anterior tem de facto aquelas 5 solugoes.

8.2.2 Dualidade e inclusao

Uma consulta a tabela, em cima, torna patente uma dualidade do nimero de vértices,
arestas e faces para os dois pares cubo-octaedro e dodecaedro-icosaedro: em cada par, os
dois sélidos tém o mesmo nimero de arestas e o nimero de vértices de cada um deles é
igual ao nimero de faces do outro.

H& também dualidade para os mesmos dois pares dos nimeros n e r que aparecem
trocados: em consequéncia, se num destes sélidos considerarmos os centros de todas as
faces e considerarmos o sélido que tem como faces os poligonos cujos vértices sao os cen-
tros de todas as faces incidentes num mesmo vértice, obtemos precisamente o sdlido dual,
como as figuras seguintes ilustram no caso do par cubo-octaedro:
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Por outro lado o tetraedro é auto dual:

Outra figura...

N4

Como consequéncia desta dualidade é claro que sélidos platénicos duais tém os mesmos
grupos de simetria: qualquer simetria do cubo é uma simetria do octaedro e reciproca-
mente; o mesmo para o dodecaedro e o icosaedro.

Para além desta relacao de dualidade h&d uma relacao de inclusao do conjunto dos
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vértices do tetraedro no conjunto dos vértices de um cubo que implica que o grupo de

simetria do tetraedro é um subgrupo do grupo de simetria do cubo. Note-se que um cubo
contém naturalmente dois tetraedros como se representa na figura seguinte:

P
|
L
|
|
I
|
|
|

Vé-se assim que um cubo pode ser obtido de um tetraedro acrescentando quatro piramides
triangulares congruentes, uma em cada face do tetraedro: é por isso claro que cada simetria
do tetraedro é também uma simetria do cubo (mas que ha simetrias do cubo que nao sao
dadas por simetrias do tetraedro: por exemplo a inversao no centro).

H& também uma relagao de inclusao andloga entre o cubo e o dodecaedro que passamos
a descrever.

Exercicio 100 Mostre que a diagonal de um pentdgono regular de arestas de compri-

mento 1 , tem comprimento a razdo de ouro g = (1 4+ /5)/2 = 2cos(7/5) (que é a
solugdo positiva de g> —g—1=10)

A

Considere-se agora um cubo cujas arestas tém comprimento g. Numa das faces do
cubo construimos uma tenda, constituida por dois tridngulos isésceles e dois trapézios,
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acrescentando cinco novas arestas, todas de comprimento 1, como a figura seguinte mostra:

Estao indicados por a e b os dngulos que os trapézios e os tridngulos, respectivamente,
fazem com a face do cubo; [ é a altura do tridngulo e h a altura da tenda. Verifica-se que
a e b sdo complementares: a + b = 7/2:

1:z2+(3>2 Py (21
2) >

substituindo ) .
g g
1=m*+L -2 4=
* 2 2+4
e como g°> — g = 1 vem
h—l
2
Temos entao que
2h 1 2h 1
tana = —=-—, tanb=— = ——
Y} g—1 g—1
1 1 1
tanatanb = =1

gg—1 ¢*—yg

e portanto a + b = 7/2 como pretendiamos mostrar.

A complementaridade dos dngulos a e b significa que quando construimos duas tendas
em faces adjacentes do cubo, como na figura seguinte , a parte constituida por um tridngulo
de uma das tendas e pelo trapézio adjacente da outra tenda (a sombreado) é uma figura
plana e portanto um pentagono regular.
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Significa isto que podemos construir o dodecaedro colando a cada face do cubo uma
destas tendas; temos assim um cubo de aresta com comprimento g, inscrito num dode-
caedro de aresta com comprimento 1 de tal forma que cada uma das 8 arestas do cubo é
diagonal de uma das 8 faces do dodecaedro; é claro que se fizermos a construcao anterior
comegando o processo com cada uma das cinco diagonais de uma das faces do dodecaedro
(o sombreado na figura anterior...) obtemos 5 cubos distintos inscritos no dodecaedro; os
cinco cubos sdo obtidos a partir de um deles, C, por rotacoes sucessivas p, p?, p3, p* em
que p = R(l,27/5) e | é um eixo perpendicular ao centro da face. Seja T' um tetraedro
inscrito em C' (como jd vimos hé dois)

Exercicio 101 Verifigue, com um modelo, que as imagens dos quatro vértices de T pelos
elementos do grupo (p) sdo todas distintas; obtemos assim os 5 x 4 = 20 vértices do
dodecaedro.

Nota: no caso do cubo obtido de um tetraedro inscrito acrescentando quatro pirdmides
tridngulares, como qualquer isometria do tridngulo base de uma pirdmide se estende a uma
isometria da pirdmide, toda a isometria do tetraedro é uma isometria do cubo circunscrito;
no caso do dodecaedro obtido do cubo acrescentando tendas, nao é verdade que qualquer
isometria do quadrado base de uma tenda se estenda a uma isometria da tenda: isto
acontece porque a aresta do topo tem uma determinada direcgao; assim, as rotacgoes de
7/2 em torno de eixos perpendiculares aos centros de faces do cubo (temos 3 desses eixos)
sao claramente simetrias do cubo que nao sao simetrias do dodecaedro - tenha em atencao
que em [4, §17.1] hd afirmacGes erradas sobre isto!

Apesar da nota anterior, os 5 cubos inscritos num dodecaedro estao directamente
relacionados com uma forma de numerar os seus 20 vértices que é especialmente 1til na
analise do grupode simetria.

Considere um dodecaedro, representado com uma (portanto duas) face horizontal como
na figura seguinte
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V=4

Pretendemos numerar todos os 20 vértices com os nimeros 1,2, 3,4, 5 de tal forma que em
cada face ndo haja repetigdes. Os vértices distribuem-se por quatro niveis (quatro planos
horizontais); comegamos por numerar ciclicamente os vértices do nivel superior, a face do
topo, de 1 a 5; consideramos o nivel seguinte: o vértice P , na figura, podera ser numerado
com 2 ou 3; escolhendo um dos nimeros (na figura o 3),numeramos os restantes vértices
do mesmo nivel ciclicamente como fizemos para os do topo; é agora facil verificar que
s6 hd uma maneira de numerar os restantes vértices, do terceiro nivel e da face da base,
de forma a que nao haja repeticoes em nenhuma face e que em cada um desses niveis a
numeragao ¢ também ciclica.

Exercicio 102 Verifigue, num modelo, a numeracao que acabdmos de
descrever.

Verifique que os quatro vértices com o mesmo niumero formam os vértices de um
tetraedro; temos assim 5 tetraedros: como no exercicio anterior sao obtidos de um deles
por rotagoes sucessivas de 2w /5 em torno do eizo perpendicular ao centro de uma face -
note que se for o eixo vertical, perpendicular as duas faces horizontais, isso é claro ja que
em cada nivel a numeracao é ciclica. Verifique ainda que se colocar outra qualquer face
horizontal a numeracao em cada um dos quatro niveis é ciclica na mesma ordem.

Relativamente ao exercicio anterior, recorde que ha outro sistema de 5 tetraedros
inscritos no dodecaedro: esses apareceriam associados & outra escolha para a numeragao
do vértice P.

Exercicio 103 Colore, num modelo, as faces do icosaedro com cinco cores distintas, de
forma correspondente a numeragao do dodecaedro dual.

8.3 Os grupos de simetria dos sélidos platénicos

Seja P um dos sélidos platénicos; S(P) é o grupo das simetrias de P e designamos por
Sqa(P) o subgrupo das simetrias directas. Como as simetrias de P permutam os seus
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vértices que sdo em nimero finito, S(P) ¢ um grupo finito. Como ja vimos atras, S(P)
sendo finito, existe um ponto a fixo por todos os elementos e Sy(P) é entao um grupo
de rotagoes. O ponto fixo a é o centroide de P. Sem perda de generalidade (a menos
de conjugagao, T, 1S(P)T,), podemos supor que a = 0, isto &, o sélido estd centrado na
origem: entdo S(P) ¢ um subgrupo finito de O(3) e Sy(P) de SO(3).

Designamos cada um dos cinco sélidos platénicos pela sua inicial:
T,C,0,D,I. Pela dualidade temos que S(C) = S(O) , S4(C) = S4(0) e S(D) = S(I) ,
S4(D) = Sy(1).

Note-se que como SO(3) tem indice 2 em O(3), S;(P) é um subgrupo normal de indice
2 em S(P).

Recorde-se que S, designa o grupo simétrico em n elementos, S, = Bij{1,2,...,n}, e
A, o (sub)grupo alterno das permutagoes pares (consultar [2] para as propriedades gerais
destes grupos)

Teorema 104 S(T') = Sy e Sy(T) = Ay.

Prova. Numerando os vértices de T' com os nimeros 1,2,3,4 , temos claramente um
homomorfismo « : S(T) — Sy4. Vejamos primeiro que o é um epimorfismo: como
Sy € gerado por transposicoes,basta ver que qualquer transposicao estd na tmagem de «;
vejamos para (1,2), jd que paras as outras é perfeitamente andlogo: claramente Ry em
que H é o plano definido pelos vértices 3,4 e pelo ponto médio da aresta 12 , e que é
o bissector ortogonal de 12,mantém fivos 3 e 4 e permuta 1 e 2, logo a(Ry) = (1,2).
O homomorfismo é também claramente injectivo ja que qualquer isometria de R® fica
determinada pelas imagens de quatro pontos independentes-afim (neste caso os quatro
vértices de T').

E claro que uma reflexdo Ry € S (T') tem de ser daquele tipo: porque é involutiva,
R?, = id, se envia um vértice, digamos 1, no vértice, digamos 2, entio envia 2 em 1 e
portanto (1,2) é um ciclo de a(Rg); se também permutasse 3 e 4, entdo seria o produto de
duas reflexoes e portanto uma isometria directa o que é absurdo, logo serd a(Ry) = (1,2).
Temos, é claro 12 reflexées. Se f € Sq(T), entao f é produto de duas reflexdes (porque
ha um ponto fixo...) e portanto a(f) é produto de duas trnasposicées e é portanto par.
Temos assim que o(Sy(T)) C Ay. Como Sy(T) tem indice 2 em S(T) e Ay tem indice 2
em Sy, a induz um isomorfismo : Sg(T) — Ay. W

O exercicio seguinte daria também uma prova mais directa deste teorema; d&a de
qualquer maneira uma ideia mais clara das simetrias do tetraedro:

Exercicio 105 Descreva explicitamente todas as isometrias do tetraedro, em particular
indicando para as rotacoes os eixos e dngulos, e escreva as correspondentes permutacoes
dos vértices como produtos de ciclos disjuntos e de transposicoes.

Os outros quatro sélidos platénicos tém uma propriedade que o tetraedro nao possui:
tém simetria central, isto é, sdo invariantes pela inversao no centro (que supomos ser 0):
Iy : R? — R3 que envia cada x € R3 para o seu simétrico —x.

O grupo O(3) ¢ isomorfo a SO(3) x {£1} = SO(3) x Zy: ¢é facil verificar que a aplica¢ao
que envia A em (A,1) se det A = 1 e em ([pA,—1) = (Aly,—1) se det A = —1, é um
isomorfismo.

93



Exercicio 106 Verifiqgue a afirmacao anterior e indique o isomorfismo inverso.

O mesmo raciocinio aplicado ao grupo de simetria de um sélido P com simetria central,
mostra que
S(P) = S4(P) x {£1}

Portanto, para obter uma classificacao dos grupos de simetria dos sélidos platénicos,
basta-nos agora estudar os dois grupos de rotacoes do cubo e do dodecaedro. Além disso,
tendo uma descricao de todas as rotacoes obtemos também todas as simetrias inversas
compondo essas rotagoes com uma mesma isometria inversa (qualquer uma serve, em
particular a inversao central)

Teorema 107 S,;(C) = S,

Prova. A ideia é encontrar quatro objectos geométricos associados ao cubo que sejam
permutados pelas rotacoes. Fscolhemos as quatro diagonais do cubo, que unem os quatro
pares de vértices simétricos em relacao a origem: ver a figura sequinte

B C

E H

Numeramos as quatro diagonais com 1,2,3,4 como indicado. E claro que como a inversio
Iy comuta com todos os elementos de O(3), qualquer isometria envia um par de vértices
simétricos num par de vértices simétricos e portanto uma diagonal numa diagonal. Temos
assim, com a numera¢ao que fixamos, definida uma aplica¢io o : Sqy(C) — Sy. Para ver
que o é um epimorfismo basta verificar que toda a transposicao estd na sua imagem: basta
verificar para (1,2), sendo o0s outros casos perfeitamente andlogos. Considere-se o plano
que contém as diagonais 1 e 2 e que contém entao as arestas AE e CG. Considere-se
nesse plano a recta | que une os pontos médios dessas arestas; o plano que contém as
outras duas diagonais 3 e 4 e as arestas BF e DH ¢ ortogonal a l; uma rotagio de eizo
[ e dngulo w claramente permuta as diagonais 1 e 2 e envia cada uma das outras em Si
mesma logo a sua imagem por « é (1,2). Para verificar que « é injectiva basta verificar
que existem 24 rotagoes distintas de C, tantas quantos os elementos de Sy, porque uma
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aplicacdo entre dois conjuntos finitos com a mesma cardinalidade e que é sobrejectiva é
necessariamente bijectiva.

Para cada par de vértices P, () existe uma rotacao que leva P em () como se pode
facilmente verificar; significa isto que o conjunto dos vértices é uma Orbita para a acgao
de grupo de Sy4(C) em C; por outro lado, ha precisamente 3 rotagdes que fizam um dado
vértice e que sao a identidade e as rotagoes em torno da diagonal por esse vértice e de
angulos 21 /3 e 4w /3. Temos portanto que o estabilizador de cada vértice tem 3 elementos
e a sua orbita 8, logo por um exercicio anterior concluimos que a ordem de Sy(C') é 24.
|

Exercicio 108 Descreva explicitamente todos as rotagoes do cubo, indicando para cada
rotagcao o seu eixo e dngulo e escrevendo a permutacdo correspondente das 4 diagonais
como produto de ciclos disjuntos e transposicoes.

Exercicio 109 Mostre que os pontos da superficie do cubo tém drbitas para a acgdo de
Sa(C) com 24, 12, 8 ou 6 elementos. Descreva geometricamente os pontos estes diferentes
tipos de drbitas.

Finalmente o grupo de rotagoes do dodecaedro, D.

Exercicio 110 Mostre que Sy(D) tem 60 elementos, descrevendo os possiveis eixos e
angulos de todas as rotagoes (sugestao: lembre que D tem simetria central)

Exercicio 111 Considere o grupo alterno As; descreva combinatoriamente os seus 60
elementos em termos do comprimento de ciclos, ou produto de ciclos.

Teorema 112 S;(D) = A;

Prova. A ideia é, a semelhanca do que fizemos para o cubo, encontrar 5 objec-
tos geométricos associados ao dodecaedro e que sejam permutados pelas suas simetrias.
Esses objectos sao os 5 cubos inscritos que descrevemos anteriormente: recorde-se que
comegando com uma diagonal de uma das faces de D e acrescentando tendas, podemos
construir, de forma tnica, um cubo inscrito, tal que cada uma das suas 12 arestas é di-
agonal de uma face de D. E claro, pelo processo de construcio, que toda a rota¢io de
D permuta estes 5 cubos; recorde-se que associados a estes cubos, podemos considerar
5 tetraedros (de dois modos distintos), aos quais associdmos uma numerac¢ao, de 1 a b,
dos vértices de D de tal modo que os vértices de cada tetraedro tém o mesmo nimero
associado. Podemos agora verificar que cada rota¢io de D (definidas no ltimo Exer-
cicio...) permuta também estes cinco tetraedros, e os seus mimeros associados, e temos
assim definida uma aplicagio o : Sq(D) — Ss. Basta agora ver que « toma valores em
As e é sobrejectiva (como ja vimos no peniltimo exercicio |Sq(D)| = |As| = 60).

As numeragoes ciclicas, lendo no sentido retrégrado (clockwise), das 12 faces de D
dao os ciclos de comprimento 5, (1,2,3,4,5) na face do topo e os que se obtém deste por
permutagoes pares; os ciclos de faces opostas sao inversos em As (como nos quatro niveis
que vao de uma face & sua oposta a numeracao mantém a mesma ordem ciclica, ler no
sentido retrégrado numa face é o mesmo que ler no sentido directo na face oposta...):
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estes 12 ciclos correspondem portanto as rotacoes em torno de um eixo pelo centro das
faces e de dngulos F27/5. Os outros 12 ciclos de comprimento 5 de As que se obtém
de (1,2,3,4,5) por permutacoes impares, correspondem s rotagoes com 0s mesmos €iros
pelos centros das faces e de dngulos £47/5.

As rotagoes em torno dos eixos que passam pelos pares de vértices simétricos de dngulos
+27/3 dao os 20 ciclos de comprimento 3 de As.

Finalmente as rotagoes de m em torno dos eixos que passam pelos pontos médios dos
pares de arestas opostas dao os 15 elementos de ordem 2 de As, que se escrevem como
produto de dois ciclos de comprimento 2 (como (1,2()(3,4) por exemplo). ®

Exercicio 113 Verifique, no seu modelo numerado, os pormenores da prova anterior.
Podemos agora resumir os resultados encontrados:

Grupos de Simetria dos Sélidos Platénicos

P Rotagoes, Sq(P)  Grupo total, S(P)
Tetraedro Ay Sy

Cubo, Octaedro Sy Sy x {£1}
Dodecaedro, Icosaedro As Ay x {1}

Exercicio 114 Mostre que Sy ndo é isomorfo a Ay x {£1}.

8.4 Os sdélidos Arquimedianos

O que acontecera se enfraquecermos a defini¢ao de sélido platénico exigindo apenas que
as arestas e os vértices sejam idénticos, admitindo por isso que as faces sejam poligonos
regulares de véarios tipos? Mostra-se que, para além dos cinco sélidos platénicos e certas
familias infinitas de prismas e anti-prismas (um prisma e um anti-prisma para cada poli-
gono regular P,), hd precisamente 13 poliedros converos com arestas e vértices idénticos:
sao os chamados sdlidos arquimedianos ou semi-requlares.

Uma notagao conveniente para estes sélidos ¢ a que descreve o tipo de vértice pela
indicacao do nimero de arestas das vdrias faces em ordem ciclica em torno do vértice:
3.6 = 3.6.6, 3.82, 4.6%, (3.4)2 = 3.4.3.4, 4.6.8, 3.4%, 3*.4, 3.10?, (3.5), 5.62, 4.6.10, 3.4.5.4,
345.

Alguns destes sélidos aparecem como modificages simétricas dos sélidos platénicos;
por exemplo o octaedro truncado obtém-se do octaedro truncando cada vértice de tal
forma que cada um dos oito tridngulos dé um hexdgono regular: o sélido arquimediano
obtido é o 4.6? na notagio anterior (figura seguinte)

Definigao 115 A figura-de-vértice (ou figura-vértice) de um vértice v de um poligono é
o segmento de recta que une os pontos médios das duas arestas que contém v. A figura-
vértice de um vértice v de um poliedro é a uniao das figuras-vértices de cada uma das
faces que contém v.
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A figura-vértice de cada vértice de um cubo é um tridngulo equildtero; O poliedro
cujas arestas sao a uniao das oito figuras-vértices do cubo é chamado um cuboctaedro, o
sélido arquimediano (3.4)? (figura seguinte)

Note-se que neste sélido as arestas sao todas equivalentes no sentido de terem os
mesmos poligonos como faces adjacentes, neste caso um tridngulo e um quadrado; o que
nao acontece com o octaedro truncado em que hd faces que unem um hexdgono e um
quadrado e outras que unem dois hexdgonos.

Exercicio 116 Faca outras construgoes com sélidos platénicos de forma a obter outros
sdlidos arquimedianos.

Exercicio 117 Mostre que os sdlidos arquimedianos sao de facto os 13 que listdmos em
cima; construa modelos para cada um deles.
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8.5 Grupos finitos de rotacoes de R?

Vimos como exemplos de grupos finitos de rotacoes em R3, os grupos ciclicos C,,, os grupos
diedrais D,, e os trés grupos de rotagoes dos sélidos platénicos, Ag, Sy e As. Todos eles
sao grupos de simetria. Na verdade estes exemplos esgotam todas as possibilidades, como
provaremos.

Exercicio 118 Prove que os grupos de rotacoes dos sdlidos platonicos nao sao ciclicos
nem diedrais.

Como j4& vimos, um grupo de rotacoes de R? tem um ponto a que é fixo para todas as
suas rotagoes e, portanto, a menos de conjugagao pela translacao 7,, podemos supor que
¢ um subgrupo de SO(3).

Seja entdo G < SO(3); como ja vimos toda a rotacdo tem um eixo e, por isso, para
g € G existe um tnico par de pontos antipodas z, —x € S?, ditos os pdlos de g, tal
que g(z) = z e g(—x) = —x (excepto se ¢ = id em que todos os pontos sao fixos):
{z,—x} = 1N S? em que [ ¢ o eixo de g; além disso toda a rotagao fica completamente
determinada pela sua restricao & esfera unitdria S2.

Vamos agora provar um facto bésico da geometria da esfera que iremos usar.

Lema 119 (Triangulos Esféricos) Numa esfera, a soma dos dngulos de qualquer tridn-
gulo é maior do que 180°.

Na geometria esférica, consideramos como rectas os , que sao as intersecgoes com a
esfera dos planos que passam pelo seu centro. Um tridngulo esférico tem como lados
trés arcos de circulos maximos. O Lema anterior é consequéncia imediata do seguinte
resultado sobre dreas:

Teorema 120 Seja A C S? um tridngulo com dngulos a,b,c. A drea de A é igual a
(a+b+c)—m.

Prova. Sejam A, B,C os vértices de A e l,m,n os circulos mdximos que contém os
seus lados, como se representa na figura sequinte.

Dois circulos mdximos intersectam-se em pontos antipodas e definem quatro regides na
esfera: gomos com vértices nesses pontos; considere-se o gomo entre m e n que contém
A: sendo 4 = 2 X 21 a drea da esfera, a drea do gomo é proporcional ao dngulo a e é
portanto 2a; analogamente os gomos entre n el e entre m el que contém A tém dreas
1guais a 2b e 2c¢,respectivamente. Sejam Ty, Ty e Ty os tridngulos que em cada um destes
trés gomos sao o complementar de A.

Note-se que cada circulo maximo é invariante pela inversao central, Iy, e cada par
de gomos verticalmente opostos definido por dois circulos mdzimos é permutado por Iy.
Sejam T, Ty e T} os tridngulos que sao centralmente simétricos a Ty, Ty e T, respecti-
vamente. A outra figura representa a esfera com os trés circulos maximos que definem A
(sombreado).
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E a figura planar que se obtém por projeccao estereografica a partir de um ponto exterior
aos trés circulos. Para além dos tridngulos T; eos seus simétricos T, estao também repre-
sentados os simétricos dos vértices de A, A', B e C'. Como a inversao central preserva
a drea, temos que T; e T} , i =1,2,3 tém a mesma drea.

Considerando a semi-esfera que ma figura corresponde ao disco delimitado por m, ela
decompoe-se em quatro tridngulos e representando as dreas das figuras pelos seus nomes,
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temos

2t = A+Ni+G+Ty=A+T1+T35+ 1T,

A—|—T1 = 2a
A+T, = 2b
A—|—T3 = 20

Calculando,
2A + 21 = 2a + 2b + 2¢

o que estabelece o resultado. m

Recordemos outro facto bésico sobre rotagoes: o conjugado de uma rotagao de ordem
n por uma isometria é ainda uma rotagao de ordem n. Seja p = R(l,0) e o uma isometria.
Seja R(l,0) = Ry R; em que J, H sdo dois planos que se intersectam em [ e fazem entre
si um angulo 6/2.

gpg* = aRHRJoF1 = URHJ*IURJU*1 = RU(H)RU(J)

o(H)No(J)=0o(HNJ)=0(l) e a ordem de um conjugado ops~! ¢ igual & ordem de p;
seo,p€ G <I(R?), opo~! € G e portanto temos o seguinte resultado:

Lema 121 Se G é um grupo de isometrias, o,p € G em que p é uma rota¢do de ordem
n e eizo l, entdo G contém uma rotagao de ordem n e eixo o(l).

Seja G < SO(3) finito. Vamos distinguir trés casos:

1. GG contém apenas a identidade e meios-giros.
2. Todas as rotacoes de G de ordem maior que 2 tém o mesmo eixo.

3. G contém rotagoes de ordem maior que 2 e com eixos distintos.

Caso 1. O produto de dois meios-giros R(m, ) e R(n,7) é um meio-giro sse os eixos
m e n sao perpendiculares. Portanto se um grupo de rotagoes estd neste caso ele tem
apenas 0, 1, ou 3 meios-giros e serd portanto C, C5 ou Dy respectivamente.

Caso 2. Suponhamos agora que G tem rotagoes de ordem maior que 2, mas que tém
todas o mesmo eixo [. Como ji sabemos, essas rotagoes formam um subgrupo de G que é
ciclico: C,, = (p). Pelo Lema anterior todas as rotacoes de G tém de manter [ invariante;
portanto as unicas rotacoes possiveis com eixos diferentes de [ sdo meios-giros com eixos
perpendiculares a [; seja o um desses meios-giros: para outro qualquer desses meios-giros,
a, temos que ao € C), e portanto G é gerado por p e o, isto ¢ G = D,,.

Caso 3. Consideramos em S? os polos das vérias rotacoes de G: como G ¢é finito,
entre as rotagoes de ordem maior que 2 e eixos distintos ha dois polos, diga;n}os i e
@, a distdncia minima. Sejam «, 3 geradores das rotagoes de G com eixos 0P e 0Q),
respectivamente; seja p > 3 a ordem de o e ¢ > 3 a ordem de 3. O produto Sa é uma
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rotacao de ordem r, digamos. Seja H o plano definido pelas (gas rectas <07D> e Eﬁ; podemos
escrever « = RyRje = Rg}'—[ em que J é um plano por 0P que faz com H um angulo
de 7/p e L é um plano por 0Q) que faz com H um éangulo de 7/q. Sa é uma rotacdo de
eixo J N L, com o angulo entre os dois planos igual a 7/7; seja R um pdlo dessa rotagao
como representamos na figura seguinte:

Os trés planos H, J, L intersectam S? em trés circulos méximos que contém os trés arcos
do triangulo esférico de vértices P, @, R (sombreado); os angulos deste triangulo sao os
angulos diedrais entre os trés planos: 7/p, 7/q e 7/r em P, () e R respectivamente.
Pelo Lema sobre tridngulos esféricos
1 1 1
SH-4+->1
p q T

Como (1/p) + (1/q) < 2/3, entao r < 3 logo r = 2: fa é um meio-giro.

P 3,q=3
P 3,qg=4
p = 3,qg=5
p = 4,q=

p = 95,q=3

Reconhecem-se os pares de niimeros - tipo de face, tipo de vértice - associados aos sélidos

<~ .
platénicos. Considerando as imagens de () pelas p rotagoes de eixo 0P, @Q; = o'(Q),
i =0,1,...,p—1, obtemos os vértices de um poligono esférico regular, com P como centro
(figura seguinte).
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As imagens de R sao os pontos médios das arestas desse poligono: a imagem do plano
H , e em particular de @, pela rotagdo a~! = RyjRy é RyjRy(H) = R;(H) ou seja, é
dada pela reflexdo no plano J; como o plano L é perpendicular a J (porque, como vimos,
r = 2) ele ¢ enviado em si mesmo por R;: R é portanto o ponto médio da aresta QQQ,—1.

Em qualquer dos cinco casos, a existéncia dos sélidos platénicos inscritos na esfera, e

a estrutura dos seus grupos de rotagao, implica que as rotacoes em torno de @ enviam
aquele p-poligono em ¢ poligonos com vértice () e continuando a rodar em torno de outros
vértices destes poligonos obtemos uma pavimentacio da esfera por p-poligonos, cujos
vértices sao os do correspondente sélido platénico inscrito (os centros, sucessivas imagens
de P, s@o os vértices do sélido dual); pela escolha de P e @ & distancia minima, estes
vértices e centros sao todos os pélos de rotagoes de G de ordem maior ou igual a trés; os
pontos médios das arestas, sucessivas imagens de R, sao pdlos de rotacoes de ordem dois
(meios-giros): temos assim todas as rotagoes do sélido platénico construido.

Vejamos agora que G nao contém de facto mais nenhuma rotacgao : se contivesse seria
um meio-giro 7 cujo pélo, digamos S, estaria ou no interior de uma das arestas, mas
diferente do ponto médio (um dos derivados de R) ou no interior de um dos poligonos,
mas diferente do centro. Seja ) o vértice mais perto de S e P o centro do poligono:
usando a notagao anterior para « e 3 relativamente a P e (), terfamos que v/ seria uma
rotagao de ordem ¢ com o pdélo (@) mais perto de P do que (), o que contraria a escolha
de P e @ a distdncia minima, excepto se acontecesse v(Q)) = P, caso em que S seria
o ponto médio de PQ; mas neste caso terfamos que 37(P) = @ e como nenhuma das
rotagoes de ordem maior do que dois envia P em (), S seria um meio-giro e portanto
By = v logo 8 = id o que é absurdo.

Provdamos assim o seguinte teorema:

Teorema 122 Seja G um grupo finito de rotagoes de R®. Entao G é ciclico, diedral, ou
um grupo de rotagoes de um solido platonico.’

62



Os grupos finitos de rotacoes de R3 sdao grupos de simetria. Para cada um dos casos
do teorema anterior é possivel construir um sélido cujo grupo finito das simetrias consista
apenas de rotagoes.

Como vimos, no caso dos grupos ciclicos e diedrais esses sélidos podem obter-se de pris-
mas ou anti-prismas acrescentando telhados; no caso dos 3 grupos de rotacoes de soli-
dos platénicos, podemos, analogamente, acrescentar telhados as faces desses sélidos que
impecam as reflexdes mas permitam todas as simetrias rotacionais: por exemplo, con-
siderando o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, podemos acrescentar as faces triangulares
um telhado segundo o padrao representado na figura anterior.

8.6 Subgrupos finitos de I(R?)

Como todo o grupo finito de isometrias, GG, tem um ponto que é fixo por todos os seus ele-
mentos, podemos, sem perda de generalidade, supor que G < O(3). Como ja classicdimos
o caso G < SO(3), supomos agora que G contém uma isometria inversa.

Distinguimos dois casos, consoante G contém ou nao a inversao na origem, Iy(x) = —zx.

Seja H = G N SO(3) o subgrupo das rotacoes de G e ay, ag, ..., ay, 0s seus elementos;
entao, se Iy € G, as isometrias inversas G — H sao Ipaq, lpas, ..., [ya, e, a semelhanca
do que fizemos para os sélidos platénicos com simetria central, é facil provar que G é
isomorfo a H x {£1}. Reciprocamente, dado um qualquer subgrupo finito H < SO(3) se
definirmos G por G = H U {[yh : h € H}, mostra-se, usando o facto que I, comuta com
qualquer f € O(3), que G & um grupo e isomorfo a H x {+1}.

Exercicio 123 Prove as afirmacdes do tltimo pardgrafo.

Designemos por H o grupo H x {41} e por T, O e I os grupos de rotacdes do tetraedro,
ocatedro (ou cubo) e icosaedro (ou dodecaedro) respectivamente. Concluimos que se um
grupo de isometrias finito contém a inversao central ele ¢ um dos grupos

C1,C5,C,... D3, D3, Dy, .. T,0,1
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Exercicio 124 C’o&stma prismas ou_anti-prismas (com ou sem telhados) que tenham
grupos de simetria C; , i =1,2,... e D; , i = 2,3, ...(Sugestio: recorde que os prismas P,
e anti-prismas P, tém simetria central quando n é par ou impar, respectivamente...)

Nota: Para construir sélidos com grupos de rotagoes C,, e D,,, bastar-nos-ia considerar
prismas com telhados adicionados; a razao para considerar também anti-prismas prende-
se com a sugestao dada no exercicio anterior.

Os grupos O e I sdo, como vimos anteriormente, os grupos de simetria do octaedro
e icosaedro, respectivamente; o mesmo nao acontece com 1 que nio é isomorfo a Sy, 0
grupo de simetria do tetraedro: no entanto,S podemos construir um sélido com grupo de
simetria T', considerando um cubo com um padrao adicionado as faces, como se representa
na figura seguinte ( e que pode ser realizado através da adicao de telhados com cumieiras
segundo as direcgoes desenhadas)

—1

<

L

Exercicio 125 Prove que o objecto representado na figura anterior tem de facto grupo
de simetria T = Ay x {+1}.

Consideramos agora o segundo caso: de G ser um subgrupo finito de O(3) com isome-

trias inversas mas sem inversao central.
Sejam H = GNSO(3) = {a1,as,....,a,,} e G— H ={B4,Bs, ..., 5,,} em que nenhuma

das isometrias inversas [3; €é a inversao central Iy. Sejam v, = I8, , i = 1,2,...n e
K = HU{v{,79, .-, Vn}: isto &, substituimos em G todas as isometrias inversas pelas suas
compostas com a inversao central, obtendo assim n rotacoes distintas; se o; = 7y, = lpf3;,
seria «;[3; ! = I, 0 que contraria a nossa hipétese: temos assim que K é um conjunto de

2n rotacoes. Acontece que K é um grupo:

Exercicio 126 Mostre que de facto K < SO(3).
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Reciprocamente suponhamos que temos um grupo de rotagoes K < SO(3) que contém
H como subgrupo de indice 2; sejam v, , © = 1,2,...,n as rotacoes de K — H: K =
H U {y1,79, - Ynt; Seja G o conjunto que se obtém de K substituindo as n rotagoes
v, pelas suas compostas com Iy, 5, = lyy,;: entao G é um grupo, que contém H como
subgrupo de indice 2, e que nao contém a inversao central I.

Exercicio 127 Prove as afirmacoes anteriores sobre o conjunto G.

Notagao: Vamos designar o grupo G obtido de K, H pelo processo descrito por
K H.

Exercicio 128 Mostre que K e K > H sdo isomorfos.

Em conclusdo: mostramos que se G é um subgrupo finito de O(3), com isometrias
wwersas todas diferentes da inversdo central, e se H é o seu subgrupo de rotagoes, entao
G é igual a K >« H em que K é um subgrupo de SO(3) que contém H como subgrupo
de indice 2. Em face do ultimo exercicio, vemos que do ponto de vista algébrico (a menos
de isomorfismo) nao ha novos grupos neste caso, mas hé descrigoes diferentes em termos
do tipo de isometrias que os constituem (s6 rotagdes ou rotagoes e isometrias inversas) o
que tem relevancia quando os estudamos como grupos de simetria de certos sélidos.

Podemos agora completar a nossa andlise, verificando quais os grupos de rotacoes
H que sao subgrupos de indice 2 de grupos de rotacoes maiores; temos cinco casos:
H=C,D,TO,I.

Os grupos de rotacoes de ordem 2n que contém C,, sao Cy, e D,; o unico grupo de
ordem 4n que contém D, é Dy, ; quanto aos grupos 1', O, I, nao ha grupos de rotacoes em
que metade dos seus elementos sejam os 60 elementos de I ou os 24 elementos de O, mas
T=A,<5=0.

Concluimos, assim, a classificacdo dos grupos finitos de isometrias de R3:

Teorema 129 (de Hessel) Seja G < O(3) finito.
1. Se G < SO(3) (G é um grupo de rotagoes), G é um dos grupos
Co,D,,T,0,1I
2. Se G ¢ SO(3) (G contém isometrias inversas) temos dois casos:
(a) Se Iy € G (G contém a inversao central) G é um dos grupos
Co x{x1} |, D, x {1} |, T x {£1} , O x {1} | I x {£1}
(b) Se Iy ¢ G, G é um dos grupos

anDQCn, DnNCna D2nDQDn7 OD(IT
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Finalmente, pode-se verificar que os tltimos grupos que obtivemos sao também grupos
de simetria de sélidos, o que deixamos como exercicio.

Exercicio 130 Verifigue que O xxT' é simplesmente o grupo de simetria do tetraedro.

Exercicio 131 Construa prismas e anti-prismas (com telhados) cujos grupos de sime-
trias sejam Cop, <1 C), , Dy, > C), e Dy, <1 D,,.

Note-se que do ponto de vista puramente algébrico, depois do estudo dos grupos finitos
de rotagoes, a consideracao de grupos finitos de isometrias contendo também isometrias
inversas apenas acrescentou aquela lista de rotagdes os seus produtos directos com {£1}.
Portanto, um grupo finito de isometrias de R?® ¢ isomorfo a um grupo ciclico, diedral, o
produto de um destes com {1}, ou ao grupo de simetrias de um sélido platénico.

8.7 Exercicios de revisao e aplicacao...

1. Excluindo o tetraedro, descreva as simetrias de uma pirdmide com o poligono regular
de n lados, P,, como base. Excluindo o octaedro, descreva também as simetrias da
correspondente bipiramide.

2. Descreva as simetrias do prisma P, excluindo o cubo (n = 4); descreva também as
simetrias do anti-prisma [P/, excluindo o caso do octaedro.

3. Descreva as simetrias do octaedro truncado.

4. Prove ou negue a seguinte afirmacao: uma reflexao rotativa que nao é uma inversao
tem ordem infinita.

5. Mostre que o produto de dois meios-giros R(m,7) e R(n,7) ¢ um meio-giro sse os
eixos m e n sao perpendiculares.

6. Diga, justificando, quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e quais sao falsas:

(a) Um grupo finito de isometrias directas de R? ¢ isomorfo a um dos grupos C,,,
D,, T, Ooul.

(b) Os grupos O e I sdo os tnicos grupos de rotagoes G tais que G' nao é subgrupo
de um grupo de rotacoes cuja ordem ¢é o dobro da de G.

(c) Se R,, R,, R, designam os meios-giros em torno do eixo dos zz do eixo dos yy
e do eixo dos zz, respectivamente, entao R, R, = R..

(d) Se a figura X estd contida na figura Y, entdo o grupo de simetria de X é um
subgrupo do grupo de simetria de Y: S(X) < S(Y).

(e) Se um grupo G de isometrias de R® contém apenas a identidade e rotagoes,
entao G é um grupo ciclico.

(f) Os grupos Cy, <1 C,, , D, <1 C,, € Doy, 1 D,, tém ordem 2n.
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(g) Todo o subgrupo do grupo I de rotagoes do icosaedro é o préprio I ou entao
um grupo C,, ou D,,.

(h) O grupo C, <1 O} contém a identidade e uma reflexdo; o grupo C; contém a
identidade e uma inversao.

(i) Existe um tnico ponto que é fixo pelos elementos de um grupo finito de ro-
tagoes.

(j) Rotagoes distintas «, f e a5 podem ter eixos concorrentes e
coplanares

7. Dé exemplo de um grupo de rotagoes infinito.
8. Determine o grupo de simetria do cuboctaedro.

9. Determine os grupos formados pelas simetrias que descreveu nos exercicios 1.,2. e
3.

10. Para cada um dos sélidos platénicos, descreva o poliedro convexo determinado pela
uniao das figuras-vértice de todos os seus vértices.

11. Vimos que todo o grupo finito de isometrias de R® ¢ um grupo de simetrias; serd
também verdade que todo o grupo de isometrias é um grupo de simetrias? E todo
o grupo de rotacoes?

12. Considere os sélidos convexos cujas faces sao tridngulos isésceles congruentes; quan-
tos desses sélidos ha? Quais os seus grupos de simetria?

67



9 Grupos Cristalograficos

Vimos, nas secgoes anteriores, a classificagio dos subgrupos finitos de I(R?); entre os
subgrupos nao finitos de I(R3), os mais importantes sao os que estao ligados & teoria
matemdatica dos cristais. Associado aos cristais, com uma estrutura atémica espacialmente
ordenada e regular, estd o conceito de reticulado (ou malha; lattice em inglés).

Definicao 132 Um reticulado L C R™ é o conjunto das combinagoes lineares inteiras de
uma base {ei}izl,...,n deR": L={>"" rie :r;€L}.

No plano, um reticulado aparece como o conjunto dos vértices de uma malha de
paralelogramos, daf o nome.

Considerando L como um subgrupo do grupo aditivo R”, L é naturalmente isomorfo
ao grupo Z" dos pontos de coordenadas inteiras,e que é o reticulado correspondente a
base canénica. Como subgrupo do grupo aditivo R"”, L é também naturalmente iso-
morfo a um subgrupo de I(R") constituido por translagoes: Ty, = {1, : a € L}; claro que
T =(1.,,T,,..,T.,). Reciprocamente dado um subgrupo de translagoes, Gy < I(R"),
gerado por n translagoes em direccoes independentes, temos associado um reticulado

L={f(0): f€Gr}eT,=Gr.

Exercicio 133 Mostre que qualquer recta por dois pontos de um reticulado L contém um
nimero infinito de pontos de L.

Dada um reticulado L as translacoes que o deixam invariante sao precisamente as
de T;. L pode ser invariante por outras isometrias: mas no caso das rotacoes hd uma
restricdo quanto as ordens que elas podem ter (dita restricao cristalogrifica, que tem
importancia especial para as formas possiveis que os cristais podem assumir):

Teorema 134 (Restrigao cristalografica) Se L C R" é um reticulado com n = 2 ou
3 epe S(L) é uma rotagio de ordem m, entao

m=2,3,4 oub6

Prova. Vejamos primeiro o caso n = 2. E claro que qualquer rotacio R(C,6) € S(L)
tem ordem finita: porque dado um ponto q € L , q # C, hd apenas um nimero finito
de pontos de L & mesma distancia de C.Considere-se o conjunto M C R?dos centros de
todas as rotagées de S(L); L C M porque L ¢é invariante por todos os meios-giros com
centros nos seus pontos. M é um conjunto discreto: dada uma rotagao p € S(L) de ordem
n com centrop € M — L, seja ¢ um ponto de L a distancia minima de p; p é o centroide
da orbita de q pela ac¢io do grupo ciclico (p): é claro que no interior do poligono reqular
de vértices v; = p'(q) , i = 1,2,...n, ndo hd pontos de L e, por isso, também ndo pode
haver outro centro de uma rotagdo de S(L). Recorde-se que a conjugacio fpf~t, por uma
qualquer isometria f ,é ainda uma rota¢io de ordem n e centro f(p), e esta em S(L)
se f é uma simetria de L; hd portanto um nimero infinito de rotagoes de ordem n em
S(L): seja p1 # p um centro de uma dessas rotagoes a distancia minima de p e seja
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p2 = R(p1,27/n)(p) outro desses centros (ver as figuras sequintes)

p P4

P3 b

P2

Ora d(ps,p) = 2sin(m/n)d(p,p1) e portanto seria d(ps,p) < d(p,p1) se fosse n > 6;
considerando agora ps = R(pa,27/n)(p1) verifica-se que se n =5 (figura da direita, com
b=2m/5) seria d(ps,p) < d(p,p1). Cada um dos casos n = 2,3,4,6 pode de facto ocorrer
como se pode verificar considerando os reticulados correspondentes a pavimentacoes do
plano por quadrados ou por tridngulos equildteros.

O caso n = 3 decorre do anterior: seja L C R3 um reticulado. O mesmo argumento
do caso anterior mostra que toda a rotagao de S(L) tem ordem finita; se p = R(l,2m/n) €
S(L), seja q € L—1 um ponto a distdncia minima de | e seja H um plano por q ortogonal
ao eizo l: claro que p restrito a H é uma rotagao de centro p = H N1. Vamos considerar
todas as rotagées de S(L), de ordem n e com eizos paralelos a l e, portanto, que deizam
H invariante; tomando os conjugados T,pT;* para todos os a € L, vemos que hd um
numero infinito dessas rotagoes. O argumento do caso anterior aplica-se agora com as
restricoes a H dessas rotacoes. m
Prova alternativa. Seja L C R™ um reticulado com base {e1,ea,...,} e f € S(L)N
O(n) ( f é linear): a matriz Z de [ relativamente aquela base é wma matriz inteira.
Quando n = 2,3 e f é wma rotagao, existe uma base ortonormada em relagdo o qual a
matriz de f é

cosf —sinf My O
Ma_lsin@ cos 0 1 ul 0 1]

FEsta matriz e a matriz Z sao semelhantes, através da matriz mudanca de base, e tém
portanto o mesmo traco, que é um inteiro. Entao 2cosf € Z: as unicas possibilidades
s@o cos = 0,£1/2,+1 que correspondem a f ter ordem 2,3,4 ou 6. m

Exercicio 135 Dé exemplos de reticulados no plano que tenham, entre as suas simetrias,
rotagoes de ordem 2,3,4 ou 6.

Exercicio 136 Mostre que se as simetrias de um reticulado contém rotagoes de ordem
4, entao nao contém rotacoes de ordem 3 nem 6.

Exercicio 137 FExplique como é que a prova alternativa do teorema anterior pode ser
completada, estendendo ao caso em que f € S(L) ndo é linear (pode até o seu centro nao
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ser sequer um ponto de L ou, no caso n = 3, o seu eixo nao passar por L)(Sugestdo:
recorde que toda a isometria se escreve como a composta de uma aplicacao ortogonal com
uma isometria)

Definigao 138 Um grupo cristalogréfico é um subgrupo G < I(R™) cujo subgrupo das
translacoes, G = G NR", constitui um reticulado.

Exercicio 139 Mostre que a definicao anterior é equivalente a dizer que G contém n
translacoes independentes, mas nao contém translagoes por vectores de norma arbitraria-
mente pequena.

Note-se que na definicao de grupo cristalogrifico é apenas dito que o subgrupo das
translagoes forma um reticulado, mas nao que o grupo em questao é o grupo de simetria
desse reticulado, nem mesmo que é um subgrupo deste; a equivaléncia de grupos cristalo-
graficos é feita, digamos, a menos dos respectivos reticulados: as aplicacoes mais naturais
que enviam um reticulado noutro reticulado sao aplicagoes afim, porque preservam as
relacoes de colinearidade e coplanaridade. Por isso, dizemos:

Definicao 140 Dois grupos cristalogrificos G,G" < I(R"™) sdo equivalentes se sdo con-
Jugados em Afim(R™).

Como ¢ indicado mais adiante, sabe-se (1910, Bieberbach) que dois grupos cristalogra-
ficos sao equivalentes se e s6 se sao isomorfos como grupos, em abstracto.

9.1 A classificagao dos grupos cristalograficos

Esta classificagao existe para n = 2 e 3: foi feita no final do século XIX por E.S.Fedorov
e, um pouco mais tarde, também por A.Schoenflies. A menos de equivaléncia hd 219
grupos cristalograficos espaciais; ou 230 se se considerar apenas as aplicagoes afins que
preservam a orientagao (isto €, cuja parte linear tem determinante positivo). No caso
n = 2, estes grupos dizem-se grupos ornamentais ou grupos de papel-de-parede, pois
representam todos os tipos de padroes de simetria que podemos encontrar nesses papéis:
existem, precisamente, 17 grupos de papel-de-parede; sabe-se que todos estes 17 padroes
eram conhecidos, pelo menos empiricamente, pelos Mouros, como se pode verificar nos
ornamentos do Paldcio de Alhambra em Granada (a histéria da identificacao recente de
todos os 17 padrdes no Alhambra ¢ muito curiosa: ver o excelente video [12]).

H4 muitas textos de divulgacao matematica (como rapidamente se comprova por uma
pesquisa na www) sobre os grupos de papel-de-parede, e ha muitas provas elementares e
relativamente simples de que sao de facto 17 e que contém, em geral, a descri¢ao de cada
um deles: ver [10] ou [4, Capitulo 11].

O livro Tilings and Patterns, [9], é a referéncia maxima em questoes de simetria: nas
paginas 40 — 45 pode encontrar também uma descricao cuidada dos 17 padroes; este
livro contém também uma prova da classificagdo, mas é menos elementar (aparece como
consequéncia de uma classificacdo mais geral de certos tipos de pavimentagao); é curioso,
comparando coma tltima referéncia, que este livro ainda afirma que a ideia de que no
Alhambra seria possivel detectar os 17 padroes é infundada.
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Exercicio 141 Obtenha, nas referéncias dadas, uma descri¢ao dos 17 grupos cristalogra-
ficos planos e exemplos de padrées de simetria para cada um deles; prepare um processo
com transparéncias para verificar, em cada caso,as simetrias desses padroes.

Nota: em dimensao 2, uma classificacao mais fécil do que a dos grupos de papel-de-
parede é a dos chamados grupos de friso: sao grupos G' < I(R?) em que o subgrupo das
translacoes, Gr = G' N R", nao constitui um reticulado mas contém apenas translacoes
em direccoes paralelas e sem translagoes por vectores de norma arbitrariamente pequena:
ou seja, Gr = (T,). Existem, a menos de equivaléncia, 7 grupos de friso: ver [4, Capitulo
10].

Exercicio 142 Complemente o exercicio anterior, incluindo os grupos de friso.

Seja G < I(R™) um grupo cristalografico e Gr = G N R™ o reticulado associado.
Recorde-se, mais uma vez,que toda a isometria f € I(R™) se escreve como f = T,M com
M € O(n); M diz-se a parte ortogonal ou parte linear de f : dito de outro modo, I(R")
& o produto semi-directo O(n)xR". O subgrupo G das partes ortogonais dos elementos
de G é, portanto, um subgrupo de O(n) e é naturalmente isomorfo ao grupo quociente
G/Gr (Gr é subgrupo normal de indice finito): é chamado o grupo pontual de G (point
group em inglés).

Em 1910, L. Bieberbach provou os seguintes resultados gerais:

1. O subgrupo G ¢ finito: G é subgrupo normal de fndice finito (para n = 3 tinha
sido provado por Schoenflies).

2. Dois grupos cristalograficos sao equivalentes sse sao isomorfos.

3. Para cada n, existe apenas, a menos de equivaléncia, um nimero finito de grupos
cristalogréficos.

Nota: G < G éisomorfo a Z", é normal de indice finito, e, além disso, mostra-se que
coincide com o seu centralizador em G: em 1948, H. Zassenhaus mostrou que a existéncia,
num grupo G, de um subgrupo com estas propriedades, é condicao suficiente para G ser
isomorfo a um grupo cristalografico.

Note-se que o grupo pontual G de um grupo cristalografico G nao é necessariamente
isomorfo ao estabilizador, Stab(x) = G, de algum ponto = para a acgao de G em R™

pode até nem ser isomorfo a nenhum subgrupo de GG. No entanto G actua no reticulado
L= GT:

Lema 143 Seja G um grupo cristalogrifico com reticulado L e grupo pontual G; entdo
G < S(L).

Prova. Seja M € G ewv € L; por definicio, M ¢ a parte ortogonal de algum elemento
feqG: f=T,M para algum x € L; ora fT,f~! € G mas

frf = (T,MTy (M *T_,) = T,(MT,M T_, = T, Taro, T = Thrs

logo Mv € L; como isto nao depende do x, concluimos a prova. m
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Exercicio 144 Dé exemplo de um grupo cristalogrifico G, com reticulado L, tal que G
nao seja subgrupo de S(L).

Dé exemplo de um grupo cristalogrifico G que nao contenha nenhum subgrupo isomorfo
ao seu grupo pontual G.

Em dimensao 3, as diferentes formas que os cristais podem tomar, estao relacionadas
com os possiveis grupos pontuais dos grupos cristalograficos (isto prende-se com o chamado
dominio fundamental para a acgao do grupo em R?); pelo Lema e pelo tltimo teorema,
os elementos de G < O(3) satisfazem a restricao cristalografica. Mostra-se que, a menos
de conjugacao, ha exactamente 32 subgrupos finitos de O(3) que satisfazem a restrigdo
cristalogréfica (ver um esquema de prova em [4]): cada um deles é grupo pontual de
um grupo cristalografico e, com uma tnica excepcao, todos correspondem as formas de
cristais que ocorrem de facto na natureza (ver [11]).
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