Exercicio 4: Recorde e escreva uma prova de que a métrica acabada de definir em R”,

n

d(x,y)= Z(xl. -, )2 , ¢ de facto uma métrica; recorde também, a proposito, a desigualdade de Cauchy-

i=1

; recorde ainda a regra do paralelogramo: ||x + y”2 + ||x - y||2 = 2||x||2 + 2|| y||2.

Schwarz: |(x, J/>‘ <[y

Comecemos por recordar a defini¢do de norma. Dado K espago vectorial (K=C ou K=C). Uma norma em

V ¢ uma fungao || || :V— R" com as seguintes propriedades:
N-1) ||x||20 e ||x|| =0 sse x=0;
,VxeV,Viek;

ND) [ = il

N-3) [ty <[l + vy e

Quero mostrar que d(x,y)= Zn: (xi -, )2 = ||x - y|| ¢ uma métrica em R".
i=1

Ora,

d-1) dx,y)=0 < ||x - y|| =0 g x-y=0 < x=y;
N-2
d-2) d(X,y)=||x —y" & ||— l(y —x)" <:>|— 1|.||y - x|| =||y —x|| =d(y,x) Vx,y e R";

N-3
d-3) d(x,z)= ||x - Z|| = ||x —y+y- z" = ||(x -+ (y— z)" < ||x - y” + ||y - z" =dx,y)+H(y,2) Vx,y,z€ R";

Resta-nos mostrar N-3), também conhecida por desigualdade de Minkowski.

Nota: ||x||2 = (x,x> = ixl.z em que (x, y> = Zn:xi ¥, € o produto escalar usual.
i=0

i=0

Ora, dados x,y € R" com x =0 temos que:
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*,: produto escalar € simétrico;

*,: pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e fazendo uso da seguinte propriedade Va e R:a < |a|.

fi R o> RN
*3: atendendo que x B +x ¢uma fungdo continua e estritamente crescente.

Outra prova da desigualdade de Minkowski usando a regra do paralelogramo.
Pela regra do paralelogramo sabemos que: ||x + y||2 + ||x - y||2 = 2||x||2 + 2|| y||2
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Vamos agora mostrar a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Queremos provar que

Dados x,y € R" com x #0 (no caso de x=0 a desigualdade ¢ trivial) temos que:

W
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Prova da regra do paralelogramo:

<x+ ,x+y>+<x y,x—y>
() () + () () o) o (o
=(0x)+200,5)+ (o y)+ (x,x) = (2. 0) = (2,
() + 20, v} + (v y)+ () = 2w ) = (v
()= (.
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Curiosidade: Num espaco vectorial real, E, uma norma que provenha de um produto interno (escalar),

verifica a regra do paralelogramo.



Por exemplo: em " com n>2 a norma |x| =|x|+|x,|+...+|x,| ndo ¢ dada por nenhum produto
interno, pois ndo verifica a regra do paralelogramo porque:

T,y e R n=2: x4y 2 +x -7 = 2,2+ 2],

Consideremos: x=(0,1,0,....,0) e y=(1,0,0,...,0) € R". Deste modo obtemos:

8=l al" e = 4= 2"+ 2
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