Exercicio 9: Seja AcGL(n, M) e L:R" — R"a aplicacdo linear correspondente. Mostre

r r -1 . y . , .
que L ¢é ortogonal se e s6 se A'=A", isto ¢, a inversa de 4 ¢ a sua transposta (diz-se,

correspondentemente, que 4 ¢ uma matriz ortogonal).

ALGUMAS DEFINICOES NECESSARIAS PARA A RESOLUCAO DESTE
EXERCICIO:

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos. Diz-se que uma correspondéncia f: 4 — B ¢ uma
aplicacdo se, por f, a cada elemento a € 4 corresponde um e um sé elemento de B, que

designaremos por f(a).

Definicdo: Sejam E e E' dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo K e f : £ — E' uma

aplicacdo. Diz-se que /¢ uma aplicagdo linear, se satisfaz as seguintes propriedades:

L (Yx,y € E) f(x+y)=f(x)+ f(»)
2. VaeK)VxeE) f(a x)=a f(x)

Defini¢io: Sejam p e n dois numeros inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo pxn
sobre um corpo K , a um quadro em que pn elementos de K se dispdem em p filas
horizontais de n elementos cada uma (chamadas linhas da matriz) e, consequentemente, n
filas verticais de p elementos cada uma (chamadas colunas da matriz). Representa-se por

A= lal.jJ, com i=/,...p ej=I,...,n a matriz

a,;; a4y, a,
a a a
21 2 2n
A= .
a a a



Observemos que em cada elemento a; de 4, o primeiro indice indica a linha em que a;;
figura e o segundo indice a coluna a que o referido elemento pertence.

Defini¢cdo: Uma matriz 4e M, (K) diz-se invertivel quando existe uma matriz

AeM, (K)talque AA'=A"A=1d .
Se A ¢ invertivel, a matriz 4' € Unica, toma o nome de matriz inversa de 4 e representa-se

por A7

Defini¢do: Dada uma matriz 4 = [ay.J e M (K), podemos construir uma nova matriz

pxn
cuja coluna k ¢ a linha k de 4, parak € {I,...,p}.A matriz assim obtida ¢ claramente do tipo

nx p, representa-se por A’ e designa-se por matriz transposta de 4. Rigorosamente,

chama-se matriz transposta de 4 4 matriz 4’ = [by.], em que b;- aj , para quaisquer i €

{1,...n}eje{l..p}l

Definicdo: Seja f : E — E' uma aplicagdo linear entre dois espagos vectoriais de dimensao
finita sobre um corpo K. Seja  é,,é,,...,é,uma base de E e seja é,,é,,...,é, uma base E'.

A aplicagdo fatravés das imagens f(e,), f(e,),..., f(€,) .

E—L>E

e— f(e)=a,¢ +a,e, +..+a,e,

e,— f(e,)=ap,e, +aye, +...+apzép

ée,—>f(,)=a,é +a,é, +..+a,e,

pnp

Chamamos matriz da aplicagdo linear f, em relacao as bases consideradas, a matriz




A=\ =la, bz

Jj=1,2,.,n

Se E = E' e a base escolhida ¢ a mesma para £ como dominio e como espago de chegada,

diremos que 4 ¢ a matriz de f'em relacdo a essa base.

Nas condigdes anteriores, sendo (x,,x,,...,x, ) as componentes de X € £ em relacdo a base

€,,6,,...,€, , entdo as componentes de f(x), em relacdo a base ¢,,e, yees €, 5 SAO

n n n
Z a;x; ,Zazjxj e Zapjxj
= = =

Pondo

as componentes de f(X) obtém-se a partir de 4 ¢ X. Convenciona-se dizer que as

componentes de f(X) resultam de “multiplicar 4 por X*:

a; dp o o 4y, | X apx, +apx, +---+a,x,

Ay Ay 0 4y, |1 X, Ay X, +ayx, +---+a,x,
AX = =

a, a, - a,|x, A, X +a,,X%, ++a,x,



Defini¢ao: Uma aplicagdo linear L:R" — R" ¢é dita ortogonal se < Lx,Ly >=<x,y>
paratodos x,y € R", isto é, se preserva o produto escalar.
RESOLUCAO DO EXERCICIO:
Seja 4eGL(n,'R)e L:R" — R"aaplicagdo linear correspondente.
Pretende-se mostrar que L ¢ ortogonal se e s6 se A'=A4".
e [ ortogonal = A'=4'

Considerando {él,éz,...,én}, em que e, = (0,0,...,1,0,...0) , a base canonica de R",

Coordenada i

tem-se que

1 1 1
bl b2 bn
2 2 2
A= by by - b, :[bf]t:lz,...n
L2
b' by - b
€ a sua transposta
1 2 n
bl bl bl
I IS ']
I TR B

bl b - b



Mostrar que A'=A' <& A'A=A'A< Id=A' A.

A'A= I:al-j]izl,...,n onde a; =<linha i de A", coluna j de A>.

Jj=1,...,n

1 se i=j
Entio, a, =<b,,b, >=< L(¢),L(¢,)> = <¢,,¢, >= o
0 sei#j

L ortogonal

nA'A=1d
A =47

e A'=4"= L ortogonal
Queremos mostrar que L € ortogonal, isto ¢, < Lx,Ly >=<x,y >, Vx,yeR".

< Lx,Ly >=< Ax, Ay > T(Ax)’ Ay = x’AtAyfx’y =<Xx,y>

<X, y>=Xx'y A'A=1d

.. L ¢ ortogonal
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