Exercicio 13 (n° 11) Seja uma L : R® — R™aplicacao linear. Se L é uma imersao
isométrica entdo é injectiva, o que equivale a dizer que o nicleo é trivial: ker L = {0};
como (Dimensao do dominio)= (Dimensio do micleo)+(Dimensdo da imagem), temos
que a dimensao da imagem de L é n e portanto L é sobrejectiva, logo uma isometria.

Reciprocamente se L é uma isometria entao, pela defini¢cdo, é uma imersao isométrica.
Temos assim provado que i) < ii). L ser imersdo isométrica traduz-se por

Yo,y €R", lz —yl| = [|Le — Ly]|

Em particular, fazendo y = 0, como L(0) = 0 temos a condi¢ao iii); reciprocamente se
Ve e R" | ||z|| = || Lz||, temos que

v,y € R", |z —yl| = [|L(z — y)l| = [ Lz — Ly||

a seqgunda desigualdade devida ao facto de L ser linear, logo i) < iii). Temos as sequintes
afirmagoes equivalentes

Vo,y € R, |z—yl| =Lz — Ly| < ||z —y||* = |Lz — Ly|®
< (r—y,x—y)=(Lx— Ly, Lx — Ly) &
& (v,7) —2(z,y) + (y,y) = (L, Lxv) — 2 (Lz, Ly) + (Ly, Ly) <
& 2* = 2(2,y) + lylI* = [|IL||* — 2(La, Ly) + || Ly|* &

em que na implicagao da peniltima para a ultima linha se usa o facto de que Vx €
R™ | ||z|| = |[Lz||, o que decorre da primeira linha (L ser imersao isométrica) e de ser
L(0) = 0; provdamos assim que i) < iv).

Exercicio 14 (n° 12) Seja f : R™ — R™ uma imersao isométrica. Queremos ver que
f =T,L em que L é linear: é claro que serd a = f(0) e como L = T_,T,L =T .f ,
L serd uma imersao isométrica (sendo a composta de uma imersao isométrica, f, com
uma isometria, T, ). Supomos primeiro que é f(0) = 0. Segquindo a sugestio dada, seja
{a1,as,...,an} a base candnica de R™ e sejam b; = f(a;) , ¢ = 1,2,...,m: queremos ver
que {bi}izl,...,m sao um conjunto ortonormado de R™ (nao dizemos base porque pode ser
n > m); analisando a ultima parte da resolu¢io do exercicio n° 11, 1) < iv), é claro
que ndo usamos a hipdtese de que L era linear, mas apenas que L(0) = 0: portanto,
se f(0) =0, f ser imersao isométrica é equivalente a preservar o produto escalar. Se f
preserva o produto escalar é claro que envia qualquer conjunto ortonormado num conjunto
ortonormado; em particular {bi}z‘:l,...,m sao linearmente independentes e portanto n > m
(R™ nao pode ser isométricamente imerso num espaco de menor dimensdo). Dado x =
(T1, Ty ooy ) € R™ temos que x = > 1" x;a; e como os {a;} sao um conjunto

1=1,....m
ortonormado (neste caso a base cano’mca) temos que

m m

Vi=1om, (za) =Y (ziana) =Y il a) =1

i=1 =1



E portanto
- e
=1

Estenda-se {b;};_, _,, a uma base ortonormada de R", {b1, bz, ...,bm, byt1, ..., bn}. Como
f preserva o produto escalar, temos que para todo 1 =1,...,m

(f(2),0;) = (f(x), fla:)) = (x,0i) = x;

Como {by,ba, ..., by, bii1, ..., by} € uma base ortonormada,Yy = (yi, ..., yn) € R"

y—Zyzb —Z 0i) by

1=1

Além disso, é claro que

lyll* = <Zyiyj <bz‘>bj>> =>
i=1

i=1

Em particular para y = f(z), vem

flz) = Z (f(x),b;) b; = szbz

[Edl Zflf = [[f(x Zx + Z z;

i=m+1

0s coeficientes x; para i =m+ 1,....,n terdo de ser todos nulos. Entdo

= inbi = sz‘f(@z‘)
i=1 =1

Mas esta iltima expressao diz precisamente que f é linear!

O caso geral é agora imediato: se f(0) = a , seja L = T_,f : como L é imersao
isométrica e L(0) = 0, pelo caso anterior L é linear; ora T,L = T,T_,f = idf = f, como
queriamos.

Exercicio 15 (n° 13) Sejam X C R™ nao-vazio, f : X — R™ uma imersao isométrica
em < n. Queremos estender f a uma imersao isométrica de R™ (que serd unica se
X gera todo o espago). Podemos, sem perda de generalidade, supor que 0 € X e que
f(0)=0:sejaae X eb= f(a); sejamY =X —a=T_,(X) eg:Y — R" definida
por g =T ,fT,: se~ é uma extensao de g a R™, é claro que v = TyyT_, é uma extensao
de f a R™; reciprocamente se ¢ for uma extensao de f, v =T T, serd uma extensao
de g: portanto a unicidade da extensao de g equivale a unicidade da extensao de f; além



disso, como X gera R™ se e s6 se Y também o gera, podemos de facto restringir ao caso
0e€ X e f(0)=0.

Seja {ay, ag,...ap} C X um conjunto maximal de vectores linearmente independentes
de X e seja S o subespago vectorial de dimensao k gerado por estes vectores (isto é, S
¢ o subespaco gerado por X ). Comegamos por estender f a uma imersao isométrica de
S: sejam b; = f(a;) , i =1,2,...,k e seja L : S — R" a aplicagio linear definida para
xr = Zle x;a; por f(x) = Z,’f:l x;b; (isto é, L é a aplicagdo linear definida escolhendo para
imagens dos vectores da base os b; = f(a;) ); vamos ver que L é a extensao pretendida:

ai|l = d(a;,0) =d(f(a:), f(0)) =d(b;,0) = [[b:]| , i=1,...k
Vi,j, d(a,a;) = d(bi,b;) < lla; — agll = [|bi — byl < lla; — a]* = |[b; — b||* &
& (i, ai) — 2(a;, a5) + (aj,a;) = (b, b;) — 2(b;, bj) + (bj, bj) &
& lail® = 2 (@i, a5) + llagl® = [[6:]l* — 2 (bi, by) + 1] &
< (ai,a;) = (b, bj)

Como L é linear e preserva os produtos escalares para os pares de vectores da base

{a1, as,...ax}, L preserva os produtos internos em geral, isto é, para todos os pares de
k k

vectores x,y € S: para x = . T;ia; €y =y .| Y;ia; temos

k k
(o) = > <Z% <ai,aj>>
i=1 =1
k ’ k k k
Lz = inLai = inbi , Ly = Z%’Laz’ = Zyibi
i=1 i=1 i=1 i=1
k k
(Lo, Ly) = Y <Zyj <bi,bj>>
i=1 j=1

logo (Lx, Ly) = (x,y). Se L preserva os produtos escalares dos vectores de S, entao L
preserva as normas e portanto é uma imersao isométrica (tal como no exercicio n° 11).
Que L é uma extensao de [ é consequéncia do sequinte lema:

Lema 16 Num subespaco afim S C R™ de dimensao k, qualquer ponto fica determinado
pelas suas distdncias a um conjunto de k + 1 pontos, {ag,a1,as,...,ax}, independentes
afim.

Prova. Sem perda de generalidade (passando ao subespago associado S — ag) podemos
supor que S é subespaco vectorial e que ag = 0: se x,y € S temos, por hipdtese que

]| = [[yll e que ||z —ail| = [y —ail , i=1,....k:
lz—ail* = |y—al’<
(r,x) —2(x,a;) + (@i, ai) = (y,y) —2(y,a;) + (a;,a;) &
2 2 2 2
[2]]" = 2(z, a;) + [|ail|” = |lylI” = 2(y, ai) + ||ai]|” &
(r,0;) = (y,a)



Se x ey tém os mesmos produtos escalares com os vectores da base, entao tém os mesmos
k
produtos escalares com todos os vectores de S: se w =Y ;| w;a;

k k
w0y =3 wi (w4 = S w {y,ai) = (y, w)
i=1 i=1
Em particular considerando os vectores de uma base ortonormada de S, {c1,ca, ...,k },

temos

(y,ci)ci =y
1

<$, Ci> C; =
1 )

k k
Tr =

(2

Os dois pontos sao iguais! m

Usando o Lema, podemos verificar que L é de facto uma extensdo de f: parax € X C
S, temos que d(x,0) = ||z|| = || f(2)|| = || Lz|| e d(f(z),b;) = d(Lz,b;) , Yi=1,..,k; se
verificarmos que de facto f(x) pertence ao subespago L(S), de que {by,...,b;} é uma base,
pelo Lema serd f(x) = Lx : ora, pela prova do Lema, é claro (independentemente de saber-
mos ou nao se f(x) € L(S)), que se ||f(x)|| = || Lz|| ed(f(z),b;) = d(Lx,b;), Yi=1,... k,
os produtos escalares de f(x) e Lz com qualquer vector w € L(S) sdo iguais: considerando
uma base ortonormada {ci,...,c;} de L(S) e estendendo-a a uma base ortonormada de
R™, {c1, ..., Ck, Cky1, ---Cn }, temos que

n k k

IF @) =" (flz).e)* = | Lal* = Y (La,e))® = Z (f(2),c:)”

=1 =1 1=

e portanto (f(z),c;) =0, i=k+1,...,n, ou seja f(x) € L(S).

A extensdao final a R™ de L é facil: seja {ai,as,...,a, dgi1,....,dn} uma extensdao
da base {ay,as, ...,a;} de S por um conjunto de vectores ortonormados e ortogonais a S':
estenda-se L considerando a base ortonormada anterior, {c1, ..., Ck, Ck11, ---Cpn }, € definindo
uma aplicagao linear J : R™ — R" por Ja;, = La; =b; , i =1,....k e Jdpr; = cpi , 1 =
1,...m—k.
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