Exercicio 1 (n° 19) Seja A um espago-afim e ay,as, ...a;, € A. Queremos provar que

k k
VAL .o s ER Z)\i =1, Zmi e A
=1 =1

Provamos por inducao em k. A inducao comega para k = 2, pela definicao de espago-afim.
Suponhamos provado para k— 1. Provamos para k: se Zle Ai = 1, um dos \; é diferente
de 1, digamos que é \,. Seja

Ora

=1 1=

Por hipdtese de inducao, b € A e pela definicao de espaco afim (1 —X\p)b+ A\pag € A. Mas
(1 = Xp)b+ Apa, € A = Nag + Aaas + ... + Apay,

Esta concluido o exercicio.

Exercicio 2 (n° 20) Seja A um espago-afim e a,b € A, arbitrdrios. Queremos ver que:

a) A—a={x—a:x € A} é um subespaco linear (vectorial), isto é, que é fechado para
a soma de vectores e para o produto de vectores por escalares; ou seja que
Ve,y € AFzeA:(z—a)+(y—a)=z—a
Ve € A, VAeER,zeA: Naex—a)=2z—a

Ora
(x—a)+(y—a) = z—aort+y—a==z
Mr—a) = z—ae X+ (1—-Na==z

Temos que x + 1y —a € A, pelo exercicio anterior ja que os coeficientes da soma sGo
+1,4+1,—1, e \x + (1 — N)a € A pela defini¢io de espago afim.

b)) A—a=A—-b. Que A—a C A—0, ou sejaNr € A, EIyEA:x—a:y—b: ora
r—a=y—b<=x—a+b=1y e de novo pelo exercicio anterior, v —a+b € A.
A inclusdo contrdria é perfeitamente andloga.

Exercicio 3 (n°21) Este exercicio tem uma resolugdo, por indugio em k, perfeitamente
andloga a do exercicio n° 19.



Exercicio 4 (n° 22) Sejam A C R™, B C R™ subespagos afim, a € A, b € B.

a) Seja L : A —a — B — b uma aplicagao linear; a aplicagio Ap, : A — B definida
por Ap(x) = L(x — a) + b é uma aplicagdo afim: sejam x,y € A e X € R ; queremos ver
que

ArAdz+(1—=XNy) = Mz +(1—-NAry

Ar(dz+(1—=XNy) = L((dx+1-=XNy)—a)+b=LANz—a)+(1—=N)(y—a))+b=
= M(z—a)+(1—-NLly—a)+b=
= ML(x—a)+b)+(1—=XN)(L(y —a)+b) =
— Mz + (1 - M)Ay

b) Seja f: A — B uma aplicagdo afim; Ly : A —a — B — b definida por Ls(x) =
f(z+a)—f(a) é uma aplicagdo linear e Ar, = f: queremos ver queVx,y € A—a , VA € R,
Lz +y) = Lg(x) + Ls(y) € Lp(Ax) = ALs(x).

Li(x +y) = f(z+y+a)— fla) = [f((x +a) + (y + a) —a)] — f(a)

Ora (x+a)+ (y+a) —a é soma de trés elementos de A com coeficientes +1,+1,—1, logo,
como [ € aplicagao afim e pelo exercicio n°21

flx+a)+y+a)—a) = flz+a)+ fly+a) - f(a)

FEntao

Li(x+y) = [fle+a)+ fly+a) - fla)] - fla) =

Analogamente temos

Li(Az) = fr+a) = fa) = [f(Mz +a) + (1 = ANa)] - f(a) =
(Af(z+a)+ (1 =N)f(a)] - fla) = Af(z +a) = Af(a) =
= AM[f(x+a) = fla)) = ALy (x)

Finalmente temos que

A (x) = Le(x—a)+b=[f((z —a)+a) = fla)] + b=
= fl@) = fla)+0

tomando b = f(a), temos o resultado.

Exercicio 5 (n° 25) Se a,b € R™ com a # b, entéo B = {x: d(z,a) = d(z,b)} é um
hiperplano de R": recorde-se primeiro que, como estd escrito nas notas antes deste exer-
cicio, um hiperplano H C R™ é dado por

H={zeR":(z—a,b) =0} ={x € R": (z,b) = (a,b) =t}
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em que b é um vector ortogonal ao subespago linear H—a , a € H, paralelo a H (podemos
tomar [|b|| = 1), ou seja, é o conjunto dos pontos que tém a mesma projeccao sobre um
determinado vector b.

d(z,a) = d(z,b) & |lz —a| = |lz = bl| & [l& — al* = [J= — b||*
& (r—a,x—a)=(r—bx—0b) &
& (z,z) —2(a,x) + (a,a) = (x,x) — 2( )—l—(b,)
& —2{(a,x)+2(bx) =2(x,b—a) = —(a,a) &
& (:c,b—a)sz:< b+a><:>

(s

(x,b—a>—<b—'2—a,b—a>:0<:>

& <x—b—|2—a,b—a>:0

Temos portanto que B é um hiperplano que passa pelo ponto médio do segmento ab,
e é ortogonal ao vector b — a.

b+a

Exercicio 6 (n° 26) Seja H um hiperplano em R". Todo x € R" se pode escrever
de forma tnica como x = y+z comy € H e zL (H —vy): seja H dado por H =
{yeR": (y,b) =t} com ||b| =1 eb L H—a, a € H (recorde-se, exercicio n° 20 b),
que H—a = H —y , Yy € H); dado x € R", considere-se a projec¢io de x sobre b,
pri = (x,b) b, e faga-se z = pr{ —tb = ({(x,b) — t)b; faga-se finalmente y = x — z; é claro
que z, sendo um maltiplo escalar de b é ortogonal a H — a; resta ver que de factoy € H,
ou seja que {y,b) =t:

<y>b> = <I‘—Z,b> = <£L‘— ((‘T b> _t)b’b> =
(z,0) = (({x,b) = t)b,b) = {x,b) — ((z,b) —1) (b,b) =
(,0) = ((x,b) = ) |b]|* = (&,b) — ((x,b) —t) =t
Que a decomposicdo € unica: sex =y+z=y +2 comy,y € H ez, 2z 1 H—1y, temos

que por um lado z — 2" =y —y e, por outro,(z — ') L H —y ou seja (z — ',y —y) = 0:
mas entao ||z —2'|| = ||y —y|| =0 e portanto z — 2/ =y —y =0, logo z = 2 ey =1y'.

-1
—t

Nota 7 (Definicao de Ry) Nas notas estd definida a reflexao Ry num hiperplano H C
R"™: para x € R™ escrito nas condigoes anteriores como x =y + z, definimos

Ryr=y—=z

Podemos verificar facilmente que Ry € I(R™): sejam x =y+2z ex’ =y + 2’ dois pontos
arbitrdrios, com aquela representacio: queremos ver que ||z — 2’| = ||[Ryx — Ry2'|| <



|z — ’H2 = |Ryz — Rua'|)?; ora ||z — 2'|° = ||(y — ) +(z=2)|? e z— 2 ¢é ortogonal
ay—y'; se tivermos dois vectores ortogonais A, B, é claro que

|A+B||> = (A+B,A+B)=(A,A) +2(A,B)+(B,B) =
(A, A) +0+(B,B) = | A" + || B|”

Temos entao que
2 2 2
lz —2'II" = lly =/ II" + |l = &
Analogamente, Ryx — Rya' = (y — z) — (v — 2') logo
1Raz — R = (v — o) + (&' = 2" = lly = ¢/I” + |2 = 2|

e como ||z — Z|| = ||2' — z|| temos o resultado.
Podemos wverificar também que Ry € isometria, usando directamente as expressoes
analiticas a deduzir nos exercicios n° 28,29.

Exercicio 8 (n° 28) Por defini¢ao, para xt =y+z comy € H e z L H—y, Ryr =
Yy —z = x — 2z; basta-nos recordar como no exercicio anterior obtivemos z: z = pry —tb
({(x,b) —t)b, com z L. H —y e ||b]| = 1; entdo

Ryx =2 —2z=a—2((z,b) — t)b
Como agora estamos a supor 0 € H, ét =0, logo temos a féormula pedida.

Exercicio 9 (n° 29) E uma generalizacio imediata do exercicio anterior: se
H ={z: {a,z) =t}, basta substituir a pelo vector unitdrio b = a/a:

0e) =t (qipe) = o @2 = 7

lall

logo H = { <|Ia\| , x> = ”fT”}, substituindo na férmula do exercicio anterior a por a/ ||al|

et port/|all, obtemos

Ryr = x—2z=x—2((z,b) —t)b=

(< a > t a
= -2 (=, — =
lall /- lall / [lall

1 a
= :U—QW((x,a)—t)w—
= 2-2((z,a) — 1) H;LHQ &

Ryxr = x—2({x,a) —1t)

que é a formula pretendida.



Exercicio 10 (n° 33) Este exercicio dd a prova de um teorema essencial (Teorema 32
das notas) no estudo das isometrias dos espagos euclidianos. Vamos comegar por estab-
elecer um resultado que é uma varitagao, e consequéncia, do Teorema 16:

Lema 11 Seja A C R™ um subespago afim de dimensao k e f : A — R™ uma imer-
sao isométrica; entao f é completamente determinada pelas imagens de k + 1 pontos
ag, a1, ..., ar € A, independentes afim.

Prova. Note-se que A é naturalmente isométrico a R¥;seja S = A—ag o subespaco linear
associado a A: tem dimensdo k e uma base serd {b; = a; —ao},_ 5 ;- Seja {citi_y, 4
uma base ortonormada para S (que pode ser obtida da base {b;} pelo processo de Gram-
Schmidt ); é claro que g : R¥ — S dada por (1,13, ..., 1)) — Zle x;¢; € uma isometria
linear (portanto um isomorfismo linear); considere-se h = T,,g que é isometria entre R*
e A e sejam a, = h™'(a;) , i = 0,1,...k (aj = 0), que sao independentes porque g
é isomorfismo linear; pelo Teorema 16, a imersio isométrica j : R¥ — R" dada por
Jj = foh fica completamente determinada pelas k + 1 imagens j(a;) , i = 0,1,...,k:

entio se f' : A — R" fosse outra imersao isométrica com f'(a;) = f(a;) teriamos
foh(al) = f oh(a;) logo foh= foh: compondo & direita com h™' temos que f = f.
|

Seja f € I(R™) tal que a sua restri¢io a um subespaco afim, A, de dimensao n —r é
a identidade (f fixa A); a prova é feita por indu¢ao em r:

Ser =1, temos que A é um hiperplano; sejam ag,a, ...,a,—1 € A , n pontos indepen-
dentes afim e seja a = a, ¢ A. Se f(a) = a, entdo f fixza os n + 1 pontos independentes
afim ag, ay, ..., 0, _1,a, € portanto, pelo Teorema 16, f = id que é o produto de 0 < 1
reflexoes em hiperplanos. Se f(a) = b # a, seja H o bissector ortogonal do segmento
ab, que é (exercicio n° 25) um hiperplano pelo ponto médio e ortogonal ao segmento. Se
x € A, temos que f(x) = x e portanto d(x,a) = d(f(x), f(a)) = d(x,b) ou seja, x € H:
entio A C H e portanto A = H. Considere-se g = Ry f: como f e Ry fitam A = H,
entao g fixa H; além disso é claro que g(a) = Ry f(a) = Ryb = a: estamos pois no caso
anterior e portanto g = id: entio f = R, = Ry ou seja, [ é uma reflexdo no hiperplano
A.

Por hipétese de indugao suponhamos provado para r e provemos para r+1: seja entao
A um espaco afim de dimensio n — (r +1) =n —r — 1 e sejam ag, a1, ...,a4,_r—1 € A,
n —r pontos independentes afim e seja a = a,_, ¢ A. Se f(a) = a, entdo como f fixa os
n—r-+1 pontos ag, ay, ..., 0p_r_1, an_r, pelo Lema, [ fiza o subespaco afim B de dimensao
n — r,gerado por esses pontos: por hipdtese de inducao parar, f = Ry, Ru, ,...Ru,Ru,,
em que H; , i =1,...,k sao hiperplanos que contém B, e portanto A, ek <r <r+1. Se
f(a) = b # a, consideremos como antes g = Ry f, em que H é o bissector ortogonal de ab:
entao g fiza B e, como atrds, g = Ry, Ry, ,...Ru,Ru,: entao f = RyRy, Ry, ,...Ru, R,
é o produto de k + 1 < r + 1 reflexoes em hiperplanos que contém A.



Exercicio 12 (n° 34) Seja f € I(R") e Hy, Ho, ..., H; hiperplanos tais que

J = Rp, Ry, ,..Rp,Ru,; entao [ é directa ou inversa conforme j é par ou impar,
respectivamente; recorde-se que f diz-se par ou impar, conforme a sua parte ortogo-
nal tem ou nao determinante 1: se f = T,L com L aplicagao ortogonal, f é par se
L € SO(n) & det L =1, caso contririo (L € O(n) — SO(n) < det L = —1) f é impar.
Comecemos por ver que a parte ortogonal do produto de duas isometrias é o produto das
partes ortogonais: dadas f,g € I(R™), com [ =T,L , g="T,M , L,M € O(n), temos
que Vx € R"

gf(x) = TyM(Lz+a)=Ty,( MLz + Ma) = MLx + (Ma+b) =
= MLx+c=T.MLx , (c=Ma+Db)

Pela unicidade da decomposicao em parte ortogonal e translag¢ao, temos provada a afir-
macao anterior.

Como a aplicagao O(n) — {£1} dada por L — det L é um homomorfismo de grupos
(& SO(n) é um subgrupo normal de indice 2), temos que o produto de duas isometrias
directas ou o produto de duas isometrias inversas é uma isometria directa, e que o produto
de uma isometria directa com uma inversa é uma isometria inversa. Em face disto, para
resolver o exercicio basta-nos verificar que uma reflexao é uma isometria inversa: seja
H C R™ um hiperplano e S = H —a , a € H o subespago linear associado; como se
observa nas notas, antecendo o enunciado do exercicio, se {ay as,...,n_1,0,} € uma base
ortonormal de R™ tal que {ay as,...,an—1} é uma base para S, Rs € O(n) e a sua matriz
relativamente aquela base é

: 0

-1

logo det A = —1; temos, assim, que Rg é uma isometria inversa; ora, verifica-se facil-
mente que Ry = T,RsT o: sex=y+zcomye Hez 1L S, T x=x—a=(y—a)+z,
logo, pela definicao de reflexiao, RsT_.x = (y—a)—z, e entdo T,RsT_,x = [(y — a) — z]+
a=y—z= Ryx. Temos entio que Ry = T,RsT_, = T,Rs , (b =a+ Rg(—a)), logo
Ry € uma isometria inversa.



