Exercicio 2.1 - 8)

Queremos provar que se & é uma isometria do plano e | é uma recta, entdo existe

uma recta m tal que para todo o ponto P de I, o ponto médio do segmento Pa(P) estd
em m (Teorema de Hjelmslev).

Pela resolugdo do exercicio 36), sabemos que as isometrias de R* sdo de quatro
tipos: translacgoes, reflexdes, rotagoes ou reflexdes deslizantes.

Convém, antes de mais, notar que qualquer isometria envia pontos colineares em
pontos colineares (e portanto rectas em rectas).

Sejam A, B, C € L.
4 € BC = |B4| +|4c| = |BC]
Como « é uma isometria, entdo « preserva distdancias, logo:

= |le(Bya(4)| + |a(Da(C)| = |e(B)a(C)
= o4) € a(B)a(C)

Vamos, entdo, mostrar a existéncia da recta m para cada um dos tipos de isometria
2
de R”.

a) Se a é uma reflexio, R,.(]) :

Por defini¢cdo de reflexao em 9R2, uma reflexdo numa recta r, envia cada ponto P no
seu simétrico, P’ = ¢(P), relativamente a 7.

Assim, se [ = r, entdo P’ coincide com P e portanto, a recta m pedida € a propria
recta [.

Se I # r, entdo P r e P’ ¢ determinado pela condi¢do de » ser a mediatriz do

segmento PP' e, portanto » passa por todos os pontos médios de Pa(P), V' Pe [; logo
a recta m procurada ¢ a recta de reflexdo r.
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b) Se a é uma reflexio deslizante:

Por definicdo, se a ¢ uma reflexdo deslizante, entdo o = R,T, = T,R, em que a ¢

um vector paralelo a recta s.

Consideremos a seguinte figura, onde P ¢ um qualquer ponto de /:

Sejam S o ponto de intersec¢io da recta s com PRy(P) e M o ponto de intersecgo
da recta s com Pa(P). Como Ry(P) ¢ a reflexdo de P na recta s, em consequéncia da
defini¢ao de reflexao, ||PS || = ||SRS(P) ||

Considerando os tridngulos A/PSM] e A[PR(P)a(P)], como ||PRS(P) || =

2||PS || es// RsiP)aiP ) (por defini¢io de reflexdo) entdo, em particular, SM //

R (P)a(P) logo pelo Teorema de Tales ||Poc(P) || =2 || PM || e, portanto, M € o ponto

médio de PaiP}.

Assim sendo, como para todo o ponto P € 1, o ponto médio de Pa(P) pertence

a s, s passa por todos os pontos médio de Pa(P) e, portanto, a recta m procurada ¢ a

recta de reflexdo s, da reflexdo deslizante.

¢) Se o € uma translacao, 7,(1):

Pela resolugdo do exercicio 36), sabemos que se « € uma translagdo pelo vector a,
T,(1), entdo (l) ¢ uma recta paralela a /.

Sendo P, um qualquer ponto da recta /, o segmento Pa(P) tem de comprimento
]
Considerando, agora, uma outra translacdo de /, mas pelo vector %, T.o() = a’(l),

obtemos uma outra recta, /’’, que € paralela a / e, portanto paralela tambéma /’.



, assim como o

, a
Por seu lado, o segmento Pa'(P) tem de comprimento @

segmento a(P)a'(P), podemos entdo concluir que a’(P) € equidistante de P ¢ de «(P),
VP el
Concluimos, entdo, que «’(l) passa por todo o ponto médio do segmento Pa(P),

VP € l; e portanto «’(l) é a recta m procurada.

d) Se a é uma rotacao, R(A4,0):

e 1.°Caso:
Consideremos o caso em que A €/.
Sejam Pel, a(P)=P' ¢ A=1Na(]).
Tomando a recta b como a bissectriz do angulo €, vamos provar que a recta m

procurada ¢ b.

Como AP = AP', porque o« ¢ uma isometria, entdo o triAngulo [APP'] ¢
isosceles. Deste modo b intersecta o lado [PP'] no ponto médio M, uma vez que b é a

bissectriz do angulo 6.




° 2.° Caso:
Suponhamos agora que A ¢/ .

Aqui, temos duas situacdes:

i) Se a recta / passa na origem do referencial, O:

Temos entdo que:
a=R(4,0)=T,R(O,HT ,=T,,,R(O,0),onde a'=R(0,0)(—a) e Ocl.

Assim sendo, R(O,f) ¢é o caso anterior; ¢ portanto, o ponto médio, M, do
segmento que une um qualquer ponto, P, da recta /, a P’ = R(O,6) (P) pertence a
bissectriz, b’, do angulo 6.

Teremos agora de considerar, a translagdo de P’ segundo o vector (@ +a'), P’ =
a(P).

Vejamos a seguinte figura:

ol

Considerando o tridngulo [PP’P’’]; se transladarmos o ponto M segundo o

vector (a+a')/2 obtemos o ponto M’, que ¢ o ponto médio de PP'', uma vez que PP'

=2PM ¢ P'P" // MM', entdo pelo teorema de Tales PP" = 2PM', isto ¢, M’ é o
ponto médio de PP"' = Pa(P). Logo a recta m procurada, € a translagdo de b’ segundo

o vector (a+a')/2.



ii) Se a recta / ndo passa na origem do referencial, O:

Neste caso, transladarmos a recta / para a origem, segundo o vector RO, onde R
¢ um ponto da recta /, uma vez que assim obtemos a situag¢do anterior i) e, procedemos

de igual modo, obtendo, portanto uma recta » (paralela a bissectriz); assim sendo, basta

transladarmos a recta » segundo o vector OR para encontrarmos a recta m procurada.
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