Algumas definic6es necessarias para a resolucao do
exercicio 35

Definicao de Grupo:
Seja * uma operagao binaria em G. Diz-se que (G,*) ¢ um grupo sse * ¢ associativa, G tem
elemento neutro e todo elemento de G tem inverso.

Defini¢ao de Subgrupo:
Sejam (G,*) um grupo e Hc G. Diz-se que (H,*) é um subgrupo de (G,*) sse H é
fechado para * e (H ,*) ¢ um grupo.

Proposic¢ao:
Seja H um subconjunto de um grupo G, H ¢ subgrupo de G sse as trés condigdes seguintes
sdo verificadas:

1. H ¢ fechado para a operacao de G,

2. o elemento neutro de G pertence a H;

3. o inverso (em G) de qualquer elemento de H também pertence a H.

Definicao de Subgrupo Normal:
Seja H um subgrupo de G; diz-se que H ¢ um subgrupo normal de G sse as classes laterais

esquerdas e as classes laterais direitas de G coincidem, isto ¢, sse para qualquer a€ G se
tem aH=Ha, em que aH={ah:he H}.

Proposic¢ao:
Seja H um subgrupo de G; entdo as condigdes seguintes sdo equivalentes:
1. YaeG:aH=Ha,

2. YaeG:aha' eH.

Definicio de Homomorfismo:
Sejam (G ,* ) e (G,, *,) grupos e f: G — G, ; diz-se que /¢ um homomorfismo

( de grupos) sse para quaisquer x,y € G , f(x*,y)=f(x) *, f{().

Definicao de Isomorfismo:
1. Um isomorfismo ¢ um homomorfismo bijectivo.
2. Diz-se que G e G, sdo isomorfos sse existe um isomorfismo de G em G ,.



Teorema Fundamental do Homomorfismo:
Sejam f: G — G, um homomorfismo; entdo f passa ao quociente G /Ker (f) e a

aplicagao E G,/ Ker(f)— Im(f) ¢ um isomorfismo.
xKer(f)— f(x)

Definicao de Grupo Quociente:
Se H ¢ um subgrupo normal de G, chama-se grupo quociente de G por H (notagao
G/H) ao grupo formado pelas classes laterais de H com a operagdo * definida por A*B=A4B.

Definicao de Produto Directo:
Chama-se produto directo dos grupos (G,, *, ) e (G,, *, ) ao grupo (G, x G, ,*),
em que * ¢ definida por (a,b) *(c,d)=(a* c,b*, d).

Resolucao do Exercicio:

Exercicio 35:

(a) O objectivo desta alinea ¢ mostrar que:
i. O conjunto das translagdes 7 c I(!R") € um subgrupo normal de /(R");

ii. T éisomorfoa R";
iii. I(R")/T éisomorfo a O(n).

i. T é um subgrupo normal de /(R") se e s6 se 7' € um subgrupo de /(R") e
Vgel(R"):gT =Tg emque gT ={gT,:T, €T}, isto ¢,
VgeIR')VT,eT:gT,g' T

e T ¢um subgrupo de /(R") sse:

(1) T ¢é fechado para a operagao induzida do grupo /(R");
v71,,1,eT:TT, =T,,€T
(2) O elemento neutro de I(R"), id : R" — R" ¢é ainda o elemento neutro de 7T :
X =X



I,(x)=x+0=x=id(x).
(3) VT, eT:T.' =T aindapertencea T
Por (1), (2) e (3) T ¢é subgrupo de /(R").

e Vamos agora provar que o subgrupo 7' ¢ normal:

VgeR"')WT,eT:gT,g" T
VxeR"
(eT,g )x)=(T,)T(T,L) " )x) = (T,L)T, (LT ))x) = (T,LT,L"'T ,)(x) =

Pelo Teorema 14 (g =T7,L) porque a composicao de fungdes € associativa
=(T,LT, L") (x—a)=(T,LT,) (L' (x)— L' (a)) = (T, L)L (x)- L' (a) +a) =
Pelo exercicio 11 (L ¢ uma aplicacao linear)

=T (LL'(x)-LL ' (a)+ L(@)) =T, (x—a+ L(a)) =T(x—a+ L(a)+a) =
=T(x+L(a)) = TL(a)(x) eT

Portanto L é um subgrupo normal de 7/(R").

ii. 7 é isomorfo a R" se existir um isomorfismo entre 7 e R" .

a: R —> T
a = T,

Consideremos

a ¢ um isomorfismo sse

e o ¢éum homomorfismo, isto é, Va,a'e R" : a(aa') = a(a)a(a'")
- a(a+a)=T,, =T,T, = a(@)a(@)

e o ¢ bijectiva
- a ¢injectivasse Va,a'e R" :a(a)=a(a')=>a=a

aa)=a(a)y=T,=T,



VxeR": T (x)=T,(x)&x+a=x+a'<>a=ad
-a ¢ésobrejectivasse (VI, e T)(VaeR")(IbeR"):a(b) =T,
ab)=T, =T, =T,
VxeR":T,(x)=T,(x) &x+b=x+ab=a
Basta tomar a = b para que se verifique a igualdade.
Portanto, a é um isomorfismo e 7T ¢ R" sdo isomorfos.
iii. Seja

f: IR") > On)

TL +— L

um homomorfismo (vamos provar mais tarde).

Pelo teorema fundamental do homomorfismo temos que:

f: IR")IT > O(n)
al — f(a)

¢ um isomorfismo, onde 7 =ker f e Im f = O(n).

Portanto, para mostrar que f_ I(R")/T — O(n) éum isomorfismo, basta mostrar
que:

(1) f'¢ um homomorfismo;

2) T=kerf;

(3) Im f = O(n) (basta mostrar que /¢ sobrejectiva).
(1) ¢ um homomorfismo porque

(Vy, ' e I(R")(Vx e R f((y")(x) = f (T, LUT,L'))(x))

Teorema 14
Va,a'e R" e VL,L'e O(n)



ST LT, avL'))(X))F S(TLT, L)) = f(TLT,(L'(x) = f(T,L(L'(x) +a)) =

Porque a composi¢do de fungdes € associativa

= f(TL(LL')(x) + L(a)) = f(T, (LL'(x) + L(a)) = f((LL)(x) + L(@) + @) = [ (T} 4y, (LL')(X))) =
= (LL)(x) = L(x)L' (x)

(2)
Kerf ={T, e T,L e O(n):y(T,L) =id,,}
= {Ta el,LeO(n): L= idom} =T
Logo, Kerf =T.
3)

Imf={vVL'eOn)AT,LeI(R"):L'= f(T,L)} =
={VL'eOn)AT,LeI(R"):L'=L}

Basta tomar L’=L para que a fun¢o seja sobrejectiva.

(b) Nesta alinea, queremos provar que nao existe um isomorfismo entre I(R") e o produto
directo dos seus subgrupos Te O(n) ,( TxO(n)={(T,,L):T, e T,L € O(n)} ).

Vamos, para isso usar a redugao ao absurdo;
Suponhamos que existe um isomorfismo @ :7x0(n) — I(R").

Seja (T,,L) e TxR", entdo temos:

o(T,,L) = plid, L)p(T, ,id) = fg
emque f,g € I(*R") mas por outro lado,
o(T,,L) = (T, ,id)p(id, L) = gf

Se ¢ ¢ um isomorfismo a cada objecto corresponderd uma Unica imagem, ou seja
teriamos que ter fg = gf ,mas isto nem sempre ¢ valido para todas as isometrias.



Por exemplo, seja /= T, ;e g=R_,

/(0,0) =R, _,(T,,_,,(0,0))= R _,(2,-1) = (-2,-1)

12(0,0)=T,_, (R,_,(0,0))=T,_, (0,0)=(2,-1)

Logo ndo pode existir um isomorfismo entre I(*R") e o produto directo dos seus subgrupos
Te O(n).
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