Algumas defini¢des necessarias para a resolugcdo dos exercicios 53 e 54:

Um shear, S, com eixo a recta m ¢ a aplicacdo afim que fixa m e envia um ponto P em P’

tal que PP ||m.

Um strain, T, , com eixo a recta m ¢ a aplicagdo afim que fixa m e envia um ponto P em P’

tal que PP° L m.
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Resolucao:



Atendendo a associatividade do produto matricial, vamos comegar a verificagdo pelo

produto das duas ultimas matrizes:

(al 1a12 + a’21a22)
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EXERCICIO 55: Provar que um shear no eixo dos xx, S

produto de strains e similitudes.

Para resolvermos o exercicio recorremos ao

(a11a12 + a'218'22)

(a8, —a,3,) —
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livro Martin, George E., Transformation

Geometry — Na Introduction to Symmetry, Springer-Verlag

E-nos dada pelo autor a seguinte factorizagio:
S,=LoT, el

X'=X+Yy
Syid (shear)
y=y
" 5—J§X+5—3J§y
L, : 20 20 (similitude)
L =5+43/5  5-45
y= X+ y
20 20
T - X'= 3+45 X .
g 2 (strain)

y'=y

S€ pode €SCrever Como um



= 2x+ (1445
L1 K+ (1+S)y (similitude)
y:—@+J§%+2y

A confirmagdo matricial da factorizacdo sera apresentada no final do exercicio
Por agora vamo-nos debrugar sobre o seu significado geométrico.
Representacdo geométrica de S, :

X'= X+ , N PR !
S,: ' tem a seguinte representacao matricial: 0
y=y

Sejam i =(1,0) e j=(1,0) vectores da base canénica de R>

Sx(i)[(l) ﬂé} _(10)

sﬁ):[ﬁ, {.ﬁ}(l,l)

€ portanto:

S .

X *

[

Sx0)

1 1: SX(I)

Representagao geométrica de L, :

W:s_vgx+5_3J§y
20 20
wz—5+3J§X+5—J§y

20 20

L, ¢ uma similitude de equagdes:




Vamos escrever L, como o produto de uma rotagio R(0, ) por uma homotetia D(0,k ), por

1sso sera necessario calcular o e « .
Comecemos por « .
A forma mais simples de calcularmos i, seria considerarmos o comprimento de L, (i) ou

L,(j). A norma de L,(i) , Ll(im ¢ igual a norma de D(0,k)(i), D(O,k)(i]

R(O, a) ¢ uma isometria, logo preserva distancias.

545 —5+3\/§J

20 20

, Visto que

L (i)=L, (1,0):[

”Ll(i)”_\/(s—ﬁjz{—swﬁjz :\/25+5—10J§+25+45—30J§:\/5_2\/5

20 20 20° 20

5-245

20

L,(i)]=[D(0,k)i)|=k.1=

RN R
o 20

Como L, = R(0,2)o D(0,k) entdo

5-45  5-345

Logo,

Kk + cosa =sena)_ 20 20 (representagdo matricial deL,)
Sseha cos«a —5+3\/§ 5—\/5 P :
20 20

€ portanto:



5-45
Cosa ZL
5-4/5 5-245 5-34/5 5-245
kK.cosg =——— .cosq =
20 20 20 20
< =
k.sen _=5+3Y5 5-2V5 se _-543V5 -5+35
20 20 20 sena =20
5-245
20
a = arccos 5_\/5
V20.4/5-24/5 a=3171°va=-3171°
=
54345 a=3171°va=121,71°
o = arcsenf| ———
J20+/5-24/5
La=31,7°

L, =R(0.2)o D(0,K) , k = _220*5

,a=3171°

Estamos agora em condi¢des de representar geometricamente L, (I) e L(j):

R(0,2)o D(0,k i)
R(0,2)o D(0,k)j)

D(0.k)i) = k.(1.0) = (1/ 5 ‘sz ,oj -

5-245

20

|

D(0,k)(j)=k.(0,1)= [0,

(0.16,0)

= (0,0.16)

O que equivale a seguinte representagao:

0.2

0,16

D(0,k)(j)
D(0,k)(i)

0,16' 0.2



Rodando a figura um angulo de 31,71°, obtemos uma aproximagdo do que serd a

representacdo geométrica de L;:

0.2

Li(j) 1

La(i
%‘(l)

2 4

20

0L 0055 e

20 2

L)L 0 5 )

Representacdo geométrica de Lo:

x'=2x+(1+\/§)y
y'= —(1+\/§)x+2y

L, ¢ uma similitude de equagoes: {

Vamos escrever L; como o produto de uma rotagao R(0, a') por uma homotetia
D(0.,k).

O calculo de a'e k’ ¢ efectuado de forma anédloga ao célculo em L,. Portanto:
L, () =L,(1,0) = 2-(1+5))
IL, (0 =y 4+ (-1 +4/5)) =4+1+5+245 =10+245 =k'1

Ok'=410+24/5

Como L, =R(0, a') 0 D(0,K),

cos o —senaj_ 2 1+\/§
a5 2

entdo, k' x
sena  cosa

j(representagﬁo matricial de L)



2
cosg'= ——

{k'.COSO{'ZZ 1/10+2\/§_cosa':2 \/10+2\/g

= = =
.sena'=—{1++5) V104245 sena'=—(1+v5) | seng'e = 1445
104245
e portanto: a'= arccos#
V10+24/5 a'=58,28va'= —58,28°
= =
, —|1++/5 a'=—58,28%va'=—148,2°
o = arcsen
104245
o'z —58,28°

L,: R(0, ') 0 D(0.k”), k'=410+25 , a'=—-58,28°
Estamos agora em condigdes de representar geometricamente L, (i) e LZG)

L,({) =R(0, a') o D(0,k*)(i)
L,(j) =R(0, o) 0 D(O,k’)()

D(0.k")({) = k’(1,0) = (V10 +2+/5 ,0) = (3,8 ; 0)
D(0.k’)(j) =k’(0,1) = (0,4/10+2+/5 ) = (0 ; 3,8)

O que equivale a seguinte representagao:

3,84 D(0.K)()

D(0,k") (i)

A

2 3.8

Rodando a figura anterior de uma angulo de = -58,28°, obtemos uma aproximagao
do que sera a representacdo geométrica de L,:

L, = L,(1,0) =2, -(1+v/5)) = (c1, ¢2)
L,(j) = L,(0,1) = (1+4/5,2) = (di, d>)



d'y=d, 2 o _____ L,(j)

-58,28°

-1 :

2 i

4 3

crel La(i)
Representagdo geométrica de Ty o Lo:
.3+ J5 X
Ty é um strain no eixo dos yy com as seguintes equagdes: x’=<" 2
y'=y
Ty(0) =(3 S oJ
2

T}’(J) = (0 ’ 1)

e portanto Ty pode ser representado graficamente desta forma:

14 T,0)

T(0)

L4

O que quer dizer que se se aplicar Ty a um vector v, a componente horizontal de v
3+4/5

sera multiplicada por ao passo que a componente vertical do vector v ndo ira sofrer

qualquer alteragdo. E se atendermos ao grafico de Ly:



5- f

Componente horizontal de L(i) =a; = ——— = cos(31,71°)x 0,16, e portanto, componente

3+4/5
horizontal Ty o Ly(i) = 2\/_ x2=3+45.

Como a componente vertical de Ty o L,(1) permanece inalterada, temos que Ty o Ly(1) = (¢’;

,¢) =345, =1-4/5)=(c’1, ¢%).
3+.4/5

2

Do mesmo modo, componente horizontal de Ty o Lo(j) = x d; =

3t \/_X(l‘f‘\/_)

Como a componente vertical de Ty o L,(j) permanece inalterada, temos que Ty o L»(j) = (d’;
3+
,d) = L 35 1445), 2} = (1, d%).

Portanto, Ty o L, terd a seguinte representacdo grafica:




L() T, oLy (i)

d'2=d2 21

C'y=C, ¢ - ___ A >

Para finalizar a 1*parte do exercicio, falta aplicar a Ty o L, a similitude L;.

ﬁ o = arccos i a €1°Q, portanto
20 > \/E /—5_2\/§ ) ’ )

L;=R(0, a) o D(0,k) com k=
a=3171°.

Aplicar L a Ty o L, significa multiplicar por k os vectores Ty o L,(1) e Ty 0 Ly(j) e
em seguida aplicar aos vectores uma rotacdo de a em torno da origem. E portanto:

D(O,K)oTyoL2(i)=k.(3+x/§,—1—\/§)=W/5_220\/§(3+\/§,—1—\/§)=

D(O,K)oTyoL2(j)=k{3+\/§><(1+\/§),2]:1/5_22()\/5(3+2\/§x(1+\/§),2}:

2

[ [5-245 3445 5-245 | . _
_{ T (++/5),2 = ]_(fl,f2)=(1,376,0,32)

Como a rotacdo R(0, a) ¢ uma isometria, a norma dos vectores (e;,e2) € (f1,f2)
permanecerao inalteradas com a aplicacdo da rotagao em causa. Podemos desta forma
avangar para o calculo das normas em questao:




o, oL, D00 K)0T, oL, - (\/5;2{5 mfs)] {,/5-;{5 .<_1_fs>j .

=\/5_2\/5.(9+5+6\/§)+5_2\/5.(1+5+2\/§) =\/5_2‘/§(9+5+6\/§+1+5+2\/§)=
20 20 20
100+405 -40Y5-80 _

B \/5_22(;/g (20+8\/§):\/ 20

LT 0L, (] = [P(0.K)oT 0L, ()] = {,/5‘2205 .(3+2\/§j.(1+\/§)J {2 5‘220ﬁ J -

_ [5-2V5(9+5+6V5 .(1+5+2\/§)+4.5_2*/§=
20 4 20
_\/(45+25+30\/§—18\/§—10\/§—6OX6+2\/§)+5—2\/5_\/(10+2\/§X6+2\/§)+5—2\/§
80 20 80 20
_\/60+20\/§+12\/§+20+80—32\/§_ 160 _ >
80 80 80

E assim, podemos representar D (0, k) oT, oL, daseguinte forma:

€4 ____T

com || (el,e2)||=1 e || (f,, f2)||=ﬁ

Antes de aplicar a rotagdo, vamos calcular o dngulo que o vector (el,ez) faz com o eixo

dos XX:



€4 7=

£ como angulo orientado € 4° quadrante.
& & _, _ ls-245 (-1-@):‘/5_2*/5(_1_*/5)x‘/5_2*/§:
1 ? 20 \/% 5_2\/5

sen f=——2—

||(e1,ez)||
:(5_2ﬁ). (_1_\/5): —5-5J5+2J5+10 _ 5-345 C seng
V20 -+5-245 V20 45-245  V20-4/5-245

Como «a € 1° quadrante, entdo o = -/
Pelo que a rotagdo R (0,) ira rodar em torno da origem o vector (g,,€, ) até este se

tornar num vector horizontal (paralelo ao eixo dos Xx).

Estamos portanto em condigdes de representar graficamente a aplicagdo L, o T oL,

LT °Ly()

N

0.5

L,°T,°Ly(i)
Y

|4

0.5

Pelo factode L, oT oL, (I) ser um vector paralelo ao eixo dos XX, com norma 1, tendo
como o ponto de aplicagdo a origem, posso concluir que L, o T oL, (i)= (1,0)

X *

|| L,oT, oL, (]) ||=\/5 e portanto para mostrar que L, o T oL, representa o shear S

11 ) : : .
{O } , € necessario que a componente vertical € horizontal do vector L, o T oL, (j)

tenha o valor 1, ouseja, L, oT oL, (j)=(11).



Como || L,oT, oL, (j) ||=\/§ , € suficiente provarmos que uma das coordenadas do

<. 2
vector em questdo tenha valor 1 ( pelo teorema de Pitagoras (\/5 ) =1+ 022 =

e’ =1).

DOK)-T, oL, ()= [/5 220\/_ 3+f( )2 5—220\/§J

cosa - senaj

R (0,&) tem a seguinte representagdo matricial:
sena  cosa

5—2\/5_3+\/§.(1 J5)
cosa —Sena 20 2 + _ .
Pelo que —L1°Ty°Lz(l)

sena  cosa 5 5-24/5
20
. V5-245 3+4/5 5-245
h( L,oT, oL = . . . _ .
( 1 y 2(J) ) cosa 20 5 (l+\/§) sena -2 20
com:
5-5) ~5+345

Sena =

J5-245 420 V20 f5-245

Portanto a componente horizontal do vector L, o T oL, (j)=

CoSax =

5 ﬁ 2f 3+f [+ 5- 3\/_ 5 5—2J§
\/5 245 - @ V20 -4/5-245

:(5—5\/5)-\/5—2\/5.3+\/§'(1+\/§)+ (5-3v5)  2y5-25 _
5-245-20 2 J20-45-245 20
:(5—\/5)-\/5—2\/5'(3+\/§)(1+\/§)+2(5—3\/§):
5-24/5-20 2 20

(5-v5) B+5)i+45), 206-3V5)_[5-5)8+445)  2(5-345)

20 2 20 40 20




_40+1245-20 2:(5-3V5) 2041245 2(5-3V5)
= + = +

40 20 40 20

104645 25-3V5) 104635 +10-6v5 _

20 20 20

1

Logo, como foi dito anteriormente, a componente horizontal do vector L, o T oL, (j)=1.

Peloque L, oT oL, (])= (1,1) e portanto fica provado geometricamente que S,
L,oT, °L,.

Generalizando o resultado, o autor considera que o shear S X' cuja representacao
T ) _ e . .
matricial é: o 1l pode ser obtido da seguinte forma: S, =T oS ,o T em que:

T, representa o strain no eixo dos yy de razdo k

S, representa o shear descrito anteriormente (shear no eixo dos xx de razio 1 )

X

T, representa o strain no eixo dos Yy de razéo 1/k

Representacao geométrica de T y" :

X =x/k
y =y

T, ¢ representado pelas equagdes: {

peloque T, (i)= T, (L0)=(1/k,0) e T, (j)= T, (0.1)=(0.1)

Assim, T y" pode ser representado da seguinte forma:

14T"0)

Tl’y(i)

A
L4

1

k




(' Neste caso, k>1 mas também poderia considerark <1 )

Graficamente considero K>1 mas os calculos algébricos abrangem k eR"

Como foi feito no inicio do exercicio, S, : {0 J pode ser representado da seguinte

forma:

comS (i)=(1,0)

s, (i)=(11)

e mais geralmente S, (X, y) = (X +Y, y)

Sx()

[any

1

;Sx(i)

Portanto, S, T, (i)=S,(1/k,0)=(1/k,0) e S,o T, (j)=S,(L0)=(L1)

Assim, S, o T tem a seguinte representagdo geométrica:

S°T'y0)
1
SeTy(0)
1 1
k
L X =kx
Tendo em conta que T, € representado por 14 ,
y =Yy

T, oS, T, (i)=T, (1/k,0)=(10)
1,08, T, (1)=T, (L)= (k)

e portanto T y'o S,oT y" pode ser representado da seguinte forma:



T |yOSxOT n y(j)

|
|
|
|
|
|
N K
| 4

T ’yOSXOT Ily( i)

que também corresponde ao grafico de um strain T, no eixo dos XX de razdo K.

Fica assim provado que um shear no eixo dos XX de razdo k, S, , pode ser factorizado da
seguinte forma: SX':Ty'oSXo Ty" .ComoS,=L,oT oL,,entdo SXVZTy'o
LioT oL, T y" , ficando assim provado que um shear no eixo dos XX de razdo K pode

ser factorizado como um produto de strains e similitudes.

Em seguida e para finalizarmos o exercicio iremos apresentar a confirmag¢ao matricial do
que foi feito, que era precisamente o que o autor do livro pedia no inicio da prova.
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