Exercicio 24 (n° 68) Conclusao da prova do Teorema de Leonardo

(...) O subgrupo de G das isometrias directas, G4, consiste num nimero finito de
rotacées de centro c. E facil provar que Gy € ciclico, gerado pela rotacdo p de menor
dngulo: considere-se o subgrupo ciclico gerado por p : como tem de ser finito é da forma
{p) = {p,p?, ..., p" = 1} em quen é o menor natural tal que p" = 1; p é entao uma rotagdo
de dngulo 2w /n; resta ver que G4 = (p): seja f = R(0,0) um elemento arbitrdrio de Ggy;
se fosse f & (p), entao 0 # j(2m/n) ¥ j = 1,2,....,n, logo existiria 1 < k < n tal que
(k—1)(27/n) < 0 < k(27 /n). Mas entao Gy, sendo grupo, conteria o produto p*f=1 que
¢ uma rotagao de dngulo k(2m/n) — 0 < 2m/n, o que é absurdo pela escolha de p como
rotagao de dngulo minimo. Se G = G4 ~ C,, entao G ¢ ciclico; caso contrdrio contém
m reflexdes em rectas por c: 01,09, ...,0m; Seja 0 = o1 uma dessas reflexoes: como 08
n elementos po, p*o, ..., p"o, que sio reflexdes, sao todos distintos temos que m < n; por
outro lado 001,009, ...,00,, sao m rotagoes distintas, logo n < m; temos entao n =m e
portanto p e o geram G, isto é, G ~ D,,.

Nota: o facto de haver tantas isometrias directas como inversas em G < I(R"™),
|G4| = |G — G4l, no caso de ser G # Gy, é um caso particular de um facto geral para
grupos: se tivermos um grupo I' com um subgrupo A < T' de indice 2, [T : A] = 2, entdo,
para qualquer subgrupo G < T', ou G = G N A, isto ¢ G C A, ou o indice de G N A
em G é também dois, |G : GNA] = 2, e portanto hd tantos elementos em G N A como
em G — (GNA). No nosso caso, I' = I(R™) e A = [,(R") é o subgrupo das isometrias
directas: recorde-se ( ver exercicio n° 34) que I(R") — {£1} dada pelo determinante da
parte ortogonal é um homomorfismo cujo nicleo é 1;(R™)).

Se [I' : A] = 2 entao A é normal e podemos tomar o grupo quociente, I'/A = {£1},
que é um grupo que tem como elementos as duas classes & esquerda (que coincidem com as
classes o direita) de A em I': o préprio A, como elemento neutro, e o seu complementar,
I'-A=bA,Vbel'—A. Dados dois elementos arbitrdrios a,b € I': se ambos pertencem
a ' = A, temos (aA)(bA) = (ab)A = A = ab e A; sea € A ebel, (aA)(bA) =
(a)A =T — A < ab € T' — A; finalmente, se ambos pertencem a A, que é subgrupo e
portanto fechado, o seu produto também pertence a . No nosso caso, isto traduz—se no
facto do produto de duas isometrias directas ou o produto de duas isometrias inversas ser
uma isometria directa, e o produto de uma isometria directa com uma isometria inversa
Ser uma isometria inversa.

Verifiquemos a afirmag¢ao, em cima, de que [G : G N A] = 2 no caso de ser G—GNA #
0: recorde-se que a relagao ( de equivaléncia) que define as classes a esquerda de G N A
em G, éx ~y < 'y € GNA; para ver que [G : G N A] = 2 basta ver que G — GNA
¢é uma classe, ou seja que dois quaisquer dos seus elementos estao relacionados: se x,y €
G — GNA, entdo, como por hipdtese [I' : Al = 2 e portanto I' — A é uma classe, temos
que 1y € A; mas como G é subgrupo também temos que x 'y € G, logo 1y € GNA.

Exercicio 25 (n° 69) Argumento alternativo - mais complicado mas mais elementar -

ao do centroide, para mostrar que existe um ponto que é fixo por todas as isometrias de

um subgrupo finito G < I(R?).

a) Se G contém uma translagao, T,, entao G contém o subgrupo ciclico gerado por T,,
que é infinito, (T,) = {Tha : n € Z}, logo G € infinito.

19



b) Se G contém uma reflexdo deslizante, « = TyR,,, = R, T, com b || m, entdo G contém
a? = Ty, logo por a) é infinito.

c) Se G contém duas rotagoes de centros distintos, p; = R(A,0) e p, = R(B,¢), A #
B, entdo pelo Teorema da Adicio de Angulos (Ezercicio 2.1 - 23) ou 0 + ¢ =
0 (mod 27), e entdo pyp, €é uma translagdao, ou temos que o = pyp; = R(C,0 + ¢);
neste caso, temos também que 3 = py 'p;t = R(D, —0—¢) e pela prova geométrica do
Teorema, C' # D: entao, de novo pelo Teorema, fa é uma translagao. Concluindo,
se G contém rotagdes de centros distintos, entdo contém uma translagao e por a) é
infinito.

d) Se G contém uma rotagio, p = R(A, ), e uma reflexdo, o = R;, numa recta l que nao
passa por A: escrevendo p = R, R,, em quen, m sao duas rectas por A, fazendo entre
si um dngulo de 0/2, podemos escolher m || | e entao po = R, R, R, = R, T, que,
pela classificagao das isometrias (exercicio n° 36), ou é uma translagao (se b L n)
ou uma reflexdo deslizante; em qualquer dos casos, por a) ou b), G é infinito.

Podemos agora concluir: se G < I(R?) ¢é finito, entdo por a) e b) s6 pode conter
rotagoes ou reflexdes e por c) todas as suas rotagdes tém o mesmo centro, digamos A; se

G sd contém rotacoes, isto € G = G4, entao o ponto A é o ponto pretendido; se G contém

reflexdes, ou s contém uma, isto é, G = {id, R,,} e entio todos os pontos de m sao

fizos pelas (duas) isometriasde G, ou contém mais do que uma e entdo contém isometrias
directas nao-triviais que serdo rotagoes, todas com o mesmo centro A; por d) qualquer
reflexdo de G terd como eixo uma recta por A, logo A serd fixo por todos os elementos de

G.
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