Exercicio 26 (n° 74) Na defini¢io de parafuso, T,R(l,«a), é a || l. Queremos ver que,
em geral, a composicio T,R(l, ) é um parafuso, excepto se a L I, caso em que é ainda
uma rotagao R(m,a) com m || I.

Comegamos por notar que os argumentos do exercicio n°36, que dao a caracterizagao
das translagcoes e das rotacées do plano como produto de duas reflexoes em rectas, se
adaptam naturalmente ao caso tridimensional para dar caracterizagoes andlogas:

Lema Uma translagao T, pode ser escrita como T, = RyRyi em que H, K sao dois
quaisquer planos ortogonais a a (portanto paralelos) e que distam entre si ||al| /2:

alH alK, H=K+a/2={k+a/2: ke K}

Uma rotagao R(l, «) pode ser escrita como R(l,a) = RyRy em que H, K sdo dois
quaisquer planos porl (isto é, HN K =1) e que fazem entre si um dngulo de /2.

Seja agora T, R(l, &) uma rotagdo sequida de uma translagao por um vector a L .
Como a L [, podemos escrever T, = Ry Ry escolhendo K tal que | C K ; podemos agora
escrever R(l,a) = RpR; em que J, L fazem entre si um dngulo de o/2 e JN L = I,
escolhendo L = K. Temos entao T,R(l,a) = (RuRk)(RxkR;) = RugRy; como H || K,
JNH = m é uma recta paralela al e J faz com H o mesmo dngulo a/2; portanto
RyR; = R(m,«). E claro que um argumento idéntico vale para o caso da rotac¢do ser
precedida pela translacio, R(l,a)T,. No caso geral, decompomos a = b+ c comb || [ e
¢ L 1: temos entao, pelo caso anterior, T,R(l, o) = T,(T.R(l, o)) = TyR(m, ), comm || |
logo b || m, que é um parafuso. Um argumento idéntico aplica-se ao caso R(l,a)T,.

Exercicio 27 (n° 75) Na defini¢io de reflexao deslizante, T,Ry, é a || H. Queremos
ver que, em geral, T,Ry é uma reflexao deslizante, excepto se a 1. H, caso em que é uma
reflexdo, Ryr. com H' || H.

O argumento é em tudo andlogo ao caso das reflexoes deslizantes do plano, usando o
Lema do ezercicio anterior. No caso de sera 1 H, escreva-se T, = Rx Ry, K = H+a/2;
entio T,Ry = (RxkRy)Ry = Rxk(RyRu) = Rk, temos portanto uma reflexao num plano
paralelo a H (e a uma distancia de ||al| /2). No caso geral escrevemos a = b+ ¢, com
bl H ec Ll H: entao, pelo caso anterior, T,Ry = T,(T.Ry) = TyRk, com K || H logo
b|| K, e temos assim uma reflexio deslizante. O caso RyT, é perfeitamente andlogo.

Exercicio 28 (n° 76) Recorde-se que a tnversao no ponto a, 1,, é a transformacéao que
envia cada ponto b no ponto ¢ tal que a é o ponto médio do segmento be: equivalentemente
I, envia o ponto x = a+y em a—y, isto é, I,(x) = 2a —x. Queremos ver que a inversao
em a é o produto das reflexoes em trés quaisquer planos mutuamente ortogonais cuja
interseccao seja a. Vejamos duas resolucoes, uma mais geométrica e outra mais geral e
abstracta (mas que pode ser adaptada a qualquer dimensao):

a) Nas notas do curso, a inversao I, aparece como um tipo especial de reflexao rotativa,

as de dngulo m: Ry R(l,m) = R(l, )Ry, em quel L. H ea =1NH. Dado um ponto
arbitrario x ¢ 1, seja P o plano definido por x e pelo eixo da rotagao |l ( se x € P
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a situacao é clara: Ry R(l,m)x = Ryx que é o ponto de | diametralmente oposto a
x relativamente a a): é claro que P 1 H; sejam = PNH (veja-se a figura sequinte)

X2 x=at+y

a-y X4

Como o angulo da rotagio é w, R(l,m)(P) = P e a imagem de x, x5 = R(l, 7)x, cor-
responde, dentro do plano P, a reflexdo de x na recta l; como P L H, Ry(P) =P
e a imagem de Ry corresponde, também dentro do plano P, & reflexdo na recta
m; temos assim que a imagem de x pela reflexdo rotativa Ry R(l,7), é a mesma
que a do produto, no plano P, das duas reflexoes, R,,R;, que por serem duas rectas
ortogonais corresponde a wma rotagao de w: por iSso essa imagem é o ponto a—1y de
P, diametralmente oposto a x relativamente ao centro de rotagao a. Isto completa
a descri¢do da inversao I, como um tipo especial de reflexdao rotativa.

Se Hy, Hy, H3 sao trés planos por a, mutuamente ortogonais, tomando o produto das
trés reflexoes nesses planos, temos, pelo Lema do exercicio n°74: Ry,Rpy, Ry, =
Ru,R(l,m), em quel = HiNHsy; como Hj é ortogonal a ambos os planos, é ortogonal
a intersecgcao, | 1. Hz: temos entdao uma reflexao rotativa de dngulo ™ que é, como
VIMOS, uma 1nversao.

b) Sejam Hy, Hy, Hs trés planos por a, mutuamente ortogonais; para cada i = 1,2,3 seja
K; = H; — a o plano pela origem paralelo a H;: é claro que Ky, Ky, K3 sao também
mutuamente ortogonais. E facil verificar que a reflexdo em H; é conjugada a reflexdo
em K;: Ry, = T,Rk,1_,; recorde-se, da defini¢cao de reflexao em hiperplanos, que
todo o x se escreve de forma unica como x =y+z em quey € Hy e z L H; —y (ou
seja, ja que H; —y=H; —a = K;, 2 L K;) e que Ry,x =y — z; temos entdo que
r—a=(y—a)+z comy—a € K; ez L K;, logo R, T_,v = Rg,(r—a) = (y—a)—=z
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e portanto T,Rk, T ox =T,(y —a—z) =y — 2 = Ry,x. Temos entao que

RH3RH2RH1 = (TaRK3T—a)(TaRKzT—G)<TaRK1T—Q):
= TG(RKSRIQRKl)T*a

Bastard agora verificar que Ry, Rk, Rk, €é a inversao na origem, x — —x: nesse
caso,dado r = a + vy, temos

RH3RH2RH1I = TQ(RK3RK2RK1)T_GZE = Ta(RK3RK2RK1)y =—Yyt+a=a-—1y
e portanto Ry, Ry, Ry, = 1,.

Sejam para cada i = 1,2,3, n; um vector unitdrio, ortogonal a K;: como os K; sao
mutuamente ortogonais, {ni,na, n3} é uma base ortonormada; é claro, da defini¢ao

de reflexio, que Rxn; = (—1)%n;, ou seja Rxn; = Fn; consoante i = j ou
i # j (neste caso, n; € K; e fica portanto fixo pela reflexdo em K;); portanto
Ri,Ri,Ri,ny = —nj, j = 1,2,3, isto é, a matriz de Ry, Rk, Rk, relativamente

a esta base é a matriz —I. Seja L a matriz de Ri,Rk,RK, realtivamente a base
canonica e M a matriz de mudanca de base, que tem como vectores coluna os vectores
n;. Entao temos M—'LM = —I e portanto L = M(—=I)M~' = —(MM™) = —1I:

Ry, Ry, Rk, € portanto a aplicagdo v — —z.

Nota: os planos H; sao dados por H; = {x : (x,n;) = t;}; podiamos também usar a
expressao para as reflexoes, deduzida no exercicio n® 28, e calcular directamente,
para x = a+ Y, Ry, Ru, Ry, = a —y, mas sao cdlculos um pouco fastidiosos...

Exercicio 29 (n° 77) Seja f = R(l,a)l, = I,R(l,a) uma inversao rotativa; es-
crevendo I, como I, = R(l,m)Ryg coml L H el N H = {a} (pelo exercicio anterior
sabemos que podemos escolher quaisquer | e H que verifiquem aquelas condigdes) temos
f=R(,a)l, = R(l,a)R(l,7)Ry = R(l,« + ™) Ry que é portanto uma reflexao rotativa.
Reciprocamente, dada uma reflexao rotativa, R(l, 5)Ry, e sendo IN H = {a}, escrevendo
a=p—m, temos R(l, })Ry = R(l,a+ m)Ry = R(l,a)R(l, 7)Ry = R(l, )1, que é uma
wmwersao rotativa: o caso particular das reflexoes Ry, quando 5 =0, estd incluido.

z

Exercicio 30 (n° 78) Queremos ver que se tivermos f = RyR(l,«) em que H ndo é
ortogonal a l, ainda temos, em geral, uma reflexao rotativa: excepto nos casos de ser
| C H oulll H. Vejamos primeiro estes dois casos:

a) Suponhamos que é | C H: podemos escrever R(l,a) = RyRy em que L é um plano
por 1 que faca com H wum dngulo de o/2; temos entio que f = RyR(l,a) =
Ruy(RyRL) = Ry, que é uma reflexdo.

b) Se [ || H: podemos escrever R(l,«) = Ry Ry, em que L, M sdo planos por | fazendo
um dngulo de a/2 e com M || H: temos entdo f = RyR(l,a) = Ry(RyRL) =
(RgRy )Ry =T,Ryr: como a L M, entio a nao é ortogonal a Ry, e portanto temos
uma reflexao deslizante.
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c) No caso geral, | N H = {a}: pelo exercicio anterior, podemos escrever a reflexdo Ry
como uma inversio rotativa em a, Ry = I,R(n,) (em quen L H, nN H = {a}
e 8 = m); temos entio que f = RyR(l,a) = I,R(n,B)R(l,); vejamos que o pro-
duto das duas reflexoes nas rectas n e | por a é ainda uma rota¢do numa recta
por a: podemos escrever R(n,3) = RyRy e R(l,a) = Ry Ry em que escolhemos
L como o plano definido pelas duas rectas n,l; temos entio que R(n,B)R(l,a) =
RyRrRL Ry = RyRy: como N e M intersectam L nas rectas n e [, respectiva-
mente, temos que N N M =m em que m N L = {a} (figura sequinte)

Logo R(n,B)R(l,a) = RyRyr = R(m,7y) (note-se que nao é v = a/2 + /2. Con-
clutmos que f = I,R(m,~), com a € m, é uma inversao rotativa, logo, pelo exercicio
anterior, é uma reflexao rotativa.

Em qualquer das trés alineas anteriores, o argumento adapta-se de forma trivial ao
caso de termos f = R(l,a)Ry.

Nota: na dltima alinea demos parte da resolugao do exercicio n° 83, sobre produtos
de duas rotacoes: o produto de duas rotagoes em rectas que se intersectam num ponto a é
ainda uma rotagao numa recta por a; nao € vdlido contudo,nesta situacao, a aditividade
dos dngulos de rotagao.
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Exercicio 31 (n° 80) Classificacao das Isometrias de R3:
Temos que [ € I(R3) se escreve como produto de r < 4 reflexoes em (hiper)planos.
Analisamos os casos para os quatro valores de r:

r =1 Neste caso temos simplesmente que f = Ry é uma reflexao.

r =2 Como jd vimos (Lema do exercicio n° 74), se f = Ry Ry, entdo [ é uma translagdo
ou uma rotagao, consoante os planos H e L sao paralelos ou se intersectam, respec-
tivamente.

r=3 Seja f = RyRpRy; consideremos g = RpRy: pelo caso anterior, g ou é uma
transla¢io ou uma rotagdo; se g = T,, entdo (Exercicio n° 75), f = RyT, é uma
reflexao ou uma reflexao deslizante, consoante a é ou nao ortogonal a M; se g é
uma rotagao, g = R(l,«), entdo, pelo exercicio anterior, f = Ry R(l,«) é uma
reflexao, uma reflexao deslizante ou uma reflexdo rotativa, consoante se verifique,
ICM,1l|| M oulnM = {a}, respectivamente.

r =4 Consideremos primeiro o caso de f ter algum ponto fizo: neste caso, pelo Teorema

7

32 (um ponto é um subespaco afim de dimensao 0), f escreve-se como produto
de r < 3 reflexoes, mas como f, sendo o produto de 4 reflexdes, é uma isometria
directa, entao f escreve-se como produto de 2 reflexoes e portanto é uma rotacao ou
uma translacao. Se f nao tem nenhum ponto fixo, consideremos g =T f em que
b = f(a) para um qualquer a; entdo g é uma isometria directa que tem um ponto
fizo, a, e portanto é uma transla¢io ou uma rotagao: g =T, ou g = R(l, a); temos
entao que f = TyT, = Ty . é uma translagao, ou [ = T,R(l, ) e neste caso (pelo
Ezercicio n° 74) é uma rotagdo ou um parafuso, consoante b é ou nao ortogonal a

L.

A conclusao da classificagdo passa por mostrar que os seis tipos de isometrias sao de
facto distintos, o que pode ser feito de modo andlogo ao caso do plano: separamos as
1sometrias em directas e inversas e, em cada um dos dois tipos, distinguimo-las através
do conjunto dos pontos que sao fixos.
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