1 Automorfismos de IZ...

Sendo I = [0, 1], designamos por 112 o subconjunto do quadrado I? = I x I definido por
I = {(a,b) € I* : a < b}
Consideramos em I? a seguinte relacdo de ordem:
(a,b) < (c,d) &a<ceb<d

Verifica-se facilmente que esta relacao define de facto uma ordem parcial (nao total), que
torna I um reticulado completo: o infimo e o supremo sdo dados por

(a,b) A\ (c,d) = (aANc,bAA)
(a,b) V (e,d) = (aVe,bVd)
Em termos geométricos, o infimo e o supremo correspondem aos cantos inferior esquerdo e

superior direito, respectivamente, do rectangulo de lados paralelos aos eixos coordenados
e que tem (a,b) e (¢, d) como vértices:

(0,1) B (1,1)

(0,0

Vamos considerar os automorfismos de 1%, aplicacdes bijectivas f : Il — T2 que
preservam a ordem:

r<y& f(z) < fy)
Designamos por Aut(I1?) o conjunto destes automorfismos.
Queremos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 1 Seja f € Aut(I?); entdo f é continua (e portanto um homeomorfismo) e é
da forma f(a,b) = (g(a),g(b)) em que g : I — I é um automorfismo de (I,<) (i.e. uma
bijecgao crescente de I ).



Nota 2 E posstvel provar a sequnda afirmacdio do teorema, que f = g X g, g € Aut(I),
sem qualquer referéncia a questoes de continuidade (ver [1, pag.133-134]); que, entao, f
¢ continua, decorre de consideragoes faceis com o Teorema dos Valores Intermédios (de
Bolzano): de facto, se f = g x g, entdo f € Aut(I?) sse g € Aut(I), e, pelo teorema de
Bolzano, se g : [ — I é crescente e bijectiva entao g é continua: por outro lado, como é
sabido, dadas aplicagoes entre espacos métricos, g: X — M eh:Y — N, a aplicacao
produto f = gx h: X xY — M x N definida por f(a,b) = (g(a), h(b)), é continua sse
g e h sao continuas.

Mas o que queremos é deixar um testemunho de como um topélogo (gedmetra), colocado
na situacio de pensar pela primeira vez em automorfismos de 12, poderia proceder: a
primeira questao que abordaria seria a da continuidade; mas fd-lo-ia em termos gerais,
muito antes de colocar sequer a hipdtese da sequnda afirmacgado, aparentemente bem mais
forte, se poder verificar...

Introduzimos agora alguma notagao.
Designamos por A, B, C' as partes do bordo de I indicadas na figura anterior:

C = A(I*)={(c,c):cel}
A = {(0,b):bel}
B = {(a,1):a€l}

Dado um ponto arbitrdrio x = (a,b) € I e designando por p; e p, as projeccdes na
primeira e segunda coordenadas, respectivamente, temos (ver figura seguinte)

(0,1) (1,1)

(0,0)



" {yEE[Z]:xSy}

T = {yG]I[Z]:ygx}

¢ = 10— (ztuz)

za = {y€a’:p(y) >a} ={y €’ pay) <b}
= {yed:py) <a}={y €2 :p(y) > b}

Com referéncia a figura anterior, notem-se os seguintes casos particulares que ela nao
representa:

xg = Dexel

T, = V& xec AUB
€ Asar CAsInt(z)=10
€ BertCBs Int(zh) =1

em que Int(X) designa o interior de X. Nos dois ultimos casos, os conjuntos =~ e =™
reduzem-se, respectivamente, aos segmentos de (0,0) a x, contido em A, e de = a (1,1)
contido em B. E claro que para todo = € 1?1, 2~ e zt séio fechados e x4 , z, sdo abertos.

Seja f € Aut(I?); pela definicdo de automorfismo, temos que para todo = € 112
fz™) = f(x)T e f(x7) = f(x)~. Suponhamos que f é descontinua num ponto z e seja
f(z) =y = (a,b): entdo existe uma sucessdo convergente para z, z, — , tal que a
sucessao y, = f(x,) converge para um ponto z = (¢, d) # y.

(0,1) B (1,1)

y=f(x)

(01

E geometricamente claro que se x,, — x, a correspondente sucessdo de conjuntos z;



aproxima o conjunto x*, no seguinte sentido: para todo u € Int(x™), existe uma ordem
N € N tal que u € x},¥n > N e para todo v € ¥ — 27 existe uma ordem N € N
tal que v ¢ x7,Vn > N; de forma andloga x, aprozima o conjunto z~. Se z # y, ou
uma das coordenadas de z é maior do que a correspondente coordenada de y, e entao
Int(yt — z7) # (), ou uma das coordenadas de z é menor do que a correspondente
coordenada de y e entdo Int(y~ —z~) # (); suponhamos que se verifica a primeira condigao
(o argumento é perfeitamente andlogo para o outro caso). A figura anterior representa a
situagao em que ¢ > a e d < b pelo que se verificam ambas as condigoes Int(y*™ —27) # ()
e Int(y~ —2z7) # (: o primeiro destes conjuntos estd marcado por linhas obliquas. Como
Yo — 2, Y7 = f(x) aproxima z™ no sentido atras descrito; como para todo u € Int(xz™),
existe uma ordem a partir da qual u € x;} e para todo v € Il — 2+ existe uma ordem
a partir da qual v ¢ y,” = f(x}), entdo f(u) € 2%, isto &, f(Int(z')) C 2T; mas como
f(zT) = y*, y© — 2T, que tem interior ndo vazio, terd de ser imagem da fronteira de
xt que é constituida pelos dois segmentos v, e h,; ¢ aqui que aparece a ideia geométrica
simples que procuravamos:

Ideia Basica: A imagem pelo automorfismo de um segmento vertical ou de um
segmento horizontal (ou, mais geralmente, de um nimero finito destes) -
que sao totalmente ordenados pela ordem induzida - nao pode preencher
um conjunto de interior nao vazio.

©.1) (1,1)

(0,0)

Dado um subconjunto X C 112 de interior nio vazio, seja B (x,€) uma bola aberta
contida em X, como se representa na figura. Dado um segmento vertical (ou hori-
zontal), S, e y € S um ponto tal que f(y) = z, é claro que todos os pontos z € S
tais que y < z sao enviados em =" e todos os pontos w € S tais que w < y sao
enviados em x~; portanto as partes de B(x,€) que estdao em x,, Uz, s@o disjuntas de
f(S); como tém interior ndo vazio, o argumento pode ser repetido de novo para um



segundo segmento S’: portanto a imagem por f de um nimero finito de segmentos
verticais ou horizontais nao pode preencher X.

Concluimos assim que f nao pode ser descontinua num ponto x interior a IZ e o
argumento adapta-se de forma imediata ao caso dos pontos do bordo, x € AU B U ("
como f é continua e bijectiva e RIS compacto, f é, portanto, um homeomorfismo.

Mas a propriedade geométrica que acabdamos de verificar permite-nos concluir de ime-
diato algumas outras propriedades:

Como Int(z~) =0 seesésex € A, caso em que x~ é o segmento vertical entre (0, 0)
e x, e como f(x~) = f(x)~, terd de ser Int(f(x)”) = (), ou seja f(z) € A; portanto
f(A) = A. Analogamente, como Int(z™) = () se e s6 se x € B, caso em que zt é o
segmento horizontal entre x e (1, 1), concluimos que f(B) = B; em particular, como (0, 1)
pertence a A e a B, temos f((0,1)) = (0,1).

Dado um ponto arbitrario x € 1?1, como f(27) = f(x)* e f(z~) = f(x)~, temos que
f(2a Ua) = f(@)y U f(2)g; mas na verdade f(z,) — f(x),, e portanto f(zs) = f(x)a
(as imagens dos pontos das duas partes ndo se misturam...): se y = (a,b) € z,, entao
z=(a,1) € x,NB ecomo f(B) =B, f(z) € f(x),; como y < z, terd de ser f(y) < f(2),
logo f(y) € f(z), (ndo pode ser f(y) € f(x)s porque os pontos de duas partes wy e w,
nao estao relacionados). Em particular, um ponto z tal que x4 = () tem que ser enviado
num ponto y tal que y; = 0: ora x4 =0 < x € C, logo f(C) = C.

Em conclusao: a observagao daquela propriedade geométrica simples permite-nos con-
cluir que

f(A)=A, [(B)=B, [(C)=C (1)

Alternativamente, mas de modo menos elementar, poderiamos argumentar do seguinte
modo: como f é um homeomorfismo, envia o bordo I = AUBUC = S' em si préprio;
como f(0,0) = (0,0) e f(1,1) = (1, 1), para estabelecer aquelas igualdades basta verificar
que f(0,1) = (0,1); ora (0,1)" = B, (0,1)~ = A e (0,1) é o tinico ponto = € 1% tal que
Int(z™) = Int(z~) = 0; como um homeomorfismo envia conjuntos de interior vazio em
conjuntos de interior vazio, terd de ser f(0,1) = (0, 1).

Finalmente, é clara a seguinte propriedade de

Preservacao dos niveis: Um automorfismo, f ¢ Aut(I?), envia segmentos ver-
ticais em segmentos verticais e segmentos horizontais em segmentos hor-
izontais:

Como f(C) =
por f(a,a) = (g(a),g(a)). Dado um segmento vertical, S, do ponto z = (a,a) € C
ao ponto y = (a,1) € B, f envia homeomorficamente o tridngulo ™ no tridngulo z*,
z= f(z) = (g(a), g(a)), enviando portanto o bordo de z* no bordo de z*: como f(C') = C’
e f(B) = B, f envia a hipotenusa na hipotenusa e o cateto horizontal no cateto horizontal,
logo envia o cateto vertical, S, no segmento vertical entre z = (g(a), g(a)) e (¢9(a),1). Um
argumento andlogo, substituindo B por A, funciona para os segmentos horizontais: temos
portanto que f(a,b) = (g(a), g(b)), como querfamos.

C, f induz um automorfismo g € Aut(I), dado, para cada a € I,
);
1)



Notas finais:

1. Observe-se que uma vez descoberta (ou "vista"...) a Ideia Basica, assim chamada
em cima, e estabelecida, a partir dela, a relagao (1) das partes do bordo, deduz-se
muito facilmente a segunda parte do teorema - que f(a,b) = (g(a), g(b)), g € Aut(I)
- sem passar pela propriedade de preservacao dos niveis e sem qualquer referéncia a
questoes topoldgicas, como é feito em [1]:

Para todo = = (a,b) € 11, temos que
x = (a,a)V ((b,b) A (0,1))
logo, como f(x Ay) = f(x) A f(y) e f(zVy) = [f(x)V f(y), temos

f(x) = fla,a) v (f(b;b) A f(0,1)) =
)
)

2. Apesar dos argumentos de caracter topolégico serem bastante mais longos e indirec-

tos do que a prova em [1], parecem (pelo menos aos olhos suspeitos de um topélogo!)
adaptar-se melhor as generalizagoes, em particular ao estudo dos automorfismos do
quadrado inteiro, I?:
Seja f € Aut(I?). Entao f é um homeomorfismoe f = gx gou f = (g x g)o A
em que g € Aut(I) e A(z,y) = (y,z), VY(z,y) € I? ¢ a reflexdo na diagonal (note
que no segundo caso a propriedade de "preservagao dos niveis"permuta segmentos
verticais e horizontais)

Deixamos a prova deste resultado como exercicio, bem como o estudo das general-
izacoes a dimensoes superiores.
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