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Resumo

Este trabalho tem por objectivo caracterizar o sentido de simbolo de um aluno do 12.°
ano, Diogo, e a sua relacio com a forma como trabalha conceitos especificos de
Matemadtica A. A caracterizagdo do seu sentido de simbolo é baseada num quadro de
referéncia que incide na forma como resolve questdes de Algebra envolvendo
expressoes algébricas, equacdes, problemas e funcdes. A metodologia é qualitativa
(estudo de caso), sendo a recolha de dados feita por um teste diagnostico, duas
entrevistas e outros documentos escritos pelo aluno. O quadro de referéncia mostrou ser
uma ferramenta util e adequada a caracterizagdo do sentido de simbolo do aluno.
Verificamos que o aspecto mais desenvolvido do sentido do seu simbolo € a
manipulacdo simbdlica e que os aspectos menos desenvolvidos sdo a sua passagem de
estruturas mais concretas para mais abstractas, a tendéncia para atribuir a letra de uma
expressao simbdlica um tunico valor e a reduzida flexibilidade em mover-se entre as
representacOes grafica e algébrica.

Palavras-chave: Sentido de simbolo, Algebra, Expressdes algébricas, Equacdes,
Problemas e fungdes.

Introducao

z

Para muitos alunos a Matemdtica é constituida por um conjunto de regras e
procedimentos rigidos, relativos a uma grande quantidade de tépicos compartimentados,
sem relacdo entre si, 0 que torna impossivel a sua retengdo € em muitos casos torna
inexequivel a sua aplicacdo directa. Por vezes, os professores, na sua ansia de
concluirem os temas, fazem do ensino um caminho répido para a procura da solugao das
questdes propostas, o que pode constituir um obstidculo ao desenvolvimento do sentido
de simbolo, um conceito proposto por Arcavi (1994), para quem os simbolos algébricos
sa0 “meios poderosos para resolver e compreender problemas, e para comunicar sobre

eles” (p. 33). Desenvolver o sentido de simbolo constitui, também, uma forma de



reforcar as trés capacidades transversais do Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico
(ME, 2007) igualmente importantes no ensino secunddrio: Resolu¢do de problemas,

Raciocinio matematico e Comunica¢ao matematica.

Para trabalhar com os alunos o seu sentido de simbolo, é necessario percebé-lo e avaliar
os seus efeitos. Por isso, o objectivo deste trabalho é compreender o sentido de simbolo
de um aluno do 12.° ano do ensino secunddrio e a sua relacdo com a aprendizagem da

Algebra. Mais especificamente, procuramos saber:

1. Que sentido de simbolo revela o aluno no modo como resolve questdes de

Algebra envolvendo expressdes algébricas, equagdes, problemas e fungdes?

2. Qual a relagdo entre o sentido de simbolo do aluno e a forma como aborda
questdes que incidem sobre os conceitos trabalhados no programa de

Matematica A do 12.° ano?

A Aritmética, a Algebra e o sentido de simbolo

Procurando caracterizar os objectos matematicos de cada dominio, Ponte (2006), indica
que, enquanto no centro da Aritmética estio os nidmeros, “no centro da Algebra estio
relacdes matematicas abstractas, que tanto podem ser equacdes, inequagdes ou fungdes
como podem ser outras estruturas definidas por operacdes ou relagdes em conjuntos” (p.
11). Quando se muda da Aritmética para a Algebra, é necessiria uma
reconceptualizacdo dos objectos matematicos representados por simbolos, pois, como
indicam Filloy, Puig e Rojano (2008), essa passagem ndo consiste apenas numa
generalizacdo da Aritmética nem numa explicitacdo do que estava implicito. Estes
autores consideram que, para uma construcao de certos elementos de sintaxe especificos
da Algebra, é necessdria a preservacio de uma base aritmética bem consolidada, sendo
também fundamental a capacidade de romper com ideias especificas da Aritmética que
podem ser um entrave a modificacdo de algumas no¢des e a consequente atribuicdo de

sentido aos textos e processos matemdticos da Algebra.

Stard e Linchevsky (1994) acrescentam que a transi¢cdo do operacional para o estrutural
implica um avanco na abstrac¢do e generalizacdo. Numa andlise a partir de uma

perspectiva histdrica, consideram que:



Provavelmente a dificuldade ndo reside tanto na ideia da utilizacdo de
letras em vez de niimeros ou de operacdes... Mas sim na necessidade de
imbuir as férmulas simbdlicas com o duplo significado: o de
procedimentos computacionais e o de objectos produzidos. (p. 199)

Este cardcter dual da Algebra simbdlica em que a propria expressdo encerra em si o
processo, visivel nos operadores que contém, e € simultaneamente o produto desse
mesmo processo, fomenta, pelo menos numa fase inicial, uma certa resisténcia por parte
da nossa intui¢do (Sfard & Linchevsky, 1994). Lee e Wheeler (1989) estudaram a
conexdo entre a Aritmética e a Algebra em 350 alunos de 15-16 anos, concluindo que,
para estes, “a Aritmética e a Algebra sdo dois mundos dissociados” (p. 44), o que ndo
nos deve surpreender, pois, apesar da utilizacdo de alguns sinais em comum, o que é

efectivamente feito em cada uma das areas € muito diferente.

Para Davis e Hersh (1998), “O que parece inicialmente pouco intuitivo, dibio e de
alguma forma misterioso acaba por se tornar, apds um certo tipo de processo mental,
numa verdade gloriosa” (p. 149). Apesar dos autores se referirem a demonstracio
matemadtica, tais palavras também podem ser aplicadas a forma como se da sentido a
Matematica. O processo mental envolvido neste “dar sentido a” é obviamente a chave
da questdo e pressupde um caminho longo e dificil que Sfard (1991) divide em trés

etapas, a interiorizagdo, a condensagdo e a reificacdo.

Kaput (2008) encara a Algebra um artefacto cultural e o pensamento algébrico uma
actividade humana, pelo que considera fundamental a forma como os alunos fazem,
pensam e falam sobre a Matemadtica. No pensamento algébrico Kaput (1999) distingue
cinco componentes sobrepostas e interligadas entre si. A primeira é a Algebra como a
generalizacdo e formalizagdo de padrdes, considerando que sdo intrinsecas a actividade
matemdtica e ao pensamento, pressupondo a generalizacio um alargamento do
pensamento e da comunicacao para além das situagdes concretas e sendo a formaliza¢ao
a expressao dessa generalizagao numa linguagem mais ou menos formal. A segunda € a
Algebra como manipulagdo de formalismos, criticando fortemente o exercicio rotineiro
e sem significado da manipulacdo algébrica na sala de aula que ndo proporciona
aprendizagem com compreensio. Em terceiro surge a Algebra como o estudo de
estruturas abstractas, devendo estas ser ensinadas para a compreensao e devendo partir
da experiéncia matemdtica dos alunos, em intima relacio com outros temas

matematicos. A quarta componente é a Algebra como o estudo de funcdes, relacdes e de



variacdo conjunta, sendo possivel abordar o conceito de fung¢do no inicio da
escolaridade sem valores numéricos e sem formulas, em contextos significativos para os
alunos. Finalmente Kaput indica a Algebra como um nicho para a utiliza¢ao de diversas

linguagens na modelagao e de controlo de fendmenos.

Um outro autor que se tem dedicado 2 Algebra e ao seu sentido é Arcavi (1994) que
utiliza a expressao “sentido de simbolo”. Considera que o simbolismo algébrico deve
ser introduzido desde muito cedo em situacdes nas quais os alunos possam apreciar o
poder dos simbolos na expressdo, generalizacdo e justificacdo de fendmenos
aritméticos. Segundo Arcavi (2006), todos, ou quase todos, podem desenvolver o
sentido de simbolo, mesmo que s6 parcialmente, e considera que seria um objectivo
desejavel para a educagdo matematica tornar o sentido de simbolo uma parte inseparavel
da Matematica, assim como os sentidos sdo uma parte integrante do nosso ser (Arcavi,
1994). Nao utiliza o termo “pensamento algébrico”, que considera demasiado

abrangente.

Para Arcavi (1994), os simbolos sdo o instrumento principal da Algebra e ter sentido de
simbolo € dar significado a esses simbolos. Assim recorre a expressdo ‘“sentido de
simbolo” em relacio & Algebra como uma continuacio do “sentido de ndmero” da
Aritmética. Ancora os comportamentos que considera ilustrarem o sentido de simbolo
na sensibilidade que o aluno deve ter perante o simbolo, para tomar decisdes sobre a sua
utilidade, provar relagdes e aceitar ou rejeitar conjecturas. Para ele, € fundamental que o
aluno ndo perca uma visdo global do que estd a trabalhar e seja flexivel, evitando cair
em situacdes de circularidade ou em manipulacdes destituidas de significado, e seja
capaz de, a partir da inspec¢ao dos simbolos e da comparacdo dos significados com os
resultados da manipulacdo, sentir o problema. A um nivel cognitivo mais elevado, o
sentido de simbolo deve incluir a habilidade de criar e manipular uma expressao
simbolica para um determinado objectivo, tendo em atencdo o ganho de significados
mais ricos que podem emergir de expressoes equivalentes derivadas de manipulacio
simbdlica. Inclui ainda no sentido de simbolo a habilidade de escolher a representacdo
simbdlica adequada a um determinado problema sem perder a nocdo dos diferentes
papéis que o simbolo pode desempenhar em diferentes contextos, bem como a coragem
de reconhecer quando ndo é a melhor escolha. O primeiro comportamento que Arcavi
(1994) apresenta como ilustrativo do sentido de simbolo é “fazer amizade com os

simbolos” (p. 24), o que sugere a necessidade de quebrar as barreiras mentais que os



alunos parecem ter perante os simbolos, reconhecendo nestes, a semelhanca de um bom
amigo, a capacidade de os ajudarem a ultrapassar inimeras situacdes problemadticas, que

de outra forma seria muito dificil, ou mesmo impossivel, de resolver.

O Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico refere, para a Algebra do 3° ciclo, “o
estudo de relagdes de diversos tipos (equacdes, inequacOes e funcdes) e da variacao,
bem como o trabalho com tarefas que envolvam actividades de simbolizacdo e de
modelacdo... A aprendizagem das operacdes com mondmios e polinémios, e da
simplificacdo de expressdes algébricas, deve ser progressiva e recorrer a situagdes que
permitam aos alunos compreender a manipulacao simbdlica envolvida...” (ME, 2007, p.
55). No ensino secunddrio espera-se que os alunos complementem e aprofundem a sua
compreensdo das propriedades algébricas na resolucdo de equacdes e inequagdes e
trabalhem com formas equivalentes de expressdes e fungdes, ampliando o seu repertorio
de funcdes conhecidas. O programa de Matemdtica A (ME, 2001) explicita como um
conhecimento a ser adquirido pelos alunos, o “interpretar fendmenos e resolver
problemas recorrendo a fungdes e seus graficos, por via intuitiva, analitica e usando

calculadora gréfica” (p. 4).

O sentido de simbolo envolve dar sentido a Algebra e a tudo o que esta integra. Por isso,
a medida que avangam nos diversos niveis de escolaridade e crescem como pessoas, 0s
alunos devem desenvolver e aprofundar o seu sentido de simbolo, apreendendo as
potencialidades da sua utilizacdo e compreendendo a forma como os simbolos se
relacionam e/ou substituem. A resolver equagdes, a simplificar expressdes, a trabalhar
com fungdes ou a modelar um problema, o sentido de simbolo € indispensavel. Assim
Grossmann, Gongalves e Ponte (2009), a partir de alguns aspectos descritos por Arcavi
(1994), desenvolveram um conjunto de indicadores do sentido de simbolo com base no
que é necessdrio para se efectuar a passagem da Aritmética para a Algebra. E esse
quadro, devidamente adaptado para o ensino secunddrio, que serve de referéncia e este

trabalho.

Metodologia

Esta comunicacdo tem por base um estudo diagndstico mais vasto cujo objectivo é
compreender o sentido de simbolo de alunos do ensino secundério e a sua relagdo com a

aprendizagem da Algebra. Insere-se no paradigma interpretativo, pretendendo através



da interpretacdo do trabalho do aluno, compreender o seu sentido de simbolo e a forma
como ele € visivel no seu trabalho com contetddos do 12.° ano. Usa uma abordagem do
tipo qualitativo e assume uma légica exploratéria, sendo algumas das categorias de

andlise de dados emergentes do proprio estudo.

A investigacdo tem um design de estudo de caso. O objectivo € compreender o sentido
de simbolo de um aluno, Diogo, que, no ano lectivo de 2009/10, frequenta apenas
Matematica, que vé como ““ uma disciplina que requer bastante estudo”. Este € o ultimo
ano em que o sistema de ensino nacional lhe permite inscrever-se no 12.° ano regular

para concluir o ensino secunddrio.

Diogo foi escolhido de um conjunto de seis alunos que realizaram um teste diagndstico
€ uma primeira entrevista por revelar, numa primeira andlise, um sentido de simbolo
cujo estudo parecia ter potencial para evidenciar algumas das dificuldades sentidas
pelos alunos no seu trabalho em Algebra. A primeira autora desta comunicagdo foi
professora do aluno durante a primeira metade do ano lectivo (até a interrup¢do do
Carnaval) por se encontrar a substituir o professor regular. A investigacdo teve lugar

paralelamente a actividade lectiva e nao interferiu com o decorrer desta.

Os instrumentos de recolha de dados utilizados sdo um teste diagndstico sobre o sentido
de simbolo e duas entrevistas, sendo ainda recolhidos outros documentos escritos pelo
aluno tais como fichas de trabalho e testes de avaliacdo internos e externos, sempre
realizados individualmente. As tarefas do teste diagndstico e das entrevistas envolvem
expressoes algébricas, equacdes, problemas e funcgdes, sendo escolhidas de modo a
permitirem apreender aspectos do sentido de simbolo na resolucdo escrita e oral do

aluno.

O teste diagnoéstico e as entrevistas foram realizados na escola, numa sala de trabalho. A
primeira entrevista foi realizada no 1.° periodo pouco depois da realizagao do teste
diagnédstico e de uma primeira andlise deste. A realizacdo da entrevista perto do teste
pretendeu garantir que o aluno se lembrasse do trabalho que tinha efectuado em cada
questdo e estivesse em condi¢des de prestar esclarecimentos adicionais. A segunda
entrevista foi realizada perto do final do ano lectivo. Trata-se de uma entrevista semi-
estruturada e baseada em tarefas e tem o objectivo de obter um conhecimento mais
aprofundado do sentido de simbolo do aluno. Tem uma vertente de entrevista clinica na

medida em que € baseada em tarefas especificas sobre as quais o aluno trabalha. Ambas



as entrevistas foram gravadas em dudio e posteriormente transcritas. A recolha
documental consistiu, para além das respostas do teste diagndstico e de notas de campo
no decorrer das entrevistas, na recolha de outros elementos escritos pelo aluno

facultados pela sua professora.

Os dados tém origem no teste diagndstico, nas entrevistas € nos documentos escritos
pelo aluno. A andlise tem duas vertentes; a primeira incide sobre o teste diagndstico, as
transcricdes das entrevistas e as notas de campo tiradas no decorrer das mesmas e
pretende contribuir para a compreensdo e caracterizacdo do sentido de simbolo de
Diogo e para a reconstrucido dos processos utilizados e das dificuldades sentidas, na
resolucdo das tarefas propostas. A segunda tem como finalidade estabelecer uma relacdo
entre o sentido de simbolo do aluno e a forma como este aborda questdes que incidem
sobre os conteudos trabalhados no programa de Matematica A do 12.° ano, baseando-se
nos documentos escritos pelo aluno em fichas de trabalho e testes de avaliacdo interna e

externa.

A caracterizagao do sentido de simbolo do aluno tem como base o quadro de referéncia
de Grossmann, Gongalves e Ponte (2009), adaptado no ambito deste trabalho,
nomeadamente com a introducdo do aspecto “compreender e utilizar diferentes
representacdes do mesmo objecto matematico” como um aspecto do sentido de simbolo
em relacdo as fungdes (anexo 1). Assim sdo quatro categorias em andlise (expressoes
algébricas, equacdes, problemas e fungdes), procurando-se para cada uma analisar

aspectos mais salientes do sentido de simbolo de Diogo.

O sentido de simbolo de Diogo
Expressoes algébricas

Passar de uma estrutura concreta para uma mais abstracta. A dificuldade
em utilizar letras quando pensa em nimeros € confirmada por Diogo, numa alinea da

primeira tarefa da entrevista, na qual o aluno insiste em trabalhar com valores concretos:

Escreva uma expressdo algébrica que simbolize o seguinte:

€) Duas vezes o produto de dois nimeros € vinte.

Ay x,";;.\f 4V bx1-10 XJ] = 2C
5/% —_g\c




Entrevistadora: Por exemplo, encontraste dois nimeros que verificam
essa condicdo, mas se fosse uma expressdo geral, com letras.

Diogo: Com letras...

Entrevistadora: Exactamente.

Diogo: Isto das letras...

Entrevistadora: E que para ti é mais facil pensar em dois niimeros?

Diogo: Eu ainda ndo consegui perceber isso.

Tendo em atencdo a forma como utiliza o simbolo, Diogo ndo parece ter
assimilado o sentido da letra como um simbolo que pode ser utilizado para
escrever expressoes algébricas sem ter que tomar um valor especifico. O aluno
sente sempre necessidade de atribuir um numero a letra e considera que ela
apenas toma esse valor, transportando dessa forma a Algebra de volta a

Aritmética.

A questdo 3 do teste diagndstico pressupunha, em cada alinea, uma passagem do
trabalho com nimeros para o trabalho com letras. As respostas de Diogo sdo as

seguintes:

3. Efectua as operages indicadas e simplifica o resultado|

3+6= q .65

@)
Jbtob= gh
22x2*x2' = 4’,‘4"‘5% > 162144

Q+6)+4= bt~/

c)
(2a+6a)+4a = é v 10 a-Tha

(2x6)x4= O#Y 0= 160
@) 2 A L
(ax6a)xda= f#a"x 00" = [loa

Em relacdo as regras das poténcias, o aluno atribui-lhes um sentido que nao se baseia na
sua compreensdo. Considerando o que escreve na primeira parte da alinea b) este
confirma na entrevista que aplica a seguinte regra: “multiplicar as bases e somar os
expoentes”. No entanto, ao responder a segunda parte dessa alinea, Diogo aplica a

mesma regra mas indica agora que ‘“‘as partes literais estdo a somar” e dai o resultado



apresentado. Ou seja, parece que, para ele, o que estd em jogo € a multiplicacdo
axXaxa que considera ser uma soma a qual atribui o valor a. Neste caso particular a
sobreposicdo de regras e concepgdes erradas resulta numa resposta correcta mas o

caminho que percorre para la chegar evidencia um fraco sentido de simbolo.

Na alinea d), apesar da aplicagdo da propriedade distributiva errada, Diogo faz
correctamente a multiplicacio 2ax4a =8a”. No entanto, ao fazer 8a” x20a’ =160a’

. 2 2 2 . . . . .
volta a considerar que a” Xa” =a”, justificando mais uma vez que as partes literais

“estdo a somar’’.

As respostas de Diogo revelam um conjunto de incoeréncias e uma aplicagdo de regras
matemadticas erradas mas revestidas de algum sentido para o aluno, que traduzem um
fraco sentido de simbolo, nas expressdes algébricas, na passagem de uma estrutura

concreta para uma mais abstracta.
Equacoes

Manipulacdo simbélica utilizando os procedimentos adequados. Diogo
resolve correctamente algumas questdes que envolvem uma manipulacdo com algum
grau de complexidade. Tal é o caso da questdo quatro da entrevista clinica apesar de, ao
longo da resolugdo escrita, o aluno ir sempre pedindo confirmacdo por parte da

entrevistadora em relagdo aos vdrios procedimentos que vai adoptando.

Resolva a equacio em ordem a x.
= e =
abex —d+e—f =0 S = D-€+ F

Ak = D - = N AT~

B (574

No decorrer da entrevista, o aluno também analisa com sentido de simbolo a posi¢ao
relativa das letras numa expressao, concluindo correctamente quando lhe é pedido que
resolva a equacdo em ordem a uma outra letra:

Entrevistadora: (...) Se em vez de te pedir para fazeres em ordem a x, te

pedir para fazeres em ordem a a, o que é que mudava na tua resolu¢ao?

Diogo: O def passava para o outro membro

Entrevistadora: Da mesma maneira?



Diogo: Sim.

Entrevistadora: E depois?

Diogo: ... Acho que fazia a mesma coisa.
Entrevistadora: Portanto ficaria a igual a?
Diogo: aigual a... Posso fazer aqui?
Entrevistadora: Podes, podes.

Diogo: Sim, fazia a mesma coisa.

Entrevistadora: E se fosse o b ou o ¢, achas que haveria uma grande
diferenca?

Diogo: Acho que ndo, porque estd tudo a multiplicar, estes membros. Se
estdo a multiplicar, depois t€m que ir a dividir.

Perante a sexta tarefa proposta na entrevista:

Alguns alunos encontravam-se a resolver um problema. A sua solugio

foi:

89=6 1. 5
2 *5(4} 3)

2\'—():2\"—E
: T2
D

2

Os alunos sabiam que a sua resposta nio estava

correcta mas nao conseguiam identificar o que tinham

feito errado. Serd que tu consegues?

Cv=or 4\/ 3
e
Fv-C .ty 2
R (s
4 5 4
/4"\/ 6= 2Y

(Sharma, 2000)

O aluno tem dudvidas na simplificagdo do numerador com o denominador. Na expressao

4y-3 e . s . A
y—, nao sabe se deve dividir s6 o quatro por dois ou dividir também o trés. O erro

da resolucao apresentada na questdo baseia-se exactamente nessa operagao incorrecta. O
aluno identifica o erro no segundo membro (que esta correcto) em vez de o identificar

no primeiro, obtendo uma condi¢ao impossivel que ndo identifica como tal.

Assim, manipulagdo simbdlica recorrendo aos procedimentos adequados parece ser um
dos aspectos do sentido de simbolo com algum relevo em Diogo, apesar do aluno nem

sempre estar seguro sobre procedimentos essenciais.



Problemas

A utilidade de recorrer ao simbolo e de o interpretar no contexto do
problema. Na questao 7, proposta no decorrer da entrevista clinica o aluno reponde da

seguinte forma:

Foram vendidos 1000 bilhetes. Os bilhetes de adulto custam 8,50€ , os
de crianga 4,50€ e vendeu-se um total de 7300€. Quantos bilhetes de
cada tipo foram vendidos? /

Modle = s500€

2;\ _—————850¢C

b = &se £/[00C

A 3c 0O

Diogo: Isto deve ser uma regra de trés simples.
Entrevistadora: Achas?

Diogo: Acho que sim.

Entrevistadora: E que condicdes € que...? Como € que...?

Diogo: Pode ser... quantos bilhetes de cada tipo foram vendidos? 1000
bilhetes.

Entrevistadora: Sim?

Diogo: ...

Entrevistadora: 1000 bilhetes corresponde a 73007
Diogo: Eu estou a arranjar hipdteses. ..

Entrevistadora: Sim. E o que € que € o teu x?

Diogo: E 0 8,50 vezes 1000 a dividir por 7300.
Entrevistadora: Que corresponderia a qué? Esse nimero?

Diogo: Ao valor de... Supostamente... Nao sei, depende do resultado
que me der... Dos, da quantidade de bilhetes que custam.

Entrevistadora: 8,57 Os de adulto?
Diogo: Sim.

Entrevistadora: Quanto € que te deu o x?
Diogo: 1,17.

Entrevistadora: 1,17.

Diogo: Nao deve estar correcto. Quantos bilhetes de cada tipo foram
vendidos?

Entrevistadora: Porque € que pensaste na regra de trés simples?



Diogo: Nao sei professora.

Entrevistadora: E se ai tivesse dado assim um ndmero razoavel... De
500 ou...

Diogo: Depois ia achar para o...

Entrevistadora: Fazias o mesmo para?

Diogo: O de 4,5.

Entrevistadora: Para o 4,5. E tinhas maneira de verificar a tua solugcao?
Diogo: Se tinha maneira?

Entrevistadora: Sim. Imagina que arranjavas um nimero para o x. Ai na
maquina em vez do 1,17 dava-te um nimero que te parecia que podia ser.
Fazias o mesmo para os outros bilhetes, era? E como € que no fim...
Imagina que tinhas dois valores, esses dois valores, tinhas alguma
maneira de verificar se estariam bem? Comprovar que nao te tinhas
enganado. Que esses valores estariam certos?... Nao? Ok.

Diogo recorre ao simbolo mas ndo explica com clareza o que representa x limitando-se a
tentar dar-lhe um valor. Parece resolver a questdao um pouco ao contrrio, procurando
chegar a valores com a calculadora e, depois, tentando atribuir-lhes significado no caso
de eles se enquadrarem no contexto do problema. Apesar de parecer considerar util
recorrer ao simbolo x, ndo o interpreta pois obtém um valor sem sentido no contexto do
problema. Das suas respostas na entrevista, depreende-se que se o valor de x, apesar de
obtido da forma incorrecta, fosse um inteiro positivo, iria considerd-lo correcto,
atribufa-lhe significado e seguiria 0 mesmo processo para obter o outro valor pedido,
nao conseguindo no entanto indicar uma forma de verificar se a resposta estava correcta.
Assim, apesar de obter um valor descontextualizado, o aluno ndo utiliza essa
informagdo para rever a sua estratégia de resolugdo e ndo encontra o erro através dessa

andlise, revelando nesta situacdo pouco sentido de simbolo.

Funcoes

Escolher a representacao simboélica adequada, compreender e utilizar
diferentes representacoes do mesmo objecto matematico. A escolha da representago
simbdlica adequada pressupde que o aluno conhece vdrias representacdes e sabe
trabalhar com cada uma delas com um certo grau de efici€ncia. Na questao 11 do teste
diagnéstico Diogo opta pela resolug@o analitica da questdo em detrimento da utilizagao

do gréfico ou da tabela:



11, Se alguém dissesse que a solugdo para 2 + 0,54x <45 era x <70, de que
forma poderias verificar esta sugestdo:

A. Numa tabela?
B. Num grdfico?
€./ Sem utilizar tabelas nem gréficos?

Explica a tua opgdo:
2+054x & bg o,

oy esdx $43

X < 4

(2]

\S
X
N

-

n
N

No decorrer da entrevista, Diogo mostra que ndo compreende como utilizar a tabela ou
o grafico nesta situacao, justificando que ndo tem valores de x:

Entrevistadora: Porque € que tu utilizaste a resolucao analitica? (...)

Porque € que optaste pelas contas e nao pela tabela ou pelo grafico?

Diogo: Por... Porque se fizer as contas acho que... Acho que
comprovou-se que era o valor indicado, mas se fosse ...

Entrevistadora: Como farias como uma tabela ou com um gréfico?

Diogo: Tinha que saber os valores do x.

Mais uma vez, parece que, para Diogo, tem pouco sentido atribuir a x diversos valores,
que ndo sio explicitados na questdo. Fica assim limitado a manipulagdo simbdlica, o
que estreita o seu leque de opcdes e, consequentemente, a amplitude do seu sentido de

simbolo.

A tarefa 12 da entrevista apresenta o grafico de uma recta e pede que o aluno identifique

a sua expressao entre quatro hipoteses:

Das expressoes apresentadas, indique qual corresponde ao grafico

apresentado. (sem recorrer a calculadora)

I

(a) y=x (b) y=—x (© y=2x (d) y=x+2
(Duval, 1999, Duval, 2006)




Entrevistadora: Achas que a recta dada € a recta y= x porqué?

Diogo: Porque como passa aqui...(Diogo identifica o ponto (0,0)) se
passasse o 2 (Diogo aponta para o ponto (2,0)) dizia que era y = 2x.

(...)
Entrevistadora: E se fosse x +2? Qual € que seria a diferenca?

Diogo: Nao sei, por isso é que agora quando tentei explicar esta voltei
outra vez a...

Entrevistadora: Aquela.

Diogo: Porque nio sei se € esta ou

Entrevistadora: Se era a) ou se era d)?

Diogo: Se era a c) ou a d), quando a recta passava aqui no ponto...
Entrevistadora: Ah!

Diogo: No ponto 2.

Entrevistadora: Nao te lembras?

Diogo: E esta.

Entrevistadora: Achas que € a c)? Como € que estds a pensar?
Diogo: Se aqui, se eu digo que y = X.

Entrevistadora: Hum hum...

Diogo: E esta no ponto 0, entdo € porque o valor de x estd aqui no valor
0. Se passa para 2, o valor de x € 2, por isso diria que era y = 2x. 2x tem
valor...

Entrevistadora: Onde € que o x tem valor 2?7

Diogo: Se passasse aqui na recta.

Entrevistadora: Entdo qual é a nossa recta?

Diogo: Quando?

Entrevistadora: Esta recta que estd tracada, a que...?
Diogo: ...y = x.

Entrevistadora: Ah. Se passasse aqui € que dirias que era y = 2x. Ok

No decorrer da entrevista, Diogo faz confusdo entre 2 como ordenada na origem (que
situa no eixo horizontal) da recta y=x+2 e o declive 2 da recta y=2x e ndo recorre a
nenhuma estratégia que lhe permita encontrar a representacdo correcta. Termina como
comegou confirmando que se a recta passasse no ponto (2,0) entdo a equagdo seria

y=2x. O Quadro 1 sistematiza o sentido de simbolo de Diogo nos aspectos analisados.



Quadro 1. Resumo do sentido de simbolo de Diogo

Passar de uma estrutura
concreta para uma mais
abstracta (sentido do numero
para sentido de simbolo).

(Expressdes algébricas)

Assume um conjunto de regras, algumas erradas mas que
considera correctas, as quais atribui um sentido préprio e
que utiliza frequentemente. A sua necessidade de atribuir
valores concretos as letras que figuram numa expressao
algébrica, também dificulta a forma como se move entre a
Aritmética e a Algebra. Sente-se mais a vontade a trabalhar
com a primeira (que lhe permite “fazer contas”) embora
nem sempre o faca de forma correcta.

Nao vé com clareza, os vdrios papéis que a letra pode
desempenhar numa expressdo algébrica e tem tendéncia a
consideré-las como representantes de um dnico valor.

Manipular simbolicamente
utilizando os procedimentos
adequados.

(Equacdes)

Revela destreza, apesar de por vezes se deparar com
ddvidas em procedimentos essenciais relativamente
simples que podem comprometer o resultado final.

Decidir se € ttil recorrer ao
simbolo e interpretd-lo no
contexto do problema.

(Problemas)

Recorre ao simbolo mas quando este ndo tem sentido no
contexto do problema, ndo utiliza essa informagao para
reavaliar os seus procedimentos.

Escolher a representagao
simbdlica adequada.

(Funcgdes)

Tem alguma dificuldade em trabalhar com algumas
representagdes o que limita a sua escolha.

Compreender e utilizar diferentes
representacdes do mesmo
objecto matemaético.

(Funcgdes)

Opta pela resolucdo analitica em detrimento do recurso ao
gréfico ou a tabela.

N3o identifica correctamente a representacdo gréfica de
uma recta com a sua equagao.

O sentido de simbolo de Diogo e a Algebra do 12.° ano

O sentido de simbolo de Diogo reflecte-se na forma como aborda questdes que incidem

especificamente sobre os contetidos trabalhados no ambito do programa de Matematica

A do 12.° ano. Um aspecto relevante do sentido de simbolo do aluno é a manipulagao

simbdlica. O exemplo seguinte, retirado do udltimo teste intermédio realizado no

decorrer do ano lectivo, mostra o seu trabalho num exercicio de niimeros complexos no

qual ele efectua uma manipulagdo simbdlica utilizando sempre os procedimentos

adequados:




1. Seja C o conjunto dos nimeros complexos; ¢ designa a unidade imaginaria.

(1+2)(3+1) — i+

3 sem recorrer a calculadora.

Determine

Apresente o resultado naforma x +yi, com rcR e yeR

by o =z 2
(rEd s AR Y
1) (142;“)(34” —;(g-a-)“} Gl
30 \ z 1
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30 R
= 341167434V 42 -] - st 2
30 L (l'tﬁ
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= [2460) x(-31) = -Gi —1pi% - -Ci-tBa(-g) - | 12 Artaz
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No entanto, a manipulacdo simbdlica de Diogo é por vezes afectada por alguma
inseguranga em operagdes bdsicas essenciais. Num outro teste intermédio, esse aspecto
¢ visivel na resolucdo de uma equacdo de 1.° grau e condiciona o sentido de simbolo do
aluno num aspecto que este mostra ter desenvolvido com procedimentos mais
complexos. O seu trabalho na Algebra é assim afectado pelo facto de ndo conseguir dar

sentido a procedimentos bdsicos em algumas manipulagdes simbdlicas.

4, Numa certa regiao, uma doenca esta a afectar gravemente os coelhos que la vivem. Em
consequéncia dessa doenga, o numero de coelhos existentes nessa regido esta a diminuir.

Admita que o numero, em milhares, de coelhos que existem nessa regido, { semanas
apos a doenga ter sido detectada, é dado aproximadamente por

f(t) = ﬁ (% designa um namero real positivo)

Resolva, usando exclusivamente métodos analiticos, os dois itens seguintes.

Nota: a calculadora pode ser utilizada em calculos numéricos; sempre que, em calculos
intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, quatro casas decimais.

4.1. Suponhaque k=9

Ao fim de quantos dias, apds a doenca ter sido detectada, € que o nimero de coelhos
existentes na referida regido éigual a 7000 ?

4.2. Admita agora que o valor de / é desconhecido.

Sabe-se que, durante a primeira semana apos a deteccdo da doenga, morreram
quatro mil coelhos e ndo nasceu nenhum.

Determine o valor de /&, arredondado as décimas.
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No teste diagnéstico realizado no ambito deste trabalho, Diogo revela ter o seu sentido
de simbolo condicionado por um conjunto de regras incorrectas que ele considera
adequadas, nomeadamente as regras das poténcias. No exemplo seguinte verifica-se que
isso tem consequéncias no seu trabalho sobre conteidos do 12.° ano. Trata-se de um
exercicio que envolve logaritmos e as suas propriedades, o aluno niao responde a

primeira questdo pois ndo aplica a regra das poténcias que lhe permitiria fazer
§ess = 52 550005 ¢ g partir dai proceder a simplificacdo pedida. A sua dificuldade
ndo se prende com as propriedades dos logaritmos, que utiliza bem tanto em 3.1 como

em 3.2, mas sim com a regra das poténcias.



3. Simplifique o mais possivel aplicando as propriedades operatérias dos logaritmos:

5 52+210g5 2 KK

= { (4, :3) /
!‘.

No decorrer da tarefa 12 da entrevista Diogo j4 tinha revelado pouco sentido de simbolo
numa tarefa relacionada com rectas e o seu declive. Esse aspecto parece condicionar o
seu trabalho no exemplo que a seguir se apresenta, no qual nao identifica os declives das
rectas bissectrizes dos quadrantes como m=1 e m=—1. O aluno ndo parece dar
sentido ao papel de m na equacdo de uma recta pelo que, apesar de determinar através
do célculo de limites o declive da assimptota, ndao lhe atribui o papel que ele deve

desempenhar.

Seja f uma funco de dominio B, cujo o grafico admite uma assimptota paralela 4 bissectriz dos
quadrantes pares. Seja ainda h uma fungdo de dominio B = tal que

-
wE

. Prova que o grafico de h admite uma assimpéota paralela 3 bizzectriz

fr 1
hx)= flx)+2xln| | I+=
|I‘\-|\- I’

Ea
4

dos quadrantes impares.
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A escolha da representacdo simbdlica adequada reveste-se para Diogo de alguma

dificuldade pois ndo trabalha com as diferentes representacdes da mesma forma. Neste
exemplo, recorre as resolugdes analitica e grafica da mesma questao, mas ndo estabelece
qualquer correspondéncia entre elas, revelando pouco sentido das diferentes

representacdes do mesmo objecto matemaético.

5. Na figura estd parte da representagio grafica da fungio g, que é definida por: g(x 5—1+an x.

5.1 Determina as abcissas dos pontos A e B.

5.2 Determina as abcissas dos pontos de

intersecgdo dos graficos de g(x) e da fungio
f, definida por f(x)=3ln~/x. o : :
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O sentido de simbolo de Diogo, retratado anteriormente, € visivel e influencia a forma

como o aluno trabalha os conceitos do 12.° ano.

Conclusao

Este trabalho permite-nos caracterizar o sentido de simbolo de Diogo tendo por base o
quadro de referéncia indicado (anexo 1). O aluno evidencia dificuldade na passagem de
uma estrutura mais concreta para uma mais abstracta, tendendo a atribuir a letra de uma
expressao simbdlica um unico valor, ndo conseguindo ver o seu papel no contexto de
um dado problema e ndo recorrendo a ela para escrever uma expressdo geral. Parece ndao
ter conseguido ultrapassar a especificidade da Aritmética como referem Filloy, Puig e
Rojano (2008), nem avancar na abstrac¢do e generalizacdo envolvida na passagem do
operacional para o estrutural (Sfard & Linchevsky, 1994). Diogo revela também pouca
flexibilidade em mover-se entre as representacdes grafica e algébrica, ndo as
relacionando com clareza e ndo evidenciando o que Arcavi (1994) define como a
habilidade de escolher a representacdo simbdlica adequada a um determinado problema.
Além disso, o aluno parece ter interiorizado algumas regras muito préprias que utiliza
com frequéncia no seu trabalho sem se questionar sobre a sua correccdo, ndo tirando
conclusdes a partir da inspeccao dos simbolos e da comparagdo dos significados com os

resultados da manipulagdo (Arcavi, 1994).

A vertente do sentido de simbolo de Diogo que identificamos como a mais desenvolvida
¢ a manipulacdo simbolica, visivel na forma como consegue resolver tarefas exigiveis
no 12.° ano, envolvendo célculo de limites, propriedades dos logaritmos, numeros
complexos, etc. No entanto, os indicios de sentido de simbolo que apresenta quando lida
com esses conceitos, acabam por se esvair ao ndo atribuir sentido a conceitos e

procedimentos bdésicos, que usa por vezes de forma incorrecta. A caracterizagdo do



sentido de simbolo de Diogo estd em sintonia e tem consequéncias no seu trabalho na
sala de aula e nos testes de avaliacdo (internos e externos). O seu trabalho surge
frequentemente destituido de sentido, o que se traduz em alguma falta de coeréncia,
inclusive ao longo do mesmo exercicio e em dificuldades na transferéncia de

conhecimentos e procedimentos para outras situagdes.

Alicer¢ado numa base pouco sélida, o sentido de simbolo de Diogo ameaca ruir perante
qualquer dificuldade, pois o aluno parece conceber a Matemdtica como um conjunto de
regras que € preciso saber aplicar, mas ndo lhes reconhece um sentido mais profundo.
Tem sempre que escrever, fazer algo, comeca invariavelmente por fazer contas, de
preferéncia com a calculadora e tenta encaixar os valores a que chega por esta via na sua
resposta, ndo fazendo nunca uma inspec¢do dos simbolos nem antes de iniciar o seu
trabalho nem quando o termina. A falta de sentido de simbolo manifesta-se assim na sua
grande dificuldade em recorrer ao poder do simbolo para corrigir o seu proprio trabalho

e para tirar conclusdes com fundamento.

Apesar de Diogo ter conseguido concluir a disciplina, ficam as questdes: Que utilidade
terd a Matemdtica na sua vida futura? Para que servird este emaranhado de regras
aplicadas ao ultimo tema tratado na aula? Terminado o contacto com a disciplina ser-
lhe-4 alguma vez possivel recorrer a ela para resolver algum problema? Algures no seu
percurso escolar algo falhou e as consequéncias sio graves. A passagem para a Algebra
ndo foi totalmente concretizada e, apesar do aluno conseguir resolver questdes
algébricas, ndo compreende o seu significado, ndo consegue dar sentido ao simbolo, e o

que nao tem sentido depressa se esquece...
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Anexo 1

Quadro de referéncia do sentido de simbolo

Estar familiarizado com os simbolos e o seu significado.

Traduzir para linguagem simbolica a linguagem corrente.

Expressoes

P Passar de uma estrutura concreta para uma mais abstracta (sentido do
Algébricas

nimero para sentido de simbolo).

Criar uma expressao simbolica para um determinado objectivo.

Sentir o problema a partir da inspec¢do dos simbolos.

Manipular simbolicamente utilizando os procedimentos adequados.

Manter uma visao global do que se estd a trabalhar evitando cair em
manipulacoes destituidas de significado.

Equacgoes s ~ :
quag Identificar equagdes equivalentes procurando novos aspectos dos

significados originais.

Compreender os diferentes papéis que os simbolos podem
desempenhar.

Decidir se € util recorrer ao simbolo.

Criar uma expressao simbolica que traduza a situagao.

Problemas | Interpretar o simbolo no contexto do problema.

Utilizar os simbolos para aceitar ou rejeitar conjecturas.

Generalizar.

Utilizar o simbolo para estabelecer relagcdes quantitativas.

Escolher a representacdo simbdlica adequada.

Analisar o efeito da mudanca e da varia¢do dos simbolos.

Utilizar o simbolo para modelar situagdes.

Funcoes Compreender que os simbolos podem desempenhar papéis distintos
em contextos diferentes.

Utilizar o poder dos simbolos para tomar decisoes.

Compreender e utilizar diferentes representacdes do mesmo objecto
matematico.




