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Ideia Geral

@ Os Problemas da Transplantagdo Renal

Incompativel

Dador #|  Receptor

Incompatibilidade Sanguinea
Incompativel Imunoldgica
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Ideia Geral

@ Transplante Cruzado de rins considerando apenas 2 pares

€ Compativel
#— [ncompativel

Dador 2
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Ideia Geral
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Algoritmo

First-Accept Match

Passo 1: Comeca-se com o par dador/receptor n°1
Passo 2: Procura-se na base de dados um par dador/receptor compativel com esse par

Passo 3: Quando encontrado um par compativel, ambos sdo removidos do base de
dados e processa-se o transplante

Passo 4: Considera-se o par dador/receptor n°2 e procura-se um par compativel para
processar o transplante

Passo 5: Repete-se este processo até que sejam realizados todos os emparelhamentos
identifcados e n3o existam mais oportunidades de emparelhamento

Donor/recipient pairs awaiting a match

\r\:nmpah ble Other pairs awaiting

First match

dodb oy dve| | o vy oy

‘S@x?

New donor/recipient pair
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Ideia Geral
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Algoritmo

O problema do algoritmo " First-Accept Match”

Donor/recipient pairs awaiting a match

v oo | dodn | v dnd

Does not match 1 or 2 Matches 1and 2 Matches 1 only

Xi)ﬁ‘ pas7e
o il

Este algoritmo n3o tem em conta a dificuldade que determinados pares dador/receptor
tém em encontrar um par compativel.
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Transplante Cruzado de rins com mais pares

*— Compativel
& Incompativel

Dador 1 Dador 1

e

Recp. 3

Dador 3
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Ideia Geral
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Transplante Cruzado de rins com mais pares

*— Compativel
#—— Incompativel
Recp. 2
Recp. 1
—
Dador 2
Dador 1
Recp. 3 Recp. 4
Dador 3 Dador 4
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Formulagdo Matematica
.

Estrutura Geral

@ A bolsa dos pares dador-receptor pode ser representada por um grafo dirigido
G(V,A)

@ Cada par dador-receptor é representado por um vértice v;

@ Se o dador v; for compativel com o receptor v; existe uma aresta com peso w; de
vj para v;

Receptor 1 Dador 1
P ] s 1]

Receptor 2 Dador 2
I Waz
Receptor 3 Dador 3 Wi
Receptor 4 Dador 4 l 3 l Wi I 4 |
—
Wis
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©00000

Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

Receptor
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Formulagdo Matematica
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Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

@ Nesta formulagdo o problema " Kidney Exchange”é um problema de Programagio
Linear Inteira com a seguinte varidvel x;:

1 se o receptor i é compativel com o dador j
Xij = P
v 0 caso contrario

@ O objectivo na formulagdo aresta é maximizar o niimero de arestas (pesadas)
presentes na solugdo do problema:

maximizar E WiiXij =
(i.j)eA

maximizar xi2 + x23 + x31 + X34 + Xa3
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Formulagdo Matematica
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Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

Sujeito a:

@ Cada par dador-receptor apenas doa um rim se também receber um rim e
vice-versa:

o Considerando o par dador-receptor 1: x1o = x31

o Considerando o par dador-receptor 3: x31 + X33 = x23 + Xa3
Receptor
: Wiy
Wi : > :
Wi . Waa

Dador
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Formulagdo Matematica
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Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

@ Cada dador apenas pode doar um rim:
o Considerando o par dador-receptor 1: x3;7 <1

o Considerando o par dador-receptor 3: x3 + x33 < 1

Receptor
NS a Wazn
Wiy ’ Wig

Dador

Wiz

9 Xxj; € {0,1}
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Formulagdo Matematica
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Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

@ Pode-se ainda considerar uma restricdo relativa ao comprimento dos ciclos
permitido:

E X,'j,'jJr1 S k-1 V i1i2...ikik+1 com i1 ;ﬁ ik+1,
1<j<k

onde k representa o tamanho maximo que um ciclo pode ter.

apenas s3o considerados caminhos de tamanho < k-1, pois sdo os Unicos que
podem originar ciclos admissiveis.
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Formulagdo Matematica
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Formulagao Matematica: Formulacao Aresta

Formulacao Geral:

maximizar E Wi Xij

(ij)eA
Sujeito a:
°
Z Xji = Z Xxij Vi€ V <« restricao de conservagdo
J:U,i)eA Ji(ij)EA
°
Z xj <1 Vj € V< restricdo de capacidade
i:(i,j)€A
°

E X,'j,'jJr1 < k—1 V I'1l-2...ikl'k+1 com i1 75 ik+1
1<j<k

@ Xj; € {0,1}
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Formulacdao Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

@ Formulag3o considerando ciclos de tamanho méaximo 2

Wi
WJI
3

Wiz
Was - 3 4
W3

—_— 4
Waa
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Formulacdao Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

@ Formulagdo considerando ciclos de tamanho maximo 3

Wiz . 2

1
T Wi
Wiy
Was
3 B ——
- Wig
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Formulagdo Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

@ Na formulagdo ciclo o problema " Kidney Exchange”é ma mesma um problema de
Programacao Inteira Linear.com a seguinte variavel bindria x:

1 se o ciclo c for seleccionado
Xc = .
‘ 0 caso contrario

@ O objectivo é novamente indirectamente maximizar o nimero de arestas na
solu¢do do problema:

maximizar E WeXe =
ceC(L)

maximizar 3x¢, + 2xc,

Silvia Cunha (FCUP) i e Programmes neiro 2012 19 / 28



Formulagdo Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

Sujeito a:

@ Cada par dador-receptor apenas pertence no maximo a 1 ciclo:
o Considerando o par dador-receptor 1 : x, <1

o Considerando o par dador-receptor 3 : X, + X, <1

i

Cada dador apenas doa um rim e cada receptor apenas recebe um rim

@ x. €{0,1} Vce C(L)
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Formulagdo Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

As restrices de conservagdo e de capacidade existentes na formulag3o aresta sdo
automaticamente satisfeitas:

@ Restricao de conservagao:

Por definicdo de ciclo, esta restricdo é verificada

XC1:1 = X12 = X3 = X31 = 1

X =1= xsa=x3=1

Receptor
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Formulagdo Matematica
000000

Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

@ Restricdo de Capacidade:

Considere-se o exemplo do vértice 3 :

Xep + X, <1l = x3+x3<1

restricao F.C. restricao F.A.

Receptor
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Formulagdo Matematica
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Formulacdo Matematica: Formula¢do Ciclo

Formulacao Geral:

maximizar E WeXc
ceC(L)

Sujeito a:

o
Zxcgl YvieVv

cvec

@ x.€{0,1} Vce C(L)
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Formulagdo Aresta vs Formulagao Ciclo
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Formulacdo Aresta vs Formulacao Ciclo

@ A formulag3o aresta pode ser resolvida em tempo polinomial, quando n3o ha
restricdo sobre o tamanho dos ciclos; a formulag3o ciclo sé pode ser resolvida em
tempo polinomial quando o tamanho dos ciclo é no mdximo 2.

@ Consideremos o caso em que L> 3:

Neste caso os algoritmos de pesquisa de arvore usam Relaxac3o Linear das
formulagdes para fornecer limites superiores para a solugdo éptima. Dai vem o
seguinte teorema:

Teorema

A Relaxacdo Linear da formulacdo ciclo domina de forma fraca a relaxacdo linear da
formulagdo aresta.
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Formulagdo Aresta vs Formulagao Ciclo
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Formulacdo Aresta vs Formulacao Ciclo

Demonstracao:

Dada uma solug¢do 6ptima da Relaxacdo Linear da formulag3o ciclo, construimos a
seguinte solucdo da relaxagdo linear da formulag3o aresta:

Varesta = Z Vc Vvertice = Z Vc )

c:arestacc c:vertice€c

onde V. é a varidvel que representa a escolha do ciclo c.
As restricGes da capacidade e conservagdo sdo verificadas, como anteriormente referido.

Resta apenas mostrar que a restricdo referente ao tamanho dos caminhos ¢ verificada
por todos os caminhos.
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Formulagdo Aresta vs Formulagao Ciclo
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Formulacdo Aresta vs Formulacao Ciclo

Verificacdo da restricao relativa ao tamanho dos caminhos:
Seja p um qualquer caminho de tamanho L no grafo. Uma vez que p tem L-1 vértices

interiores:
Z Vvertice S L-1

vertice:verticeEp

Para cada ciclo ¢ de tamanho maximo L, o ndmero de arestas que tem em p (ec(p)) é
no maximo o ndmero de vértices interiores que tem em p ( vc(p)).

Exemplo considerando L= 5:

v I

_— — — —> —>

l

—
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Formulagdo Aresta vs Formulagao Ciclo
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Formulacdo Aresta vs Formulacao Ciclo

Posto isto ,

Zeg Z ce(p) < Z c.vc(p)SZv:L—l

eep ceC(L) ceC(L) vep

O inverso deste teorema n3o é verdadeiro. Considere-se um grafo que é simplesmente
um ciclo com n arestas, em que n>L. Claramente a Relaxacdo Linear da formulacido
ciclo tem valor ptimo 0. No entanto, a formulagio aresta tem uma solucdo de tamanho

n . 1
> onde cada aresta possui valor 5

Exemplo considerando

n=4elL=3:
1/2
—_—
Z X,'j,'jJrl < 2 A4 2314 com 11 75 14
1/2 1/2 1<<3

¢ 1/2
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