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Contextualizagdo
®0

Contextualizacao

@ Os stocks (inventdrios) sdo bens ou materiais que as empresas mantém com a
finalidade de revenda.

@ E necessério existir uma gest3o de inventérios. Existem duas filosofias opostas
para a gestdo da cadeia logistica: push e pull.

@ Os problemas de inventarios podem classificar-se através dos tipos de variacdes do
fluxo de abastecimento / (input) e da fun¢do de procura D (demand).

Daniela Felizardo (FCUP) Gestdo de stocks 28 de Janeiro de 2013 2/35



Contextualizagdo
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Classificacao de modelos de gestao de stocks

@ Para a procura existem dois tipos de modelos:

e Modelos deterministicos
e Modelos probabilisticos

@ O objetivo dos modelos de gestdo de stocks é otimizar os custos. Os pardmetros
relacionados com essa gestdo s3o:

e Quando devem ser colocadas as encomendas - tempo T entre
encomendas;
o Quanto encomendar de cada vez - quantidade Q.

@ Os custos mais importantes que influenciam os pardmetros 6timos s3o:

Custo de aquisicao
Custos de encomenda

Custos de posse do inventario
Custos de rotura

o Carteira de encomendas
e Vendas perdidas
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Modelos deterministicos
€000

Modelos deterministicos

e Q=Tr
Reposicao instantanea; pentria nao permitida

Inventario

FIgU A . Reposicio instantinea, pendria ndo permitida

@ O custo total por unidade de tempo, é dado por

Q
cr@T) _ATCeRT A, @
T T Q 2

= Q" =/ 2LL A KT = K(Q") = VIAG,
2
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Modelos deterministicos
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Reposicao instantanea; pentria permitida

Figura : Reposicdo instantanea, pentria permitida
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Modelos deterministicos
0000

Reposicao nao instantanea; pendria nao permitida

Inventario

M

Tempo

T T2

Figura : Reposicao ndo instantanea, pentria ndo permitida
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Modelos deterministicos
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Descontos de quantidade

@ Consideremos agora uma estrutura de descontos definida por trés patamares:

Py, 0<QR<Q
P(Q) = P, Q<R Q
Ps, Q> Q

KTOT

@ O custo total, para o modelo de reposicdo instantinea, pendria ndo permitida, é

dado por:

KTOT(Q, P) = % + ng +Pr
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Modelos probabilisticos
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Modelos probabilisticos

@ Modelos que considerem a aleatoriedade das varidveis que afetam o
comportamento do sistema.

Flutuagdes aleatdrias da procura.
Flutuagdes aleatdrias do tempo de reposi¢do do inventario.

Politica do nivel de encomenda

Politica da revisao ciclica

Inventario
Inventirio Nivelde existéncias + encomendas

g

Nivelde

Nivelde existéncias + encomendas exsténcias

Nivelde

| existéncias
Pontosderevisso

I I Tempo — — — e

y
g

Receciodaencomenda T b
Colocago da encomenda T

Figura : Politica do nivel de encomenda e politica de revisdo ciclica
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Modelos probabilisticos
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Politicas do nivel de encomenda

@ A quantidade em falta quando chega uma nova encomenda, 7n(x, M), é dada por

n0x, M) = { 2’— M, sze;(fl\l\ﬂ/l
onde x representa a procura durante o tempo de reposicao.
@ O ndmero esperado de unidades em falta por ciclo é
+o0
M) = [ (= M)h(x)ei

onde h(x) é a fung3o densidade de probabilidade da procura durante o tempo de
reposicao.

@ A probabilidade de rotura por ciclo é dada por
+o0
a=P(x>M)= / h(x)dx
M

@ O valor médio do stock-em-mao no fim do ciclo, stock de seguranca S, é :

S=M-—pu
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Modelos probabilisticos
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Modelacao da procura durante o tempo de reposicao

@ Quando x (procura) e L (tempo de reposi¢do) sdo ambas varidveis, a média e a
variancia da procura durante o tempo de reposicdo sdo dadas por

B=Tr
2 _ 2 2-2
o° =T0o, +0,r

onde 7 e 02 s3o a média e a varidncia do tempo de reposicdo, e e o2, a média e
a variancia da procura por unidade de tempo.

@ O inventdrio de segurancga é expresso do seguinte modo
S=2,0

onde Z, é denominado por fator de seguranca.

@ As unidades em falta por ciclo s3o representadas por

[ b= M = oe(M ) = ot(22)

M

onde £(Z,) representa a fung3o de perdas normal.
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Modelos probabilisticos
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Otimizacg3o global

@ Quando ocorre rotura os pedidos n3o satisfeitos ndo ficam perdidos.

@ O custo total por unidade de tempo, e atendendo que Q = TF, é

AF CGF [t
KQM) =5+ (5§ + M=+ G [ (= MphGaae
Q 2 Q Ju
@ A solugdo 6tima é
2F(A+ C} [ (x — M*)h(x)d: e .
Q* = r( t G M (X ) (X) x /\/ h(X)dX = CQ(Z
G . Cir

@ Para encontrar a solugdo étima temos de recorrer a um método iterativo, pois ha
interacdo entre Q" e M™.

1 Comega-se com um valor de @ dado pela expressdo do lote 6timo
deterministico, fazendo r = 7;

2 Utiliza-se a expressdo acima referida para encontrar o valor de M
correspondente a @Q;

3 Utiliza-se a expressdo de Q*, com o valor de M encontrado no passo
anterior, para determinar um novo valor de Q;

4 Voltamos ao passo 2.
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Modelos probabilisticos
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Medidas de desempenho para modelos probabilisticos

@ Sempre que a variabilidade da procura durante o tempo de reposicdo é

significativa, é costume avaliar a eficiéncia do sistema de gestdo de inventarios
pelos seguintes indicadores:

o Custo anual do sistema.

e Risco de rotura ou seu complementar, designado por nivel de protecdo
ou servigo:

i) Probabilidade de rotura por ciclo («)

ii) Percentagem da procura satisfeita sem atrasos ou nivel de servigo :

, . Procura anual — Procura n3o satisfeita imediatamente
Nivel do servico =

Procura anual

Q|

. . r—an
Nivel de servicgo = ——— =
r

1—

ol
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Modelos probabilisticos
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Politica de revisao ciclica

@ Na politica de revisdo ciclica ndo hd nenhum ponto em que se conhega a priori
qual o valor das existéncias fisicas. Nos pontos de revisdo de existéncias e com a
colocagdo de uma encomenda, o stock-em-mao mais o encomendado atinge o
valor M.

@ Se a procura durante T + 7 exceder o valor de M, ent3o existird rotura.

@ A ocorréncia de roturas estd associado com o comportamento da variavel x que é
definida por T + 7. A média e a variancia s3o dadas por:

w=FT+T)F

o> = (F+ T)o: + 027

@ A probabilidade de rotura por ciclo é de novo dada pela expressio:

a= / " h(x)dx

M
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A robust optimization approach to inventory theory
[ 1]

A robust optimization approach to invent

@ Problema de Programagdo Linear (PPL) sujeito a incertezas nos dados:

minimizar c’x minimizar [
sujeito a Ax < b, = sujeito a A% <o,
1<x<u i<x<i
onde X = (z,x,y), € = (1,0,0)", I = (=M, 1), &t = (M,u, )" (M valor grande) e

@ Modela-se em A a incerteza dos dados: aj; € [a; — &, 3 + 3jj].

@ Define-se o desvio escalonado do pardmetro a; do seu valor nominal como
aj — ajj

Zjj = — =
ajj

@ Impoem-se um conjunto de incertezas onde a variagdo (escalonada) total dos
pardmetros ndo pode exceder algum limiar I, ndo necessariamente inteiro:

> lzl<r
(i.)ed
onde J é o conjunto de indices de pardmetros incertos.
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A robust optimization approach to inventory theory
oe

Abordagem Robusta

@ Seja

A A .. 3 — &
A={AecR™"ay € a;— a3+ 8] Vij, » T —L<T}
Gjes 7Y
@ O problema robusto é formulado como
minimizar  c’x
sujeitoa Ax<bVAec A,
I<x<u.

Teorema (Bertsimas e Sim 2003A)

O PPL incerto tem a seguinte forma linear robusta:

minimizar  ¢’x
sujeito a 32,3 + il + 30 ;e fi < bi Vi,
qi + rj > agy; V(i,j) € J
—y<x<y, I<x<u
q>0,r>0,y>0.
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A robust optimization approach to inventory theory
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O Modelo Nao Limitado

@ Define-se para k =0,1,..., T:
e xj: stock disponivel no inicio do periodo k;
@ uy: stock encomendado no inicio do periodo k;
e wyg: procura durante o periodo k.
@ A evolugdo do stock, ao longo do tempo, é descrito pela seguinte equac¢3o linear:

Xkl =Xk +uxk —wx, k=0,1,..., T -1
que conduz a expressao:
K

Xk+1 = X0 + Z(Ui -wj), k=0,1,..,T-1
i=0

As procuras wy s3o varidveis aleatérias.

Modela-se wy para cada k como um pardmetro incerto que toma valores em
[Wk — Wi, Wk + Wk].
@ O desvio escalonado de wy pelo seu valor nominal:
Wi — W
Zk = ———
Wi

o~ k s
@ Temos a condigdo > ;_,|zi| < 'k para cada periodo de tempo k =0,1;..., T— 1
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A robust optimization approach to inventory theory
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O Modelo Nao Limitado

@ O custo incorrido no periodo k consiste em duas partes:

o custo de encomenda, c(uy)

K+ c.u, seu>0
0, seu=20

com ¢ > 0 (custo varidvel unitario) e K > 0 (custo fixo)
o custo de posse/escassez, R(xx + ux — wy)

R(x) = max(hx, —px),

onde h e p sdo ndo negativos. Assume-se que p > ¢, de maneira que
encomendar stock seja possivel até ao dltimo periodo.
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A robust optimization approach to inventory theory
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O Modelo Nao Limitado

@ Formulagdo robusta para o problema de stock numa tnica estagdo:
minimizar >/ (cuk + Kvic + yi)
sujeito a  yx > h(xo + Z,-k:o(“i —Wi)+ qilk + Zf.;o ri) Vk,
vk = —p(x0 + S io(ui — W) + aklk + i ri) Yk,
i +ry > w; Yk, Vi <k,
gk > 0,rj >0 Vk,Vi <k,
0 < uk < Mw, vk € {1,0} Vk,

onde M é um ndmero grande positivo.

@ As varidveis gk e ri quantificam a sensibilidade do custo para variagcdes
infinitesimais nos pardmetros-chaves da abordagem robusta.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Modelo Limitado

@ Ao modelo robusto basta adicionar a restricdo do tamanho maximo da encomenda:
u <d Vk

@ Acrescenta-se a seguinte restricdo ao modelo robusto para garantir o limite de
stock:

k
X0 +Z(u; -w) < C,
i=0

onde C é a capacidade maxima de stock, w; = W, + W;.z; tal que
ze{|z| <1 Vi, Xk, |z <Tx Vk}.

@ A restricdo da capacidade do inventdrio torna-se

2
X < C— prhAk Vk.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Modelos Sem Limites

Caso da rede em drvore;
Sistema em séries;
Escaldo - k;

S o nimero de nodos finais;

Define-se para k =1,..., N:

o Ii(t): stock disponivel no inicio do periodo t na instalacgo k;

o Xi(t): stock disponivel no inicio do periodo t no escaldo k;

o D; «(t): stock encomendado no inicio do periodo t no escaldo k ao seu
fornecedor iy;

e Wi(t): procura no nodo final s durante o periodo t, s =1, ..., S.

@ Seja N(t) o conjunto de instala¢des fornecidas pela instalagdo k e O(k) o
conjunto de nodos finais no escaldo k.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Modelo sem limites

@ A dinidmica linear para o stock na instalagdo k ao longo do tempo (k = 1,..., N)
(prazo de entrega igual a 0 e acumulag3o da procura excessiva):

he(t +1) = L(t) + Digw(t) = X jeniwy Diek(t), t=0,..,T -1

@ Por <_:onver.1<;§o,. se k € um né final s, >°. vy Dik(t) = We(t). Que nos leva a
seguinte dindmica para a o stock no escaldo k:

Xie(t +1) = Xi(t) + Dips(t) — 2 oc o) We(t) t=0,..,T—1.

@ O stock encomendado pelo escaldo k no tempo t € sujeito a restricdo de
acoplamento
> Dik(t) < max(l(t),0) Vk,Vt,
i€EN(k)

@ Por indugdo, a restricdo de acoplamento entre escaldes é linear e pode ser escrita

como
> Dult) < Xu(t) = D Xi(t)vk,Vt,

ieN(k) ieN(k)
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A robust optimization approach to inventory theory
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Modelo sem limites

@ Aplicando a abordagem robusta as restricdes de posse/escassez da mesma maneira
que anteriormente, obtem-se o PPL misto:

min L SN Y v ek Dii(t) + KigVia(t) + Yi(1)}
sujeito a  Yi(t) > hi{Xi(t + 1) + Xe o) (as(O)Ts(t) + 30 (7, 1))}V, ¥,
Yi(t) 2 pi{=Xi(t + 1) + X, o0y (as(E)Ts(2) + 5o rs(7, 1))} Vi, Ve,
Sienqo Duit) < Xu(t) = Cienq Xi(t)Vk, Vt,

qs(t) + rS(T7 t) 2 WS(T)VS,VT S t,
qs(t) >0, r(r,t) > 0Vs, V7 < t,
0 < Dyi(t) < MVi, Vig € {0,1}Vk, Vi € N(k),Vt.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Modelo limitado

@ Limites superiores no (qualquer escaldo, qualquer tempo):

e stock encomendado;
e stock armazenado.

@ Um limite superior na quantidade maxima a encomendar pode ser diretamente
adicionada nas restricdes da formulagdo robusta:

Dk,'(t) < dyVi € N, Yt

@ A capacidade do stock, requer alguma manipulagdo porque o nivel de inventdrio
armazenado em cada escaldo a qualquer tempo depende da procura, essas
manipulagdes originam a seguinte restric3o:

Xe(t+1)+ D> (a:(Os(t) + > rs(r, 1)) < G Vk, Ve
)

s€O(k T=0
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A robust optimization approach to inventory theory
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Implementacao numérica

@ O propdsito do estudo computacional é investigar o desempenho da abordagem
robusta quando as distribui¢Ses subjacentes ndo sdo perfeitamente conhecidas.

@ Em particular, o objetivo é comparar o desempenho relativo da abordagem robusta
e métodos tradicionais (programag¢&o dindmica, no caso de uma dnica instalagio e
politicas miopes para redes mais complexas).

@ Os temas abordados s3o:

e a robustez de ambos os métodos em relacdo as mudancas de
distribuicdo de probabilidade;

e o efeito de varios pardmetros (posse, escassez, pardmetros da
encomenda, e horizonte de tempo) sobre o desempenho relativo dos
dois métodos.

@ Para atender a esses objetivos, considerma-se varios valores para os parametros do
sistema, e estudam-se diversas distribuicdes.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

O horizonte é T = 20 periodos de tempo;

A instalagdo ndo tem stock no tempo O;

Custo unitdrio ¢ = 1;

Custo de posse h = 4;

Custo de escassez p = 6;

N3o tem custos fixos de encomenda;

A procura probabilistica é i.i.d., com média w = 100 e desvio padrdo o = 20.
Na estrutura robusta, toma-se w = 2.0, isto é, a procura pertence ao intervalo

[W—2.0,w+ 2.0]

@ O indicador-chave de desempenho considerado é o desempenho relativo da politica
robusta comparada coom a politica estocastica obtida pela programag¢do dinamica,
medida como o racio R = 100.(E(DP) — E(ROB))/E(DP), em percentagem. Em
particular, quando R > 0 a politica robusta leva a custos, em média, mais baixos
do que com a politica estocastica.
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

Budgets of uncertainty

2 4 6 8 10 12 14 16 8 o 2 &+ 6 8 10 12 12 15 18
Time Time.

Figura :  Conjunto de incertezas para ¢ = 0 (esquerda) e ¢ = 1 (direita), com h = 4
w0
e i
. e
3us e
) E9 B
515 §|5 "‘5’;!)
e Tme
Figura :  Conjunto de incertezas para ¢ = 0 (esquerda) e ¢ = 1 (direita), com p = 4
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

@ Nas préximas figuras indica-se o desempenho das politicas de programacio robusta
e dindmica quando a distribui¢do assumida é binomial (respetivamente, Gaussiana
- 5 pontos (W — 20, W — o, W, W + o, W + 20)), na direita (respetivamente, direita)
de cada figura.

14 30
Gamma | Gamma
- gnomal . Lognomal
i R 5 250 | Gaussian
g g 20
et §
; 5 15
E g 10
g §
g 2
24 o
£ &
T =
°
« 2 T-05
-10
0.05 0.10 0.15 020 025 0 005 0.10 0.15 0.20 025
Standard deviation/mean Standard deviation/mean

Figura : Impacto do desvio padrdo sobre o desempenho
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Exemplo de uma dnica instalacao

A robust optimization approach to inventory theory
0000000000

0.35 035
— Robust-gamma — Robust-gamma
- - DP-gamma - - DP-gamma
. 0.30 —~ Robust-lognormal 0301 ~~ Robustlognormal
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0.20
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0.10

=
G
2
2
=
E
g
=]
8
2
I
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0
2500 3000 8500 4000 4,500
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0
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Cost for the robust palicy (left) and

Figura
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

= Goma ~ Gamma
= =7 Lognom —e |
2 ok - Gavesian = 25 . Gaesian.
8 8
S g 20
£ =
g g 15
g g 10
E \ g™
=] S =]
s B 05k
a SR, a S\
e M\\Q\N R e |
B A El
3 N‘/\*w;“ir’\' 5
e ¢ ol 2oos
2
05 10 15 20 25 30 85 40 45 50 05 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
Ordering cost & Ordering cost &

Figura : Impacto do custo de encomenda sobre o desempenho
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

P )
wo S @&
IS

=]

Relative performance, in percent
@
Relative performance, in percent

-10 - v/ =~ Gamma

—— Gaussian I Gavssan
2 % 4 5 6 7 8 8 10 12 8 4 5 6 7 8 9 10
Holding cost h Holding cost h

Figura : Impacto do custo de posse sobre o desempenho
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

3

3 8 B B

3

Relative performance, in percent
Relative performance, in percent

oM s> ®

i
|
s

o

4 5
Shortage cost p Shortage cost p

Figura : Impacto do custo de escassez sobre o desempenho
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A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

1.00 099
. R 0.98F! P
095 | Ser
— ! 097 .
[— 096 :
o020 1 g .
Z | Z 005 ]
i | c :
0.85 094
: 093
0.80
092
075 091
i 2 38 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Holding cost h Holding cost i

Figura : Impacto do custo de posse sobre as fill rate

niela Felizardo (FCUP) Gestdo de stocks 28 de Janeiro de 2013 32/35




A robust optimization approach to inventory theory
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Exemplo de uma dnica instalacao

1.00 0.940
R E 0.935
0.95 ;
o ] 0.030
© 0.90 !
2 goes
E i =
085 : T 0.020
. 0915
0.80 '
- : 0910
075 0,905
2 3 4 5 3 7 3 2 3 4 5 6 7 8
Shortage cost p Shortage cost p

Figura : Impacto do custo de escassez sobre as fill rate
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A robust optimization approach to inventory theory
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Resultados

@ A abordagem robusta leva a solu¢des de alta qualidade e, muitas vezes supera
programacao dindmica baseada em politicas em estacdes individuais.

@ Para as esta¢des individuais, a abordagem robusta supera programacdo dinamica,
quando o custo de manuten¢do é acima de um certo limiar (em relagdo ao custo
de escassez) e ultrapassada pela programagdo dindmica caso contrério.

@ Esta conclusdo é valida para uma grande variedade de distribui¢des assumidas e
realizadas, bem como outros pardmetros (tais como o custo da encomenda).
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