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Conceitos Fundamentais

Poisson Composta

Poisson Composta

Seja N: N ~ Poisson(\) e X; varidveis aleatdrias i.i.d.

n . N .
Dessa maneira, diz-se que S =) ;" ; X; segue uma poisson
composta.

Simbolicamente, escreve-se:

S~ CP(\ P(X < x))
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Conceitos Fundamentais

Processos de Lévy

Processos de Lévy

Um processo estocastico X = {X(t) : t > 0} com valores em R9 é
dito de Lévy se:

P{X(0) =0} =1 ou X(0) =0 g.c.

X tem incrementos independentes

X é temporalmente homogéneo, isto &,
X(t+h) — X(t) =7 X(h), Vt >0
@ X é estocdsticamente continua, isto €,
lime g P{|X(t) — X(to)| > €} =0
e Para quase todo w, X(t,w) é uma trajetdria continua a
direita com limite a esquerda
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Conceitos Fundamentais

Distribuicoes a-estdveis

Para 1 < o <2, a # 1, a distribui¢do a-estdvel S, (o, 3, i) é
definida como uma distribuicdo com c.g.f. da forma

k(r) = —o%|r|® (1 — Bsign(r/i)tan %) +rp, Rr=0

para algum o >0, S € [-1, 1] e u € R.
@ 1 é o parametro da translacao
@ o é o parametro da escala

@ (3 é o parametro de assimetria
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Conceitos Fundamentais

Processos de Lévy a-estdveis

Processos de Lévy a-estaveis

Dizemos que Z, = {Z, : t > 0} é um processo de Lévy a-estavel
se:

e P{Z,(0) =0} =1ou Z,(0)=0q.c.
@ Z, tem incrementos independentes

o Z,(t+ h) — Z,(t) =9 S,(ch'/*,B,0), para t >0, h < oo,
onde0<a<20>0e|f <1
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Modelo Classico de Risco

O Modelo Classico de Risco

Para construirmos o modelo precisamos de:

@ u — a reserva inicial

@ ct — os prémios recebidos no periodo [0, t], sendo ¢ uma
constante que representa o prémio por unidade de tempo.

e N(t) — processo de Poisson

e /(t) — indemnizagGes agregadas ocorridas em [0, t]

N(t)
I(t) = Z X; (processo de Poisson composto),
i=1
I(t)=0se N(t)=0
{Xi}:2, — sequéncia de v.a. i.i.d. e independente de N(t),
representando indemnizacdes.
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Modelo Classico de Risco

A equacao do modelo

O modelo cléssico de risco para a actividade seguradora em tempo
continuo é um processo estocastico U(t), t > 0 em que U(t) é o
valor da reserva no tempo t.
Temos uma reserva inicial u > 0:
@ ¢é aumentada pelo prémio a taxa de c por unidade de tempo
@ é diminuida por pagamentos de sinistros em épocas
(instantes) aleatdrias

Isto é,

Uit)=u+ct—I(t), t>0
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Modelo Classico de Risco

Processo de Reserva

u
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Probabilidade de Ruina

Quando podemos dizer que uma seguradora entrou em ruina?
e Jt>0:U(t)<0
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Probabilidade de Ruina

Tempo e Probabilidade de Ruina

Tempo da Ruina
o T=min{t:t>0AU(t) <0}

Por convengdo, T = oo se U(t) >0 Vt
Probabilidade de Ruina

A probabilidade de ruina é considerada como uma func3o da
reserva inicial u e é denotada como sendo:

e Y(u) = Pr(T < c0)

H4 um grande interesse em saber a reserva negativa no tempo da
ruina: U(T).
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Probabilidade de Ruina

Processo de perda agregada

Representa-se por {5(t)},>, e ¢ definido por
e S(t)=u—U(t)

E evidente que
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Probabilidade de Ruina

Tempo de Ruina vs P.P.A.

o T(u)=inf{t>0:U(t) <0} =inf{t>0:5(t) > u}

@ Perda agregrada maxima com horizonte infinito:

M= sup S(t)

0<t<o0

@ Perda agregrada maxima com horizonte finito:

Mt = sup S(t)
0<t<T
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Probabilidade de Ruina

Tempo de Ruina vs P.P.A.

@ Com isso, podemos alternativamente escrever as
probabilidades de ruina da seguinte maneira:

* Y(u) = P(1(u) < 00) =P (M > u)

* Y(u, T)=P(r(u) < T)=P(Mr > u)
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Probabilidade de Ruina

Carga de seguranca

@ Muitos modelos estudados tém a seguinte propriedade:
3 uma constante p tal que:

N
1
2D Xi =Tt oo, (*)
i=1
p € vista como a quantia média das participa¢des por unidade de

tempo.
e Carga de seguranca (1)

Ea quantidade relativa, através da qual a taxa do prémio, c,
excede p:
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Probabilidade de Ruina

Carga de seguranca

Parece 6bvio que a companhia de seguros deve tentar assegurar
que > 0.

Isso ainda tem repercurssoes ainda maior:

Proposicao

Assumindo que (x) se verifica, se n < 0, entdo M = oo quase
certo, e consequentemente ¥(u) = 1, Vu.

Se n > 0, entdo M < 0o quase certo e consequentemente
¥(u) < 1, Vu suficientemente grande.

Nilson Moreira Probabilidade de Ruina: Modelacao e Aproximacgoes



Probabilidade de Ruina

Carga de seguranca

Demonstracao:

De (x), segue que

C.

S(t) _ S Xi—ct
t t

—9

p—C, t—00

¢ Se n <0, o limite calculado é > 0, o que implica que
S5(t) —9¢ oo e consequentemente M = oo q.c.

¢ Sen >0, entdo lim @ <0, S(t) =9 —o0,
M < oo g.c.
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Distribuicao "ladder height”

Distribuicao "ladder height”

A probabilidade de ruina pode ser expressada através da chamada
distribuicao "ladder height”.

Como ja foi visto,

Ne
S()=u-U(t)=> Xi—ct, t >0
i=1

T(u) =inf{t >0:5(t) >u}, (7(0)=rm14)

A variavel aleatéria S(7,) chamamos de "ladder height”.
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Distribuicao "ladder height”

Distribuicao "ladder height”

Definimos "ladder epochs” como sendo:

Tt =inf {t > 7] S(t) > S(1)},n=0,1,2,... erd =14

Os "ladder epochs” {TQ}neN sao os instantes em que o processo
de perda agregada S atinge um novo maximo.

Nilson Moreira Probabilidade de Ruina: Modelacdo e Aproximagoes



Distribuicao "ladder height”

Distribuicao "ladder height”

O 1° ponto de "escada” corresponde a S(74) (o 1° passo), o 2°
ponto de "escada” corresponde a S(Ti) e consequentemente o 2°
passo é S(71) — S(74).

O processo de maximo relativo M é a altura total da "escada”
dado pela soma

Ni

M(t) =3 [S(r2) ~ S( )] L £> 0

n=1
Visto que é uma soma telescdpica, pode ser escrito como:
M(t) =sup {S(7])}
n>0

que é a perda agregada maxima.
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Distribuicao "ladder height”

Distribuicao "ladder height”

Ja foi visto que a probabilidade de ruina

A
t>0:u—|—ct—ZX,~<0

i=1

P(u) = P{inf

< oo} ,u>0
satisfaz

P(u) =P{M>u}, u>0

Além disso, M é uma varidvel aleatéria que segue a distribuicao
geométrica composta (ver Bowers et al. (1986)).

E sua distribuicido é dada pela chamada férmula de convolucdo de
Beekman:
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Distribuicao "ladder height”

Distribuicao "ladder height”

L=v(o) = 1319 (1i9> Fx"(u)

onde § = c(A\u)~! — 1 é o factor da carga de seguranca,
F(x) = n~" [5 (1= Fx(y))dy

FX é chamado de distribuicao "ladder height” ou ainda conhecida
como distribuicdo de equilibrio.

Nilson Moreira
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Aproximacées

Aproximacgao de Cramér-Lundberg

o E um dos resultados mais importante da Teoria do Risco.

Consideremos um modelo P.C. com ¢ =1 e a distribuicdo das
indemniza¢des B com a fungdo geradora de momentos B(s].

Ent3o,
Y(u) ~ Ce Y, u— 00

onde C = 1,\7 p
BB'[]

—1e~ >0 ¢ asolucdo da equagdo de Lundberg

B(BRH]—1) =7 =0,
ou equivalentemente

Bbl=1+
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Aproximacées

Aproximacao de De Vylder

Consideremos um M. R. com os parametros 3, B, c = 1.

Estratégia:

e Utilizar um processo diferente em que a distribui¢do das
indemnizacdes siga uma exponencial com a taxa ¢,
intensidade de chegada 3 e taxa de prémio ¢.

@ Fazer com que os processos sejam tanto quanto possivel da
mesma forma
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Aproximacées

Aproximacao de Beekman-Bowers

A ideia é escrever 1)(u) como P(M > u).
Como?

Ajustando uma distribuicdo gama de pardmetros A, § a distribuicdo
de M, combinando os dois primeiros momentos e usando a
aproximacdo da fungcdo gama incompleta

00 A
w(u)z/ l_(z/\)x)‘_le_‘sxdx
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Consideragdes Finais

O Problema do Modelo Classico

Em situacdes praticas:

@ Queremos limitantes superiores para a probabilidade de ruina
a tempo finito, ¢(u,t) = P(T < t).

@ O valor das indemniza¢des ndo possuem segundo momento
finito.

@ Portanto o valor das indemniza¢des possuem caudas pesadas.
Daf,

@ O estudo da probabilidade de ruina requer outras técnicas.
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Consideragdes Finais

Uma forma de contornar esse problema

Distribuicoes Estaveis J

@ Descrevem as caudas pesadas
@ Descrevem o comportamento assimétrico

@ Tem uma dependéncia de 4 pardmetros, o que permite a
flexibilidade em adaptar dados empiricos e testar modelos

@ Limites de soma de v.a. i.i.d. estaveis também s3o estaveis
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Consideragdes Finais
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