ENGENHARIA
MATEMATICA

2° CICLO (MESTRADO)

www.fc.up.pt/dmat/engmat

FACULDADE DE CIENCIAS
UNIVERSIDADE DO PORTO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Applications of Second Order Cone
Programming

Raquel Reis
Janeiro 2013



Agenda

* Programacao convexa

* Programacao conica de segunda ordem
— Formalizacao de um problema de SOCP

— Problemas que podem ser expressos como SOCP
 Maximo de normas
* Problemas com restricdes hiperbdlicas
— Aplicacdes reais
— Dual de um SOCP
e Algumas consideracoes
— Algoritmo de reducao do potencial Primal-Dual
* Pontos iniciais estritamente admissiveis
— Conclusoes

e Referéncias



Programacao convexa

e Conjunto convexo
Um conjunto é convexo se o segmento de recta que une dois

pontos desse conjunto pertence ao conjunto, ie,
C éconvexose {x;,x, EC= ax;+(1 —a)x, € C,a €[0,1]}.

* Programacao / Otimizacao
— Funcdo objectivo a ser maximizada / minimizada;
— Conjunto de restricoes a serem cumpridas.

* Programacao convexa

— Funcao objectivo e restricoes de desigualdade sao convexas;
filbx + (1 —-6)y) < 0f;(x) + (1 - 60)f;(¥)
— Restricoes de igualdade sao funcdes afins.



Programacao Conica de Segunda Ordem

e Um cone é um conjunto nao vazio
C c R:¥YxeC(l,ax = 0,coma = 0.

Além disso, se C é convexo, entao C é chamado cone convexo.

* Um cone de segunda ordem é um cone normado na norma
Euclidiana, isto é,
Ce = {(x,)|x e Rt eR x|, <t} € R¥

Um cone de segunda ordem define um conjunto convexo.




Programacao Conica de Segunda Ordem

Um problema SOCP é escrito na forma

Minimizar fTx
Sujeitaa  ||[4;x + b;ll < cjx+d;i=1,..
Fx=g

* Arestricdo ||4;x + b;|| < Cl-Tx + d; € chamada de restricao do cone
quadratico

e Como a funcao objectivo é linear, o problema é convexo se as
restricdes definirem um conjunto convexo

* Variavel de otimizacdo: x € R"

e Constantes do problema: f € R, 4; € R=Vxn p.e RM™1 ¢, €
R, d; € R,F € R™" g e R™



Programacao Conica de Segunda Ordem

Problemas que podem ser reformulados como SOCP:

* Programacao linear (PL) e PL robusta;

* Problemas de minimos quadrados (PMQ) e PMQ robustos;
e Programacdo quadratica (PQ) e PQ robusta

* Problemas que envolvem soma ou maximos de normas

* Problemas com constrangimentos hiperbolicos



Problemas que podem ser reformulados como SOCP

e Maximo de normas

Tem-se o problema

Minimizar Iriax |4;x + b;|]

Introduz-se uma Unica variavel t
Minimizar t
sujeita a |A;x + bil| <t,i=1,..,p
Varidveis de otimizacdo: x € R et € R



Problemas que podem ser reformulados como SOCP

 Restricoes hiperbdlicas

w<xy,x=0y=0 <x+y (1)

-2

2
(\/4W2 + x2 + y? —ny) < (x+y)?
Aw? + x? + y? — 2xy < x® + y% + 2xy
w? < xy

E mais genericamente, quando w é um vector

2
wTwSxy,sz,yzO@H[x_wy] <x+y (2)




Problemas que podem ser reformulados como SOCP

Exemplo: Maximizar a média harmonica de funcdes afins

D 1

=1 gl x+b;

Sujeita a ax+b; >0,i=1,..,p
cix+d; >0,i=1,..,q

Minimizar

Introduzem-se novas variaveis t;:
Minimizar Z?zl t;
Sujeitaa  tj(ajx+b)=1,i=1,..,p
cix+d; =0,i=1,..,q
E através de (1):

Minimizar Zle t;

2
< gl . i =
[a'lpx_l_bi_ti”‘_alx+bl+tl,1 1,..,p
cl-Tx+dl-20,i=1,...,q

Sujeita a ‘



Programac¢ao Conica de Segunda Ordem

Aplicacoes reais

 Mao mecanica

* Arranjos de antenas;

 Modelacao de filtros FIR;

* QOtimizacao de carteiras de investimento;
* Problemas de gestao

 Problemas de localizacao de instalacdes



Programac¢ao Conica de Segunda Ordem

Aplicacao real — Mao mecanica

Problema: Agarrar um objecto de forma estavel, o mais suave possivel

{ v! Fiv; normal A superficie
ll

(I — v;v;1)F; tangente a superficie
v; — é o vector normal a superficie no i — ésimo ponto de contato
F; — forga aplicada no ponto

A componente tangente ocorre pelo atrito estatico e a sua magnitude nao
pode exceder o produto da magnitude normal com o coeficiente de atrito u.

Restricao do cone quadratico nas variaveis F;:
(1 = viv] )Rl < wolFyi=1,..,N



Programac¢ao Conica de Segunda Ordem

Aplicacao real — Mao mecanica

O equilibrio estatico do corpo é caracterizado por:

N
ZFL-I'Fext:O
Ni

EpiXFi-l'Text:O
[

Impoem-se limites nas forcas de contato, por exemplo, um limite
superior v/ F; < E,,x ha componente normal

Objectivo: Encontrar F; que satisfagam as restricdes de atrito, as
restricoes de equilibrio estatico e os limites nas forcas de contacto.




Programac¢ao Conica de Segunda Ordem

Aplicacao real — Mao mecanica

Surge assim o SOCP:
Minimizar t
sujeita a vIF,<ti=1,..N
| —vv!Fi|| < wlF,i=1,..,N
YU Fi+ Fort =0
YV Di X Fi 4 Toxe = 0



Programacao Conica de Segunda Ordem

Relembrando o problema, agora referido como Primal
Minimizar  fTx
Sujeitaa ||A;x + b;|| < Cl-Tx +d;,i=1,..
Fx =g

feER™A; € R—Dxn p e RU1 ¢, € R, d; € R F € R™" g € R™

Dual de um SOCP

Maximizar — Z?’:l(biTzi + diWi)
Sujeito a ’l-vzl(AiTzi + CiWi) =f
lz; |l < w;

As variaveis duais s30 z; € R* 1 e w € R".
O dual de um SOCP é ainda um SOCP.



Dual de um SOCP — algumas consideracoes

O primal SOCP é admissivel (“feasible”) se existir x que
satisfaca todas as restricoes.

O primal SOCP é estritamente admissivel se existir x que
satisfaca as restricoes com desigualdades estritas.

Os vectores z e w sao duais admissiveis se satisfazerem as
restricoes.

Os vectores z e w sao duais estritamente admissiveis se além
das restricoes, satisfazerem ||z;|| < w;,i =1, ...,N

Diz-se que o dual SOCP é (estritamente) admissivel, se
existirem z;, w (estritamente) admissiveis.



Dual de um SOCP — algumas consideracoes

Sejam
p* - valor 6timo do primal SOCP
d*-valor 6timo do dual SOCP

Tem-se que se
p* = +00— o0 problema nao é admissivel
d* = —o0— o problema nao é admissivel

A diferenca entre os objetivos do dual e do primal € chamada intervalo de
dualidade (“duality gap”) associado a x, z, w e é denotada por

N
N zw) = fTx+ ) (b7 + diwy)
i=1

Se o primal e o dual sao estritamente admissiveis entao existem pontos
admissiveis do primal e do dual onde as funcdes atingem os mesmos
valores 6timos. Neste caso, n = 0.



Algoritmo Primal-Dual de reducao do potencial

Dados x, z, w estritamente admissiveis e uma toleranciap > 0

Repetir
1. Encontrar direcoes de pesquisa duais e primais dx, 6z, dw
2. Encontrar p,q € R qgue minimizam

o(x +pdx,z+ qbz,w + qéw)
3. Actualizagdo das varidveis: x :=x + pox,z:=z+ qodz,w =
w + qow.

Atén(x,z,w) < .

Onde n(x,z,w) é a diferenca entre os objetivos do primal e do dual e ¢ (x, z, w)
é a funcao potencial primal-dual.



Programacao Conica de Segunda Ordem

Pontos iniciais estritamente admissiveis - Restricao de limites
nas variaveis primais

Torna-se facil encontrar pontos duais estritamente admissiveis em
SOCPs quando as restricoes primais incluem limites nas variaveis, ie,

limites superiores e inferiores, | < x < u, ou uma restricdo de norma,
x| < R.

Exemplo: Incluir uma restricao de norma no SOCP inicial
Minimizar fTx
Sujeito a lA;x + bill <c/x+d;,i=1,..,N
x| < R

Se R for suficientemente grande a restricao extra nao altera a solucao,
nem o valor 6timo do SOCP.



Programacao Conica de Segunda Ordem

Pontos iniciais estritamente admissiveis - Restricao de
limites nas variaveis primais
O dual do problema anterior fica:
Maximizar — Z’i\':l(biTzi + diwi) — Rwpy 41
Sujeitoa Y- i(A]z; +cw;) + Zyyq = f
Izl <w;,i=1,..,N+1

Os pontos estritamente admissiveis para o problema anterior sao
calculados da seguinte forma:

 Parai =1,..,N toma-se qualquer z; e w; > ||z]||;
* Avariavel zy,, advém da restricao de igualdade;
* Para wy,; toma-se qualquer valor maior que ||zy 41|



Programacao Conica de Segunda Ordem

Conclusoes

Otimizacao Convexa, eficientemente resolvida;

Possivel generalizar Métodos de Ponto Interior da
Programacao Linear para SOCP;

Diversas implementacoes disponiveis, assim como softwares;
Formulacao flexivel

Lida com restricbes quadraticas e hiperbdlicas, importante
para aplicacdes a engenharia
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