MATEMATICA II
RESUMO DAS AULAS DE 11 E 12 DE MARCO DE 2008
FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS, PONTOS CRITICOS, MAXIMOS E
MINIMOS, MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

ISABEL S. LABOURIAU

f:U—R UcCR" aberto PeU AeR"” Al =1

Derivada direcional de f na dire¢ao de A
Daf(P)=Vf(P) A
Se Vf(P) # (0,0) e # = angulo entre Vf(P) e A,
Daf(P) = [V f(P)]|A]cost = [V f(P)|cost

Consequéncias

e O crescimento de uma funcao é maximo na direcao do seu gradiente.
e A norma do gradiente é a taxa de crescimento na direcao de crescimento maximo da

funcao.
f:U — R derivavel U C R" aberto P € U

Definicao
P é ponto critico de f se todas as derivadas parciais de f em P forem iguais a zero.

Exemplo
f(x> y) = 67(12+y2)
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O tnico ponto critico é a origem (0,0).
f:U — R derivavel U C R" aberto P € U

Definicao P é ponto de maximo local de f se existir uma bola aberta B centrada em P
tal que para todo X em B f(X) < f(P)

Exemplo (0,0) é ponto de méximo local de f(x,y) = —(2* + y?)
f:U — R derivavel U C R™ aberto P € U

Definicao P é ponto de maximo local de f se existir uma bola aberta B centrada em P
tal que para todo X em B f(X) < f(P)

Teorema 1. Um ponto de mdximo local de uma fung¢ao derivdvel é sempre um ponto critico.
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Prova P ponto de maximo local de f
f(P+tH) < f(P) para t pequeno, qualquer H, |H| = 1.
Vf(P)-H =0 para qualquer H, |[H| = 1.

O valor maximo de uma fungao nao tem que ser atingido em um ponto de maximo local.

Exemploem R f:]0,1] — R f(z) = z? tem um maximo em x = 1 que nao é um ponto
critico.

Defini¢ao P é ponto interior de um conjunto .S C R" se existir uma bola aberta B centrada
em P que esteja contida em S.

Exemplo S = {(z,y): 0<z <1 0<y<1}.
(1/2,1/5) é ponto interior de S.
(1,1/2) nao ¢é ponto interior de S.
Todos os pontos de um conjunto aberto sao pontos interiores deste conjunto.
O conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto S é sempre um conjunto aberto.

Defini¢ao P é ponto de fronteira (ou ponto do bordo) de um conjunto S C R™ se qualquer
bola aberta B centrada em P contiver algum ponto de S e também algum ponto que nao
estd em S.

Exemplo S = {(z,y) :0<z <1 0<y<1}.
(1/2,1/5) nao é ponto de fronteira de S.
(1,1/2) é ponto de fronteira de S e pertence a S.
(1/4,1) é ponto de fronteira de S e ndo pertence a S.

Definicao Um conjunto S C R"™ é fechado se contiver todos os seus pontos de fronteira.
Definicao Um conjunto S C R™ é limitado se existir b > 0 tal que todo X € S satisfaca
|X| < b.

Teorema 2. Se f for uma funcao continua definida em um conjunto S C R™ fechado e
limitado entao [ tem um mdximo e um minimo em S.

Exemplo 1 Encontre o méximo de f(x,y) = z*y em S = {(z,y) e R*:0< 2z <1 0<
y <1}

Exemplo 2 Encontre o méximo de f(z,y) = e~ @) em § = {(2,y) € R? : |(z,y)| < 1}.
Exemplo 3 Encontre o méximo de f(z,y) = 22e~@* ") em R? (se existir).

Exemplo 4 Encontre o maximo de f(z,y) = z+y no disco S = {(z,y) € R? : 22 +¢* < 1}.
Problema: o maximo é atingindo na fronteira.

Méaximos condicionados

Exemplo 5 Encontre o méximo de f(z,y) = = + y na circunferéncia S = {(z,y) € R* :
2 +y? =1}
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Solugao: C(t) = (cost,sent) curva contida em S (ou parametrizacao de 5).
Se (x,y0) = C(to) for ponto de maximo entéo t = ¢y é ponto de maximo de:

t— f(C(t)) = cost + sent

%f((}’(t)) =Vf(C(t)) -C'(t) = (1,1) - (—sent,cost) = —sent + cost

d
%f(C(t)) =0emt=mn/4+knm.
Maximos condicionados

Exemplo 5 Encontre o méximo de f(z,y) = = + y na circunferéncia S = {(z,y) € R* :
2 +y? =1}

Outra solugao: C(t) = contida em S entao g(x,y) = 2% + y* é constante em S.
9(C(t)) = 1logo Vg(C(t)) - C'(t) = 0.
Vg(C(t)) é ortogonal a C'(t).

Se (xg,y0) = C(to) for ponto de maximo entao ¢t =ty é ponto de maximo de t — f(C(t)),
logo

SHOW)) = VACW) - (1) =0
Vf(C(t)) é ortogonal a C'(t). Vf(C(t)) é paralelo a Vg(C(t))

Maximos condicionados

Teorema 3. Sejam U C R"™ aberto, g : U — R deriwvdvel com derivada continua, S =
{XeR": g(X)=0¢eVg(X) #0}. Dada f:U — R derivdvel com derivada continua,
se P €S for um ponto de mdzimo de f em S entao existe A € R tal que

Vf(P) = AVg(P).
Exemplo 6 Encontre o maximo de f(z,y,2) = 2> +y* + 2> em S = {(z,y) € R? :
r? 42y — 22 — 1 =0},
Maximos condicionados

Teorema 4. Sejam U C R"™ aberto, g1, g2 : U — R derivdveis com derivada continua,
S={XeR": g1(X) =g(X) =0 e Vg (X) #0 Vgo(X) # 0}.

Dada f : U — R derivdvel com derivada continua, se P € S for um ponto de mdzrimo de
f em S entao existem A, N\ € R tal que

V(P) = MVgi(P) + A2Vga(P).

Exemplo 7 Encontre o maximo de f(z,y,2) =z +y+zem S = {(z,y,2) € R® : 22 +¢y* =
2ex+2z=1}



