MATEMATICA II
RESUMO DAS AULAS DE 25 E 26 DE MARCO DE 2008
CAMPOS DE VETORES, EXISTENCIA DE POTENCIAIS

ISABEL S. LABOURIAU

Bibliografia: S. Lang, Calculus of Several Variables, Capitulo VII,
F : U — R? campo de vetores UcR? aberto
Se F(X)=Vp(X) com ¢ : U — R diz-se que
¢ é um potencial para o campo F(X)
Exemplo 1
p(z,y) =2’y
é um potencial para o campo
F(z,y) = (32%y% 22°y)
Pode haver dois potenciais para o mesmo campo de vetores?
Se houver dois potenciais para o mesmo campo de vetores F' : U — R? campo de vetores
em U C R? aberto
com dois potenciais 1 : U — R e s : U — R
F(X) = Vpi(X) = Vo (X)
entao para
P(X) = p1(X) — pa(X)
tem-se

Vi (X) = (0,0)

Se Vi(X) = (0,0) ¢ : U — R em U C R? aberto
C :0,1] — U curva regular
d

ZU(C(1) = VE(C(H) - C'(1) = 0

Conclusao Se Vi(X) = (0,0) e C(t) € U entao
f(t) = ¥(C(t)) é constante.

Definicao U C R™ aberto é conexo por arcos
se dados P e @ € U existir uma curva regular C': [0,1] — U com C(0) = P e C(1) = Q.

Pode haver dois potenciais para o mesmo campo de vetores?

Teorema 1. F' : U — R"™ campo de vetores em U C R™ aberto, conexo por arcos
com dois potenciais p1 : U — R e o : U — R
F(X) = Vpi(X) = Vgsa(X)

entdo existe uma constante k € R tal que v1(X) = po(X) + k.
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Exemplo 2 f,g: R— {0} — R

Tudo porque R — {0} nao é conexo por arcos....

Exemplo 1 de novo Encontre um potencial ¢(z,y) para o campo
F(z,y) = (32°y*,22°y) = (f(=,v), 9(,y))
Se F(z,y) = Vo(z,y) entao

9p _
or

0
f(z,y) = 3%y a—;j = g(z,y) = 22%y

ola,y) = / f(,y)de = / 302y de = 2y + cly)

o(z,y) = /g(x, y)dy = /2x3ydy = 2%y® + d(x)

O potencial é p(x,y) = 23y*> + k com k uma constante.

Exemplo 3 Encontre um potencial ¢(z,y) para o campo

F(z,y) = (", 32% + 3y%) = (f(z.y),9(,y))
Se F(x,y) = Vy(x,y) entdo

0
a—i =flay) =" = =g(a,y) = 32" + 3y’

o) = [ fagdo = [[erdr =4 o)

o(e,y) = / oz, y)dy = / (32 + 3y%)dy = 3¢y + 4 + d()

Nao é possivel encontrar um potencial para F.

Exemplo 10 Encontre um potencial ¢(z,y) para o campo
F(x,y) = (senay, coszy) = (f(2,9), 9(z,y))

0 0 -
L4 . entao teriamos

%eg oy
of 09 e D[22\ _ 09 (9
oy  Ox potd oy \ox ) 0z \ oy

Conclusao Nao é possivel encontrar um potencial para F(x,y).

Se Vo(z,y) = F(x,y) entao f =
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Quando é que existe um potencial para um campo de vetores dado?

Teorema 2. Dado um campo de vetores F : U — R? em U C R? aberto F(x,y) =

(f(z,y), 9(z,y)).
Se ezistir um potencial ¢ : U — R para F, isto €, se F(X) = Vp(X) entdo

of _9g

oy O
Teorema 3. Dado um campo de vetores F : U — R? em U C R? aberto F(x,y) =
(f(z,y), g(z,y)) se

af , 9y

dy " ox

entdo nao € possivel encontrar um potencial para F.

Exercicio Dado um campo de vetores F': U — R3 em U C R3 aberto
F(z,y,z) = (f(z,y,2),9(x,y,2), h(z,y, 2))
Se existir um potencial ¢ : U — R para F', entao .......
Exercicio Dado um campo de vetores F' : U — R3 em U C R? aberto
F(z,y,2) = (f(z,y,2), 9(x,y,2), h(z,y,2))
Se alguma das seguintes desigualdades acontecer:

entao nao é possivel encontrar um potencial para F.

Teorema 4. Dado um campo de vetores F : U — R? em U C R? aberto F(x,y) =

of g

8_y -~ Ox
Verifique se é possivel encontrar um potencial para:
Exemplo 1 de novo F(z,y) = (32%y?, 223y) = (f(z,v), 9(z,y))
Exemplo 20 F(z,y) = ("™, e"™¥) = (f(z,y), g(z,y))
Exemplo 30 F(x,y) = 22”1V 20" +9") = (f(z,y), g(z,y))

Teorema 5. Dado um campo de vetores F : U — R? em U C R? aberto F(x,y) =

of _ 9

dy Oz
Verifique se é possivel encontrar um potencial para:
Exemplo 35 F(z,y) = (20”1 2ye”tv*) = (f(z,y), g(z,y))
Exemplo 40 F(z,y) = (2zy,22%y + 3y%) = (f(2.9), 9(z, y))

of _ Oy

a—y—4xy—%

Encontre um potencial (ja vimos que pode existir) para:
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Exemplo 40 F(z,y) = (2zy*, 22%y + 3y*) = (f(2,y), 9(z,y))
Se F(x,y) = Vy(x,y) entdo
O

Dy
g — 2712 g — 272 2
B flz,y) =2zy o 9(z,y) =227y + 3y

o) = [ Fodo = [20pde =7 4 ely)

Se o(z,y) = 2?y* + c(y) entdo
dp
dy

logo, ¢ (y) = 3y* e c¢(y) = y>+k com k uma constante. O potencial é p(z,y) = 22y*+y>+k

com k uma constante.

=227y + c(y) = g(z,y) = 22°y + 3y

Quando é que existe um potencial para um campo de vetores dado?

Teorema 6. Se f,g: R — R forem funcoes derivdveis em um retangulo R C R? e se as
derivadas parciais de f e de g forem continuas em R e tais que

of 9g

oy  Ox

entao existe um potencial para o campo de vetores
F(z,y) = (f(z,9), 9(z,y))

Quando é que existe um potencial para um campo de vetores dado?

Teorema 7. Se fi, fo, f3: P — R forem funcoes derivdveis
em um paralelepipedo P C R? e se as derivadas parciais de fi, de fo e de f3 forem continuas
em P e tais que

Difa = Dy fy D\ fs = Ds3f1 Dy fs = Dsfy

1sto €, se

Ofa _ Of Ofs _ 0f Ofs _ 9fs

0xry  Oxs or;  Oxs Ore O3

entao existe um potencial para o campo de vetores

F($1,$2,SL’3) = (fl(xl,l’z,x?,),f2($1,$2,1’3),f3($1,1’2,$3))

Exemplo 50 Decida se existe um potencial para:
F(x1, 22, 73) = (22 + 23, 71 + 23, 11 + 22) = (f1, f2, f3)
O potencial existe se:

df2  Of Jfs  Ofr dfs _ 0f2

81’1 81’2 81’1 81’3 81’2 81’3

Encontre o potencial Vo = (f1, f2, f3)

g—w:fl:@ﬂLxs —(p:f2:$1+x3 —w=f3:I1+36’2
1 0xo 03

QY = T1X + 2173 + C(LL’Q, LL’3)

© = 1129 + Towy + d(x1, T3)

© = x1%3 + Towy + e(x1, To)

logo ¢ = w129 + 2123 + 2223 + K, com K € R constante.
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Exemplo 55 Decida se existe um potencial para:
F(x,y,2) = (ycos (zy + 2) ,x cos (xy + 2) , cos (zy + 2)) = (f, 9, h)

O potencial existe se
dg Of oh of oh  0Og
or Oy or 0z dy 0z
Ja que sabemos que o potencial existe: calcule o potencial. Resposta: p(z,y,2) =
sen (zy + z).

Exemplo 60 Decida se existe um potencial para:
(Y z \_ 1 _
610.0) = (3 s ) = 2 (0v) = (e )gla)
of y? — 22 Oy
oy (22 +y2)? Oz
logo, existe um potencial em qualquer retangulo que nao contenha a origem.

Exercicio - revisao
(1) Verifique que sec? s = tg?s + 1.

d
(2) Calcule /552 f_ 1= arctg(x)

dx 1 Yy
(3) Calcule /m = —5 arctg <;)
(4) Calcule / pE dx = arctg (:c)

Exemplo 60 Encontre um potencial (ja sabemos que existe) para:

G(z,y) = ( e

x2+y2’x2+y2

) para (z,y) em R =]1,3[x]—1,1]

o0
oxr  x2+y?

22 = 8 (o () + ) = sl

Um potencial em R é ¢(x,y) = arctg <g>
x

ola.y) = aretg () +c(y)



