MATEMATICA II
RESUMO DAS AULAS DE 1 E 2 DE ABRIL DE 2008
INTEGRAIS DE LINHA

ISABEL S. LABOURIAU

Bibliografia: S. Lang, Calculus of Several Variables, Capitulo VIII

Campos de vetores U C R? aberto F : U — R? campo de vetores

F(x,y) = (f(x,9),9(z,y))

F é derivavel se f e g forem derivaveis.

Curvas C': [a,b] — R? curva
C ¢ de classe C' se C(t) for derivéavel e se C'(t) for continua.

U C R? aberto F=(f,g): U — R? campo de vetores derivdvel.
C : [a,b] — U C R? curva de classe C!
h:la,b] — R h(t) = F (C(t)) - C'(t)

Exemplo 1 F(z,y) = (z%y,y®)  C:[0,1] — R? C(t) = (¢,1)
F(C(t) = (£,17) C'(t) = (1,1).

h:[0,1] — R
ht)=F(C)-C'(t) = (£*,¢%) - (1,1) = 2t°
U C R? aberto F : U — R3 campo de vetores derivavel.

C : a,b] — U C R? curva de classe C*!
h:la,b] — R h(t) = F(C(t))-C'(t)

Exemplo 2 F(z,y,2) = (v,y,zz —y)  C:[0,1] — R?® C(t) = (¢, 2t,4¢t)
F(C(t)) = (t,2t,4t* — 2t) C'(t) = (1,2,4)

h:[0,1] — R
h(t)=F (C(t))-C'(t) = 16t* — 3t
U C R" aberto F U — R" campo de vetores derivavel.

C :[a,b] — U C R™ curva de classe C"*

Integral de F' no caminho C':

/CF:/; (F(C() - C'(1)) dt

ExemplolF(x ):
F(C)-C'(t) = (%,£) - (
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U C R" aberto F .U — R" campo de vetores derivavel.
C :la,b] — U C R™ curva de classe C*

Integral de F' no caminho C':

AF:[@«mwdwmt

Exemplo 2 F(x,y,2) = (z,y,2zz —y) C:[0,1] — R® C(t) = (t,2t,4t)
F(C@®))-C'(t) = 16t — 3t

32 ' 16 3
(161> — 3t) dt = —t3 e I
/ / 5t s 3 2

U C R? aberto F : U — R? campo de vetores derivavel.
C : a,b] — U C R? curva de classe C*!

Integral de F' no caminho C':

AF:K@«wwawmt

Notagao F(x,y) = (f(z,y),g(z,y)) C:[0,1] — R* C(t) = (x(t),y(t))

dx dy
)dt +g9(x,y)— o

[r=[ (s + s @) i = [ ste.opio+ oto.

U c R? aberto F : U — R? campo de vetores derivavel.
C : [a,b] — U C R? curva de classe C.

Integral de F' no caminho C':
b
[ F=[ #ew coa
C a

Exemplo 3 Calcule a integral de F(z,y) = (f(z,y), g(x,y)) = (3x%, 2%y°) sobre a pardbola
1

y=ade (r,y) = (=1,1) a (z,y) = (1,1).
Parametrizacao da parabola:
C:[-1,1] — R? C(t) = (t,t?)

F(C(@) - C'(t) = f(x,

F(C(t))-C'(t) = (3t%,t'%) - (1,2t) = 3t 4 2"

1 1
2
/F:/ (3¢ +2t") dt = ¢* + —t"| =2
c _ 14

1 -1
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U C R? aberto F : U — R? campo de vetores derivavel.
C : [a,b] — U C R? curva de classe C.
Integral de F' no caminho C':

Exemplo 3 Calcule a integral de F(z,y) = (f(z,y),9(x,y)) = (322, 2%y>) sobre a pardbola
y=1*de (z,y) = (=1,1) a (z,y) = (1,1).
Outra parametrizacao da parabo]a
D:[-1,1] — R? D(s) = (s3,s%

F (D(s))-D'(s) = (35%,5%) - (35%,65°) = 9s® + 65

6 1

41

_— = 2
/ / 93 + 6s 42 B

COINCIDENCIA?
Exemplo 3 Parametrizacées da pardbola de (x,y) = (—1,1) a (z,y ) =(1,1)
C:[-1,1] — R? C(t) = (t,t?) D:[-1,1] — R? D(s) = (s%, 5%

D(s) = C(t(s)) t(s) = s

F(D() = F(OWE) 920 = Cu(s) S is)

S

F(D(s)) - D'(s) = F (C(H(s))) - o (1() o (s)

LFaLFw@»D@@szwwm»%wm§@@

-1 S

LFaEmeygwﬁ:AF

Reparametrizacao Duas parametrizacoes da mesma curva:
C:la,b) — R D:[c,e] — R
D(s) =C(t(s)) t(c)=a,t(e)="0h.

F(D(s) = F(OU() () = T ts) (o)

F(D(s) - D/(s) = F (C(t(s))) - T (0(6)) 7 (5)

LszFw@wn@wszwwm»%wm%@@

#e) dc b dc
AF:AQFW@)ﬁUﬁ le@yEmm:AF
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Exemplo 4 Calcule a integral de

_ —Y v

sobre a circunferéncia de centro na origem e raio 2,
de (z,y) = (2,0) a (z,y) = (V3,1).
C(0) = (2cosf,2send) 0 € [0, E].

0 T
7%
Coordenadas polares © = r cos 0 y=rsend 22 +y? =1
dx = g—id + %d@ = cos §dr — rsen 6d6
dy = 8yal + 8yd9 = sen Odr + r cos 6df

or 00

Exemplo 4

G = dr + dy =
/c /cx“ry2 v 22 4 2 Y

/ —rcos (cos@dr — rsen 6df) + rsend (sen Odr + r cos 0dl) = / do
; c

72 72

Definicao Um caminho C é uma sucessao finita de curvas {Cy,Cy,...C,,} com Cj :
[aj,bj] — R"™ em que
Cj(bj) = CJH(“JH)

A integral de um campo F'(X) sobre o caminho C' é definida como

/f /01F+/c*2F+ /F

Exemplo 5 Calcule a integral de F(x,y) = (f(z,y),9(z,y)) = (2% xy) sobre o caminho
que segue a parabola = y? da origem a (z,y) = (1,1) e que depois segue o segmento de
reta de (z,y) = (1,1) & origem.

Defini¢ao Dada uma curvaC'(t) com C' : [a,b] — R", a curva inversa C~ : [a,b] — R"
¢ a curva:

C~(t) = Cla+b—1)

Teorema 1. Dados U C R" aberto, F' um campo de vetores em U e C : [a,b] — U uma

curva entao
/ e / P
- c

Exemplo 5 Calcule a integral de F(z,y) = (f(z,y),9(z,y)) = (22, zy) sobre o segmento
de reta de (z,y) = (1,1) a origem.
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Teorema 2. Sejam U C R"™ aberto e F' um campo de vetores em U. Suponha que F' =V
para algum potencial ¢ em U. Dados dois caminhos C, D em U do ponto P € U ao ponto

Q € U, entao:
/ / /CF = (Q) — ¢(P).

Prova C(t) caminho C'(a) = =Q

/ /Vw C'(t)dt =
- [ 4 gowpa

Exemplo 6 ¢(z,y,2) = 2%z
F(z,y,2) = (22y°2,32%y°2, 2%y°) = V(,y, 2)
P=(1,2,3) Q =(0,1,0)

I
S}
Q
=
|
5
2
2

Q
| F =l - ep) = -2

P

Teorema 3. Sejam U C R™ aberto e F' um campo de vetores em U. Suponha que F = V¢
para algum potencial ¢ em U. Dados dois caminhos C, D em U do ponto P € U ao ponto

Q € U, entao:
LF:LF ¢ Lsz@—wM-

Corolario 1. Sejam U C R™ aberto e F' um campo de vetores em U. Suponha que F' = Vg
para algum potencial ¢ em U. Entdo para qualquer caminho fechado C' em U

[ F=o
c

Exemplo 7 C(t) = (cosf,sen ) = (z,y) 6 € [0, 27]
_ (Y L
G(.:C,y)— (x2+y27x2+y2)

G = d dy =
/c /cx2+y2$+x2+y2y

2T 27
/ (sen2 0 + cos® 9) df = / df = 27
0 0

Logo nao existe potencial para G em R? — {(0,0)}.




