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ISABEL S. LABOURIAU

Volume delimitado pelo grafico de uma fungao continua sobre um
retangulo f : [a,b] X [¢,d] — R

retangulo
R = [a,b] x [c,d]
volume
// f=/ [z, y)dydx
R R

retangulo R = [a, b] x [c, d] f :la,b] x [¢,d] — R continua

A subdivisées: r; = a+ihy yi = b+ ihsy 1=0,1,...,2"
hi=0—a)/2"  hy=(d—c)/2" 1y = [vi, 1] X [y, Yje1]

retangulo r;; com area o, = hihy = Jon com A =area de R.

Vi; = volume sobre o pequeno retangulo

a, min f(z,y) <V <a, max f(z,y)
(z,y)€rij (z,y)€rij

pequeno volume aproximado V;; & o, f(x;,y;)
retangulo R = [a, b] x [¢, d] f :la,b] x [¢,d] — R continua
Volume total aproximado «,, area do pequeno retangulo

Zan mm f(z,y) < S Zan max f(z,y)

(z,y)€riy; (z,y)€ri;

i,j=1 i,j=1

1
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S, € a aproximacao por defeito S, é a aproximacgao por excesso.
2n
An = anf(@i,y;)
,7=1

A, é a aproximacao facil de calcular, s, < A, < 5,

retangulo R = [a, b] X [c,d] com area A

Como f : [a,b] X [¢,d] — R é continua, entao
a sucessao s, ¢ crescente e a sucessao S, ¢ decrescente.

As duas sucessoes tém limite quando n — oo porque sao mondtonas e
limitadas.
Vi; = volume sobre o pequeno retangulo o, = —— area do pequeno

92n
retangulo

(679 min .f(x>y) S V;lj S Qp  IMax f(zvy)
(z,y)€rij (z,y)€rij

Erro na aproximacao em um pequeno retangulo
€ij = Eal ( max f(z,y)— min f(x y))
220\ (w.y)ers; 7 (z,y)€rs; 7
Como f é continua, posso tomar (max, yyer,; f (2, ¥)—Min y)er,; f(,9))
tao pequeno quanto eu queira.

retangulo R = [a, b] X [c,d] com area A

Como f : [a,b] X [¢,d] — R é continua, entao
a sucessao s, € crescente e a sucessao S,, é decrescente.
As duas sucessoes tém limite quando n — oo.

Erro na aproximacao em um pequeno retangulo

€ij = 2% (( max f(z,y) — min f(x,y))

xvy)erl] (:L‘,y)ET’”

Erro total na aproximacao

e = 2 30 (s - min f(o)

(z,y)€rij (z,y)€rij

Como f é continua, entao

lim Z ei; =0 logo lim s, = lim S,

n—~o0 n—~0o0

retangulo R = [a, b] X [c,d] com area A
f:a,b] x [¢,d] — R continua

//f: lim s, = lim S,
R n—oo n—oo

Definicao
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retangulo R = [a, b] X [c,d] com area A
feg:la,bl x[c,d — R continuas

Propriedades da integral dupla

IRERNIRAIK

Q/ka:k/[zfparakef{.

e Se f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R entao //Rf < //Rg

Defini¢ao f : [a,b] X [¢,d] — R é seccionalmente continua se:
f for limitada E f for continua, exceto sobre um ntmero finito de
curvas C*.

Exemplo g : [0,1] x [0,1] — R

1 se y > a?
g(fﬁ,y)z{o se y <1

¢é seccionalmente continua
Exemplo f:[0,1] x [0,1] — R

2+ se y>a?
ren =15 ooz

é seccionalmente continua, f(z,y) = (2% + y?)g(z,y)

Teorema 1. Se f : R — R for seccionalmente continua em um

retangulo R entao existe f-
R

Definicao Dadas 2 C R regiao delimitada por um nimero finito de
curvas C' e f : R — R seccionalmente continua, define-se / / f
)

[fr= /[

onde g : R — R é a fungao seccionalmente continua dada por

f(x, se (x,y) €N
g(x,y):{o( & se Ex,zggﬂ

Definicao equivalente Dadas €2 C R regiao delimitada por um niimero
finito de curvas C! e f : R — R seccionalmente continua, define-se

//chomo
J] =] e



4 ISABEL S. LABOURIAU

onde g : R — R ¢é a fungao seccionalmente continua dada por

1 se (z,y) e
Xﬂ(x’y):{ 0 se (x,Z)%Q

Xa(x,y) é a fungao caracteristica de Q.
Integrais repetidas

Exemplo f:[0,1] x [0,7] — R f(z,y) = xseny
distribui¢do marginal f, : [0,7] — R y— fo(y) = flz,y) =
xseny.

Jo faly dy = foﬂxsenydy = —wcosyli—y = 2z = [ f(x,y)dy
fo (Jo f( )dm_fo (22) :c—:c2|0—1
f:a, b] [ ,d] — R seccionalmente continua.

d d
= / fe(y)dy = / fz,y)dy
/ab (/Cdf(x,y)dy) dr = /abg(x)dx = /ab /cd fa,y)dydz

Teorema 2. Dados R = [a,b] x [c,d] e f : R — R seccionalmente
continua entao
/ / f= / / f(z,y)dydx
Exemplo R = x [0, 7] :R—R f(z,y) = xseny

// /(/f”dy)dfc—/<2x>dx=—x2\;:1

Exemp]oQ—{(x,y): rzel0,1] z<y<2-—ua}

//f / (/:‘:”f(x,y)dy>da::/01 (2z—4:v2)dx:1_§

Cuidado com a ordem da integracao!

ExemploQ {(:B y): x€0,1] 2*<y<ax}
flz,y) =a* + 42

//f A(/m:f(x,y)dy)dx:i+_l_12_%_2_1l



