MATEMATICA II
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U abertoem R* F:U — R? F(z,y) = (p(z,
C:ilab) — U Ct) = (2(t),y@) C'(t) =('(t),y' 1))

) - C'(t) = p(z, y)a' (1) + q(x,y)y'(t)

/ / (0t = [ pidetqdy

Teorema 1 (de Green). A C R? regigo delimitada por um caminho
fechado C,

C seccionalmente C*, parametrizado no sentido anti-hordrio, p,q :
A — R de classe C', entdo

/pdx+qdy—// (___p) dydx
or 0Oy

Lema 1 (Meio Teorema de Green - caso particular). A = {(z,y) €
R?: a<x<b 91()<y<g2($)}

Ci(t) = (1, 1(1))  Caolt) = (,92(t)) ¢ €a, 0],

Cs(t) = (a,t) ¢ € [g1(a), g2(a)l,

Cilt) = (b,1) 1€ [01(5), 92(0)]

C = {Cl, 04,02 ,C } Entao

foer C5) o

Prova Cy(t) = (x4(t), ya(t)) zy(t) =

g2(b)
/ pdz = / p(Cr(8))y(B)dt = 0
Cy g1(b)

e também fc‘;p dr = 0. Resta ver que [, p dv — [, p dr =
ffA dydzx
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Lema 2 (Meio Teorema de Green - caso particular). A = {(z,y) €
R?: a<2<b gi(z) <y<gar)}

Ci(t) = (t,i(1))  Co(t) = (1, (1))  t€la, b]
C3(t) = (a,t) Cu(t) = (bt) C={C1,Cs,Cy,C5}. Entio

[ ) () o

Prova Resta ver que [, p dx — [, pdr = ffA dydzx

0 92(2) 9 ’ ygz()

=/a Pl ga(2)) — p(, g1(2)) dx:/czpdx_/&pdx

Lema 3 (Meio Teorema de Green - caso particular). A = {(z,y) €
R?: a<z<b g(v)<y<gr)}
C = caminho a volta de A no sentido anti-hordrio. Entdao

[ ) ()

Lema 4 (Meio Teorema de Green - outro caso particular). A = {(z,y) €
R?: c<y<d My <o <h(y)}
C = caminho a volta de A no sentido anti-hordrio. Entao

v () o

Se A puder ser escrita das duas maneiras, entao vale o Teorema de
Green.

Exemplo 1 Calcule a integral de F'(z,y) = (y + 3x,2y — x) sobre a
elipse 422 + y? = 4.

p(z,y) =y+ 3z q(z,y) =2y — =z
dp dq
P A
dy ox

/p dx +q dy = // —2 dydx = —2 area da elipse = —4n
c A

Exemplo 2 Calcule a integral de F'(z,y) = (3xy, %) sobre o retangulo
de vértices (-1,0), (3,0), (3,2), (-1,2) percorrido no sentido anti-horério.
plz.y) =3zy  qlz,y) =2’
o)
P _ 3y @ =2z
Ay ox
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Pelo teorema de Green a integral vale o mesmo que:
3 2 3
/ / 2x—3xdyd:c:—2/ xdr = —8
-1Jo -1

Teorema 2 (de Green - versao geral). A C R? regiao delimitada pelas
curvas C1, . .., C,, de classe C* parametrizadas de maneira que A esteja
a esquerda de cada uma delas,

p,q: A— R de classe C*, entio para C = {Cy,...,Cy}

/pdx+qdy:// @—@ dydx
C A ox 8y

Exemplo 3 Calcule a integral sobre um hexagono de lado 5 centrado
na origem percorrido no sentido anti-horario de

_ Y r
G(x7y> - <$2+y27x2+y2)

Y T dp  0Oq
_$2+y2 q(x>y)_$2+y2 a_y_%
H = hexdgono C = circunferéncia de centro (0,0) e raio 1.
A = regiao entre as duas curvas

Pelo teorema de Green:

/ pda:+qdy—/ pdx+qdy = // (ﬁ — @) dydx = // 0 dydx =0
H c A\Oz Oy A

Conclusao
/ G = / G =27
H c

p(z,y)



