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U abertoem R? F:U — R?

F(x,y) = (p(z,y),q(z,y))
Rotacional de F

dq Op
t F(x,y) = D1g — Dop = L _ EP
rot F(z, y) 1q 2p or oy
Teorema 1 (de Green). A C U regiao delimitada por um caminho fechado C,

C' seccionalmente C', parametrizado no sentido anti-hordrio, p,q : A — R de classe C*,
entao

/pdx+qdy:// @—@ dydx
C A 837 8y

U abertoem R* F:U — R? F(x,y) = (p(z,y),q(x,y))
Rotacional de F

rot F'(z,y) = D1q — Dap = 9 op

or 0Oy

Teorema 2 (de Green). A C U regigo delimitada por um caminho fechado C,

C seccionalmente Ct, parametrizado no sentido anti-hordrio, ' : A — R? de classe C!,
entao

/F://rotF dydzx
c A

U abertoem R? F:U — R? F(x,y) = (p(z,y),q(x,y))
C : [a,b] — U caminho seccionalmente C*

/CF:/abF(C(t))-C’(t)dt

s = distancia percorrida sobre o caminho C(t)

b
s= [lew = cw=5

dt
u(t)= vetor unitario na direc¢do e sentido de C'():
1 ds
t) = "(t "(t t)—
u) = Gl = O -ug
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/F:/F-uds
c c

Teorema 3 (de Green). A C U regido delimitada por um caminho fechado C,
C' seccionalmente C', parametrizado no sentido anti-hordrio,

u(t)= vetor unitdrio na dire¢io e sentido de C'(t)

s= distancia ao longo de C' e F : A — R? de classe C', entao

/F-uds://rotF dydzx
c A

Teorema 4 (coroldrio do teorema de Green). U C R? aberto, F : U — R? de classe C*,
C, C U circunferéncia de centro P e raio r parametrizada no sentido anti-hordrio e u(t)=
vetor unitdrio tangente a C.., entao

rotF(P)—th/ F-uds
C’r

r—0 172

Prova do corolario do teorema de Green X € U e H(X) = rot F'(X) — rot F(P) entao
lim H(X) =0

D, = disco de centro P e raio r,

/ F-uds:// rot F(P) dydx+/D H(X) dydz
/ / rot F(P) dydx = rot F'(P) / / 1 dydx = mr?rot F(P)

Entao )
hm—z/ F-uds=rot F(P)
r—0 7r C,
porque
'/ H(X) dydr| < 7r? max |H(X)|
D, |z—P|<r
logo

lim — / H(X) dydx =0
r—0 7TT D,

Interpretagao do corolario do teorema de Green C,.(t) = circunferéncia de centro P e raio
r
com vetor tangente unitario u(t).

1
rotF(P)—hm—/ F-uds
Cr

r—0 7172
F(C(t)) - u(t) = [F(Cy(t))| cos b
F(C.(t)) -u(t) = 0se F(C,(t)) for paralelo a C,.(t).
F(C.(t)) - u(t) = componente de F' na direcao tangente a C,.
O rotacional de F' em P é a média da rotacao de F' por unidade de area e por unidade de
tempo em torno de P.
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Teorema 5 (de Green). A C R? regido delimitada por um caminho fechado C,
C' seccionalmente Cl pammetm’zado no sentido anti-hordrio, p,q: A — R de classe C' e
F(z,y) = (p(z,y), ), entdo

/ e f(-3)

Aplicacao G(x,y) . Y))
/ / qu+pdy—// <8p aq) dydz

Provamos: C': [a,b] — R? caminho fechado seccionalmente C'!, parametrizado no sentido
anti-horédrio, C'(t) = (z(t),y(t)))

/ qd:c—l—pdy—//( —q) dydz

/C—de%-pdy—/G( q,p) - (:l?,y)dt_/ab(p’q).(y"_zf)dt

/c—q dz+p dy = / F(x(t),y(t) - (4 (), =’ (1)) dt

Divergéncia de F

dq

0
div F(z,y) = Dip+ Daq = —
(2.4) = Dup+ D, o

P
8x+

Definigao A normal a direita da curva C(t) = (x(t), y(t))) é o vetor

Teorema 6 (da divergéncia). A C R? regido delimitada por um caminho fechado C,
C seccionalmente C1, parametrizado no sentido anti-hordrio, p,q: A — R de classe C' e

F(x,y) = (p(z,y),q(z,y)), entdo

/F-th://dideydz
c A

Teorema 7 (coroldrio do teorema da divergéncia). U C R? aberto, F : U — R? de classe
1

",

C, C U circunferéncia de centro P e raio v parametrizada no sentido anti-hordrio e n(t)=

vetor unitdrio normal a C,. a direita, entao

div F(P )—th/ F-nds
Cr

r—0 772

onde G, : [a,b] — R%e [, F-nds= ['F(C,(t))-n(t)% dt

Interpretacao A divergéncia de F' em P é o fluxo médio de saida de F' por unidade de area
e por unidade de tempo em P.
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Prova do corolario do teorema da divergéncia X € U e H(X) = div F(X) — div F(P)
entao )%imPH(X) =0

D, = disco de centro P e raio r,

/ F~nds:// div F(P) dyd:c+/DlH(X) dyda
/ / div F(P) dydx = div F(P) / / 1 dydx = 7r? div F(P)

T

Entao )
lim—2/ F-uds=divF(P)
r—0 7T C,
porque
‘/ H(X) dydz| < 7r® max |H(X)|
D, |lx—P|<r
logo

1im%// H(X) dydx =
r—0 7T D



