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ISABEL S. LABOURIAU
2-D

Volume delimitado pelo grafico de uma funcao seccionalmente continua sobre um retangulo
[ ila, b x [ag, b)) — R
//

reténgulo R = [CLl, bl] X [a2, bg]

volume = //R f= //R F(z,y)dydx

Massa de uma chapa retangular com densidade f : [ay, b1] X [ag, bs] — R, seccionalmente
continua

massa = [ 1= [ sepagas

2-D

Defini¢ao f : [a1,b1] X [az, bo] — R é seccionalmente continua se:
f for limitada e f for continua, exceto sobre um ntimero finito de curvas C*.

//

Defini¢ao f : [a1,b1] X [ag, ba] X [as, bs] — R é seccionalmente continua se:
f for limitada e f for continua, exceto sobre um ntimero finito de superficies C*.
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2 ISABEL S. LABOURIAU

2-D
retangulo R = [aq, b1] X [ag, bs] com drea A
f : R — R seccionalmente continua
2™ subdivisoes de cada intervalo
22" pequenos retangulos r;; com &rea «, = o

/é /
//

paralelepipedo P = [ay, b1] X [ag, ba] X [ag, bs] com volume V
f P — R seccionalmente continua
2" subdivisoes de cada intervalo

23" pequenos paralelepipedos p;jr com volume «,, = Zon

2-D

M;; = massa do pequeno retangulo

a, min f(z,y) < M; <o, max f(z,y)
(:c,y)En-j (x,y)em-j

//

M;; = massa do pequeno paralelepipedo

a, min f(z,y,2) < M;; <o, max f(z,y,2)
(xvyvz)epzjk (xvyvz)epzjk

2-D

Massa total aproximada do retangulo

Zan(mln xy)SSn:Zozn max f(z,y)

ij=1 w,y €rij ij=1 (wyy €rij
Massa total aproximada do paralelepipedo
27l 27l
ozn min  f(z,y,2) < S, = E a, max f(z,y,2)
Py z,Y,2)EPijk Y (%,y,2)€Pijk
S, € a aproximagao por defeito S, € a aproximacao por excesso.

A sucessao s,, € crescente e a sucessao S, é decrescente.
As duas sucessoes tém limite quando n — oo e lim S, — s, = 0.

n—~o0
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massa = [ 1= s, = 1 5,
///Pf:///Pf(%y,Z) dz dy dx

paralelepipedo P = [ay, b1] X [ag, bo] X [ag, bs] com volume V
f e g: P — R seccionalmente continuas

Definicao

Notacao

Propriedades da integral tripla

Y
Y
]

/k:f:k:///fparakER.

e e ety [ 15 [[]
ML= O e ae) dy) "

Exercicio 1 paralelepipedo P = [0,2] x [0, 1] x [—1, 1] com volume V = 4

e[ (o) )

1
z=1
/ "dz = " Va|_ | = 2e"TY
-1

1 1 1
/ (/ e”ydz) dy = / 2" dy = 2e"(e — 1)
0 -1 0
2
/// "t = / 2¢"(e — 1) dr =2(e* —1)(e — 1)
P 0
Exercicio 2 paralelepipedo P = [0, 1] x [0, 1] x [0,1] com volume V =1
/// ye™ = / (/ (/ yemydz) dy) dx
1
/ ye™Vdz = ye® / 1ldz = ye™
0 0
1 1 1
/ (/ yexydz) dy = / ye™ dy =
0o \Jo 0



4 ISABEL S. LABOURIAU
Mais facil:

1 1 1 1 1
/// yexy:/ (/ (/ yexydz) dx) dy:/ (/ ye®? dx) dy
P 0 0 0 0 0
1 1
/yexydx:exyﬁzé:ey—l ///yexy:/ e/ —1ldy=e—2
0 P 0

2-D

Definicao Dadas 2 C R regido delimitada por um nimero finito de curvas Cte f : R —
R seccionalmente continua em um retangulo R, define-se / / f= / / gonde g: R — R
Q R

é dada por

z,y) €

se  (z,y) &9

o= {10

A~~~

//

2-D

Definicao Dadas 2 C R regiao delimitada por um nimero finito de curvas Cte f : R —
R seccionalmente continua em um retangulo R, define-se / / f= / / gonde g: R — R
Q R
é dada por

x,y) € Q)
z,y) &

A~~~

se

o= {10

//

Definicao Dadas Q C P regidao delimitada por um ntmero finito de superficies C! e

f P — R seccionalmente continua em um paralelepipedo P, define-se / / / f= / / / g
Q P
onde g : P — R ¢ dada por

— f(xvya Z) se (x,y, Z) €
g(x,y,Z)—{ 0 se (7,y,2) €9
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Exercicio 3 Calcule o volume do tetraedro 7' de vértices (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1).
Tetraedro: T'= {(x,y,2): z+y+2<1 e z,y,2z€][0,1]}

Volume:
/ / / 1dz dy dx
T

Tetraedro: T'={(z,y,2): 0<z<1 0<y<l—-z 0<z<l-z-—y}
1
///1dzdydx:—
- 6

Exercicio 4 Mostre o teorema de Arquimedes:

Teorema 1 (Arquimedes ~ —250). Para uma esfera e um cone perfeitamente inscritos em
um cilindro, os volumes do cone, da esfera e do cilindro estao na relacao 1:2:3.

Exercicio 4 - Mostre:

Teorema 2 (Arquimedes ~ —250). Para uma esfera e um cone perfeitamente inscritos em
um cilindro, os volumes do cone, da esfera e do cilindro estdo na relacao 1:2:5.

Bsfera: S = {(x,5,2):  |(,9,2) <7}
Cilindro: C ={(z,y,2): |(z,y)|<r e —r<z<r}
Cone: N ={(z,y,2): |(z,y)|<(r—2)/2 ¢ —r<z<r}

Sugestoes: O teorema fica provado se verificarmos que / / / ldzdyde =2 / / / 1dz dy dx
s

N
eque///ldzdydx:?)///1dzdydx
c N

O cone M ={(z,y,2): |(z,y)] <2/2 e 0<z<2r}tem o mesmo volume que N.



