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Exemplo - Volume do Cilindro C' = {(z,y, 2 (z,y)|<p e —p<z<p}
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Exemplo - Volume da Esfera S = {(x,y,z): |(z,y,2)| < p}
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Volume do Cone M = {(z,y,2) : |(z,y)| < /2 e 0<z2<2p}
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Definigao Dada f(x,y) define-se f*(r,0) = f(rcos@,rsenb)
ou seja f* = fo P com P(r,0) = (rcosf,rsenf) = (x,y).

Teorema 1. Seja S C R? o conjunto
S={(x,y):x=rcosf y=rsenf a<0<b c<r<d}

e seja S* o retangulo
S*={(r0):a<0<b c<r<d}

Se f: S — R for uma fun¢ao seccionalmente continua entdao

[ st [[ o0 ira
//

Volume do Cone M = {(z,y,2): |(z,y)] <2/2 e 0<z<2p}
M*={(r,0,z) 0<r<z/2 e 0<2<2p e 0<60<2m}
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Teorema 2 (Arquimedes ~ —250). Para uma esfera e um cone perfeitamente inscritos em
um cilindro, os volumes do cone, da esfera e do cilindro estao na relagao 1:2:3.

Coordenadas cilindricas (r,0,z) v =rcos  y=rsenf z=2z
G(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z)

transforma um paralelogramo P em uma casca cilindrica C = G(P). P = {(r,0,z): r <
r<ry 6h<0<6, 2z <z< 2z}

Volume de P = (19 — r1) (02 — 01) (20 — 21)

2 .2
Volume de C = LQTI)(@Q —01)(22 — =1)
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Volume de C = w(m —11)(0y — 01) (29 — 21)
Coordenadas cilindricas (r,0,z) © = r cosf y=rsend z2=2z

G(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z)
Dada f(z,y, z) define-se f* = f oG isto é f*(r,0,z) = f(rcosf,rsend,z).
Teorema 3. Dado A C R? seja A* o conjunto

A" ={(r,0,2): G(r,0,z) € A}.

Se f: A— R for uma funcao seccionalmente continua entao

//Af(z,y,z) dZdydx://A*f*(Tﬂ,Z)rdzdrde

Teorema 4. Se A C R? for dado por

e (x,y,z) :x=rcosf, y=rsent, a<0<b
L 0= qi(0) <7 < ga(0), Ma(r,8) <z < ho(r,0)

comb<a+2mesef:A— R for uma funcdao seccionalmente continua, entdao

JI] £- // /h((g “(r,0, 2)r dz dr do

o {(7’92):

porque

a <6<, 0§91(9)§T§92(9)>}
ha(r,0) < z < hal(r,0)

Exemplo Volume de um cone cuja geratriz tem comprimento p e faz um angulo ¢ com o
eixo do cone.
Raio da base: a = pcos ¢ altura: b = psenp Cone:
M={(z,y,2): |(z,y)<ztgp e 0<z<pcosep}
M*={(r,0,z) 0<r<ztgpeO<z<pcospel<O<2r}

2m pCos @ ztgp
/// 1dzdyd$:/// rdzdrdﬁz/ / / rdrdzdf
M M* 0 0 0

ztgp 22 p COS ztgp p3
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/// rdz dr df = gpgsen2<pcosgo = gab2
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Exercicio Volume de uma calota da esfera de raio p cortada por um plano a uma distancia
b = psen ¢ do centro.
Calota esférica:

S={lzy.2): &y 2)|<p e b<z<p}
S*={(r,0,z) 0<r<+/p*—22 e b<z<p e 0<0<2n}

[ [ ([(frar) o)

f(z) =/p* = 2%

porque p? — 22 > 0 para b < z < p.
2 1
///1dz dy dx:ﬁ<§p3—p3cosgo+§p3cos3<p>
s

Coordenadas estéricas (p, 0, @)
xr=psenpcost y=psenpsent 2z = pcosy
G:R?} — R3
G(p,0,¢) = (psenpcosh, psen psend, pcosy) = (x,y, 2)
Dada f(x,y, z) define-se f* = foG isto é f*(r,0,z) = f(psen pcosf, psensend, pcosp).
Teorema 5. Dado A C R3 seja A* o conjunto
A" =A{(p,0,0) : G(p,0,¢) € A}.

Se f: A— R for uma funcao seccionalmente continua entao

///Af(x,y,z) dz dy dx = ///A F(0.0.0) o senpdpdbdp



